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SOCIÉTÉ  S€IBNTIFIQUB  DR  BRUXELLES. 


Le  Conseil  signale  à  l'attention  de  tous  les  membres  de 


la  Société  le  Règlement  pour  l'encouragement  des  recherches 


SCIENTIFIQUES,  récemment  arrêté  par  lui  et  publié  aux  Annalc<; 
à  la  suite  des  Statuts  (J^  partie^  pp.  5  et  suivantes).  Les 
demandes  de  subsides,  dont  il  est  parlé  aux  articles  /5,  16 
et  n  de  ce  règlement,  doivent  être  adressées  au  Secrétariat 
avant  le  15  septembre  1881. 


PREMIÈRE  PARTIE 


DOCUMENTS  ET  COMPTES  RENDUS 


STATUTS 

Article  l".  —  Il  est  constitué  à  Bruxelles  une  association  qui 
prend  le  nom  de  Société  scientifique  de  Bruxelles,  avec  la  devise  : 
«  NuUa  unquam  inter  fidem  et  rationem  vera  dissensio  esse 
potes  t  (*).  > 

Art.  2.  —  Celte  association  se  propose  de  favoriser,  confor- 
mément à  l'esprit  de  sa  devise,  l'avancement  et  la  diffusion  des 
sciences. 

Art.  5.  —  Elle  publiera  annuellement  le  compte  rendu  de 
ses  réunions,  les  travaux  présentés  par  ses  membres,  et  des  rap- 
ports sommaires  sur  les  progrès  accomplis  dans  chaque  branche. 

Elle  tâchera  de  rendre  possible  la  publication  d'une  revue  des- 
tinée à  la  vulgarisation  (^). 

Art.  4.  —  Elle  se  compose  d'un  nombre  illimité  de  membres, 
et  fait  appel  à  tous  ceux  qui  reconnaissent  l'importance  d'une 
culture  scientifique  sérieuse  pour  le  bien  de  la  société. 


(*)  ConsUdeFid.  cath.  C.IV. 

(9j  Depuis  le  mois  de  janvier  4877,  cette  revue  parait,  par  livraisons  trimestrielles,  sous 
le  titre  de  Revue  des  questions  scientifiques.  Elle  forme  chaque  année  deux  volumes  in-8" 
de  700  pages.  Prix  de  l'abonnement  :  SO  francs  par  an  pour  tous  les  pays  de  l'Union  pos- 
tale. Les  membres  de  la  Société  scientifique  ont  droit  à  une  réduction  de  25  pour  cent. 

V.  a 


—  «  — 

Art.  s.  —  Elle  est  dirigée  par  un  Conseil  de  vingt  membres, 
élus  annuellement  dans  son  sein.  Le  Président,  les  Vice-Prési- 
dents, le  Secrétaire  et  le  Trésorier  font  partie  de  ce  Conseil. 
Parmi  les  membres  du  Bureau,  le  Secrétaire  et  le  Trésorier  sont 
seuls  rééligibles. 

Art.  6.  —  Pour  être  admis  dans  l'association,  il  faut  être 
présenté  par  deux  membres.  La  demande,  signée  par  ceux-ci,  est 
adressée  au  Président,  qui  la  soumet  au  Conseil.  L'admission 
n'est  prononcée  qu'à  la  majorité  des  deux  tiers  des  voix. 

L'exclusion  d'un  membre  ne  pourra  être  prononcée  que  pour 
des  motifs  graves  et  à  la  majorité  des  deux  tiers  des  membres  du 
Conseil. 

Art.  7.  —  Les  membres  qui  souscrivent,  à  une  époque  quel- 
conque, une  ou  plusieurs  parts  du  capital  social,  sont  membres 
fondateurs.  Ces  parts  sont  de  500  francs.  Les  membres  ordinaires 
versent  une  cotisation  annuelle  de  1 5  francs,  qui  peut  toujours  être 
rachetée  par  une  somme  de  150  francs,  versée  une  fois  pour  toutes. 

Le  Conseil  peut  nommer  des  membres  honoraires  parmi  les 
savants  étrangers  à  la  Belgique. 

Les  noms  des  membres  fondateurs  figurent  en  tète  des  listes 
par  ordre  d'inscription,  et  ces  membres  reçoivent  autant  d'exem- 
plaires des  publications  annuelles  qu'ils  ont  souscrit  de  parts  du 
capital  social.  Les  membres  ordinaires  et  les  membres  honoraires 
reçoivent  un  exemplaire  de  ces  publications. 

Tous  les  membres  ont  le  même  droit  de  vote  dans  les  Assem- 
blées générales. 

Art.  8.  —  Chaque  année,  il  y  a  trois  sessions.  La  principale 
se  tiendra  dans  la  quinzaine  qui  suit  la  fête  de  Pâques,  et  pourra 
durer  quatre  jours.  Le  public  y  sera  admis  sur  la  présentation 
de  cartes.  On  lit  les  rapports  annuels,  et  l'on  y  nomme  le 
Bureau  et  le  Conseil  pour  l'année  suivante. 

Les  deux  autres  sessions  se  tiendront  en  octobre  et  en  janvier. 

Elles  pourront  durer  deux  jours,  et  auront  pour  objet  princi- 
pal de  préparer  la  session  de  Pâques. 


—  s  — 

Art.  9.  —  Lorsqu'ane  résolution ,  prise  dans  TÂssemblée 
générale,  n'aura  pas  été  délibérée  en  présence  du  tiers  des 
membres  de  la  Société,  le  Conseil  aura  la  faculté  d'ajourner  la 
décision  jusqu'à  la  prochaine  session  de  Pâques.  La  décision  sera 
alors  définitive,  quel  que  soit  le  nombre  des  membres  présents. 

Art.  10.  —  La  Société  ne  permettra  jamais  qu'il  se  produise 
dans  son  sein  aucune  attaque,  même  courtoise,  à  la  religion 
catholique,  ou  à  la  philosophie  spiritualiste  et  religieuse. 

Art.  11.  —  Dans  les  sessions,  la  Société  se  répartit  en  cinq 
sections  :  L  Sciences  mathématiques  y  H.  Sciences  physiques, 
III.  Sciences  naturelleSy  IV.  Sciences  médicales,  V.  Sciences  éco- 
nomiques. 

Tout  membre  de  l'association  choisit  chaque  année  la  section 
à  laquelle  il  désire  appartenir.  Il  a  le  droit  de  prendre  part  aux 
travaux  des  autres  sections  avec  voix  consultative. 

Art.  12.  —  La  session  comprend  des  séances  générales  et  des 
séances  de  section. 

Art.  15.  —  Le  Conseil  représente  l'association.  Il  a  tout  pou- 
voir pour  gérer  et  administrer  les  affaires  sociales.  Il  place  en 
rentes  sur  TËtat  ou  en  valeurs  garanties  par  l'État  les  fonds  qui 
constituent  le  capital  social. 

Il  fait  tous  les  règlements  d'ordre  intérieur  que  peut  nécessiter 
l'exécution  des  statuts,  sauf  le  droit  de  contrôle  de  l'Assemblée 
générale. 

Il  délibère,  sauf  les  cas  prévus  à  l'article  6 ,  à  la  majorité  des 
membres  présents.  Néanmoins,  aucune  résolution  ne  sera  valable 
qu'autant  qu'elle  aura  été  délibérée  en  présence  du  tiers  au  moins 
des  membres  du  Conseil  dûment  convoqué. 

Art.  14.  —  Tous  les  actes,  reçus  et  décharges  sont  signés 
par  le  Trésorier  et  un  membre  du  Conseil,  délégué  à  cet  effet. 

Art.  15.  —  Le  Conseil  dresse  annuellement  le  budget  des 
dépenses  de  l'association  et  présente  dans  la  session  de  Pâques  le 
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compte  détaillé  des  recettes  et  dépenses  de  rexercice  écoulé. 
L*approbatioD  de  ces  comptes,  après  examen  de  l'Assemblée,  lui 
donne  décharge. 

Art.  16.  —  Les  statuts  ne  pourront  être  modifiés  que  sur  la 
proposition  du  Conseil,  à  la  majorité  des  deux  tiers  des  membres 
votants,  et  dans  l'Assemblée  générale  de  la  session  de  Pâques. 

Les  modifications  ne  pourront  être  soumises  au  vote  qu^après 
avoir  été  proposées  dans  une  des  sessions  précédentes.  Elles 
devront  figurer  à  Tordre  du  jour  dans  les  convocations  adressées 
à  tous  les  membres  de  la  Société. 

Art.  17.  —  La  devise  et  l'article  10  ne  pourront  jamais  être 
modifiés. 

En  cas  de  dissolution,  l'Assemblée  générale,  convoquée  extra- 
ordinairement,  statuera  sur  la  destination  des  biens  appartenant 
à  l'association.  Cette  destination  devra  être  conforme  au  but 
indiqué  dans  l'article  2. 


REGLEMENT 


ABRÊTÉ  PAB  LE  CONSEIL  POOR  L'ENCOURAGEMENT  DES  RECHERCHES  SCIENTIFIQUES. 


1.  —  Le  Conseil  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles  a 
résolu  d'instituer  des  concours  et  d'accorder  des  subsides  pour 
encourager  les  recherches  scientifiques. 

2.  —  A  cet  objet  seront  consacrés: 

l""  Le  revenu  du  bénéfice  acquis  à  la  Société  jusqu'à  la  ses- 
sion de  Pâques  i  879  ; 

2^  La  moitié  du  bénéfice  acquis  pendant  rexercieequi  précède 
Texercice  courant. 

3.  —  Chaque  année.  Tune  des  sections  désignera  une  question 
à  mettre  au  concours.  L'ordre  dans  lequel  les  sections  feront  cette 
désignation  sera  déterminé  par  le  sort.  Toute  question,  pour  être 
posée,  devra  être  approuvée  par  le  Conseil  qui  donnera  aux 
questions  la  publicité  convenable. 

4.  —  Les  questions  auxquelles  il  n'aura  pas  été  répondu 
d'une  manière  satisfaisante  resteront  au  concours.  Le  Conseil 
pourra  cependant  inviter  les  sections  compétentes  à  les  rempla- 
cer par  d'autres. 

5.  —  Aucun  prix  ne  pourra  être  inférieur  à  500  francs.  Une 
médaille  sera  en  outre  remise  à  l'auteur  du  mémoire  couronné. 

6.  —  Ces  concours  ne  seront  ouverts  qu'aux  membres  de  la 
Société. 


7.  —  Ne  sont  admis  que  les  ouvrages  et  les  planches  manu- 
scrits. 

8.  Le  choix  de  la  langue  dans  laquelle  seront  rédigés  les 
mémoires  est  libre.  Ils  seront,  s'il  y  a  lieu,  traduits  aux  frais  de 
la  Société;  la  publicarion  n*aura  lieu  qu'en  français. 

9.  —  Les  auteurs  ne  mettront  pas  leur  nom  à  ces  mémoires, 
mais  seulement  une  devise  qu'ils  répéteront  dans  un  billet 
cacheté  renfermant  leur  nom  et  leur  adresse. 

10.  —  Les  jurys  des  concours  seront  composés  de  trois  mem- 
bres présentés  par  la  section  compétente  et  nommés  par  le  Con- 
seil. 

11.  —  Les  prix  seront  décernés  par  le  Conseil  sur  le  rapport 
des  jurys. 

13.  —  Toute  décision  du  Conseil  ou  des  sections  relative  aux 
prix  sera  prise  au  scrutin  secret  et  à  la  majorité  absolue  des  suf- 
frages. 

13.  —  La  Société  n'a  l'obligation  de  publieraucun  travail  cou- 
ronné; les  manuscrits  de  tous  les  travaux  présentés  au  concours 
restent  la  propriété  de  la  Société.  En  cas  de  publication,  cent 
exemplaires  seront  remis  gratuitement  aux  auteurs. 

14.  —  Les  résultats  des  concours  seront  proclamés  et  les 
médailles  remises  dans  Tune  des  assemblées  générales  de  la  ses- 
sion de  Pâques.  Les  rapports  des  jurys  devront  être  remis  au 
Conseil  six  semaines  avant  cette  session.  Le  1*'  octobre  de  l'an- 
née précédente  est  la  date  de  rigueur  pour  l'envoi  des  mémoires 
au  secrétariat. 

15.  —  Pour  être  admis  à  demander  un  subside,  il  faut  être 
membre  de  la  Société  depuis  un  an  au  moins. 


16.  —  Le  membre  qui  demandera  un  subside  devra  faire  con- 
naître par  écrit  le  but  précis  de  ses  travaux,  au  moins  d*une 
manière  générale;  il  sera  tenu,  dans  les  six  mois  de  Tallocation 
du  subside, de  présenter  au  Conseil  un  rapport  écrit  sur  les  résul- 
tais de  ses  recherches,  quel  qu*en  ait  été  le  succès. 

17.  —  Le  Conseil,  après  avoir  pris  connaissance  des  diverses 
demandes  de  subsides,  à  rcffet  d'en  apprécier  Timportance  rela- 
tive, statuera  au  scrutin  secret. 

18.  —  Les  résultats  des  recherches  favorisées  par  les  subsides 
de  la  Société  devront  lui  être  présentés,  pour  être  publiés  dans 
ses  Annales  s*il  y  a  lieu. 

Note.  —  Le  tirage  au  sort,  ordonné  par  Farticle  3,  a  rangé  les  sections  dans 
Tordre  suivant  :  2*,  4«,  3%  5«  et  !»•. 


LETTRE 


DB 


S.  S.  LE  PAPE   LÉON  XHl 

AU   PRÉSIDENT   ET  AUX   MEMBRES 
DE   LA   SOCIÉTÉ   SCIENTIFIQUE   DE   BRUXELLES. 


Dilectis  Filiis  Praesidi  ac  Membris  Societatis  Scienlificae 

Bruxellis  constituttie. 

LEO  PP.  XIII. 

DiLECTI  PiLlI,  8ALUTEM  ET  ApOSTOLICAM  BENEDICTIONEM. 

Gratae  Nobis  adveiierunt  lilterae  vestrae  una  cum  Annalibus  et 
Qnaestionibus  a  vobis  editis,  quas  in  obscquentissimum  erga  Nos  et 
Apostolicarn  Sedem  pietatis  tcstinioniiim  obtulistis.  Libcntcr  sane 
agnoviiDus  Societatem  vestram  quae  a  scientiis  sibi  nomen  fecit,  et 
quae  tribus  tantum  abhinc  annis  laetis  auspiciis  ac  Icsu  Christi 
Vicarii  benedictione  Bruxellis  constituta  est,  magnum  iam  incremen- 
tum  cepisse,  et  ubercs  fructus  polliceri.  Profccto  cum  infensissimi 
relligionis  ac  veritatis  hostes  nunquam  désistant,  imo  magis  magisque 
studeant  dissidium  rationem  inter  ac  fidem  propugnare,  opportunum 
est  ut  praestantes  scientia  ac  pietate  viri  ubique  exurgant,  qui  Eccle- 
siae  doctrinis  ac  documentis  ex  animo  obsequenles,  in  id  contendant, 
ut  demonstrent  nullam  unquam  inter  fidem  et  rationem  veram  dis  - 
sensionem  esse  posse;  quemadmodum  Sacrosancta  Vaticana  Synodus 
constantem  Ecclesiac  et  Sanctorum  Patrum  doctrinam  affirmans, 
declaravit  Constitutione  IV*  de  fide  catholica.  Quapropter  gratula- 
ronr  quod  Societas  vestra  hune  primo  finem  sibi  proposueril,itemque 
in  statutis  legem  dederit,  ne  quid  a  sociis  contra  sanam  christianae 
philosophiae  doctrinam  committatur;  simulque  omnes  hortamur  ut 
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Qunquam  de  egregio  eiusmodi  laudis  tramîte  deflectant,  atqiie  ut 

toto  animi  nisu  praestitutum  Societatis  finem  praeclaris  exemplis  ac 

scriptis  edîtis  contiouo  assequi  adnitaDtur.  Deum  autem  Optimum 

Maximum  precamur,  ut  vos  omnes  caelestibus  praesidiis  confirme  t 

ac  muniat:  quorum  auspicem  et  Nostrae  in  vos  benevolentiae  pignus, 

Apostolicam  benedictionem  vobis,  dilecti  filii^  et  Socielati  vcstrae  ex 

animo  impertimur. 

Datum  Homae  apud  S.  Pctrum  die  i5.  lanuarii  1879.  Pontiflcatus 

Nostri  Anno  Primo. 

Léo  p.  p.  XIII. 


A  nos  chers  fils,  le  Président  et  les  Membres  de  la  Société 

scientifique  de  Bruxelles. 

LÉOlN  XIII  PAPE. 

ChBRS  fils,  salut  et  BENEDICTION  APOSTOLIQUE. 

Votre  lettre  Nous  a  été  agréable,  ainsi  que  les  Annales  et  les  Ques- 
tions publiées  par  vous  et  offertes  en  témoignage  de  votre  piété 
respectueuse  envers  Nous  et  le  Siège  apostolique.  Nous  avons  vu 
réellement  avec  plaisir  que  votre  Société,  qui  a  adopté  le  nom  de 
Société  scientifique,  et  s'est  constituée  à  Bruxelles,  depuis  trois  ans 
seulement,  sous  d'heureux  auspices  avec  la  bénédiction  du  Vicaire 
de  Jésus-Christ,  a  déjà  pris  un  grand  développement  et  promet  des 
fruits  abondants.  Certes  puisque  les  ennemis  acharnés  de  la  religion 
et  de  la  vérité  ne  se  lassent  point  et  s*obstinent  même  de  plus  en 
plus  à  proclamer  l'opposition  entre  la  raison  et  la  foi,  il  est  opportun 
que  partout  surgissent  des  hommes  distingués  par  la  science  et  la 
piété,  qui,  attachés  de  cœur  aux  doctrines  et  aux  enseignements  de 
rÉglise,  s'appliquent  à  démontrer  qu'il  ne  peut  jamais  exister  de 
désaccord  réel  entre  la  foi  et  la  raison,  comme  Ta  déclaré,  dans  la 
Constitution  IV  de  fide  eatholica,  le  saint  concile  du  Vatican  affirmant 
la  doctrine  constante  de  TÉglise  et  des  saints  Pères.  C'est  pourquoi 
Nous  félicitons  votre  Société  de  ce  qu'elle  s  est  d'abord  proposé  cette 
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fin,  et  aussi  de  ce  qu'elle  a  mis  dans  les  Statuts  un  article  défendant 
à  ses  membres  toute  attaque  aux  saines  doctrines  de  la  philosophie 
chrétienne;  et  en  même  temps  Nous  les  exhortons  tous  &  ne  jamais 
s'écarter  de  la  voie  excellente  qui  leur  vaut  un  tel  éloge,  et  à  pour- 
suivre continuellement  de  tout  l'cfTort  de  leur  esprit  l'objet  assigné 

• 

à  la  Société,  par  d'éclatants  exemples  et  par  leurs  publications.  Nous 

prions  Dieu  très  bon  et  très  grand,  qu'il  vous  soutienne  tous  et  vous 

fortifie  du  céleste  secours:  en  présage  duquel,  et  comme  gage  de 

Notre  bienveillance  envers  vous,  Nous  accordons  du  fond  du  cœur  h 

vous,  chers  fils,  et  à  votre  Société  la  bénédiction  apostolique. 

Donné  à  Rome,  à  Saint-Pierre,  le  i  5  janvier  i879,  l'an  i  de  notre 

Pontificat. 

Lios  XIII,  Papi. 


LISTES 

DES 

MEMBRES  DE  LA  SOGitTÉ  SCIENTIFIQUE  DE  BRUXELLES. 


Liste  des  memlires  fondateurs. 


S.  E.  le  cardinal  Dechamps,  archevêque  de.     .    .  Halines. 

François  db  Cannart  d'Hamale,  sénateur    .     .     .  Malines. 

Charles  Dessain Malines. 

Jules  VAN  Havre  (*) Anvers. 

Le  chanoine  Maes  (') Bruges. 

L*abbë  A.  De  Leyn Bruges. 

Leirens-Eliaert,  sénateur Alost. 

Joseph  Saey Bruxelles. 

Frank  Gillis Bruxelles. 

Le  Ch''  de  Schoutheete  de  Tervarent,  vice-prési- 
dent du  Conseil  provincial  de  la  Flandre  orien- 
tale   Saint-Nicolas. 

Le  Collège  Saint-Michel Bruxelles. 

Le  Collège  Notre-Dame  de  la  Paix Namur. 

Le  duc  d*Ursel,  sénateur  (') Bruxelles. 

Le  P""*  Gustave  de  Croy Le  Rœulx. 

Le  C*«  de  T'Serclaes  ('] Gand. 

Auguste  DuMONT  de  Chassart  (^) Hellet  (Hainant). 

Charles  Hermite»  membre  de  Tlnstitut ....  Paris. 

L'École  libre  de  riMMACULéE  Conception  ....  Vaugirard -Paris. 

L'École  libre  Sainte-Geneviève Paris. 

Le  Collège  Saint-Servais Liège. 


(I)  Décédé. 
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Le  C**  DE  Bergetck Bcveren-Waes. 

Lliistîtut  Saint-Ignace Anvers. 

Philippe  Gilbert Louvain. 

Le  R.  P.  Provincial  de  la  Compagnie  de  Jésus  en 

Belgique Bruxelles. 

Le  Collège  d*ALOST Alost. 

Le  chanoine  de  Woutehs Soîgnies. 

Antoine  d'Abbadie,  membre  de  l'Institut     .     .    .  Paris. 
S.  E.  le  cardinal  Uaynald,  archevêque  de  Ralocsa 

et  Bacs Kalocsa  (Hongrie). 

S.  E.  Mgr  S.  Vannutelli,  nonce  apostolique    .     .  Vienne. 

S.  G.  Mgr  Du  RoussAUx,  évéque  de Tournay. 


Lisfe  des  memlires  honoraires. 


Le  P*'  B.  BoNCOMPAGNi,  de  l'Académie  pontificale 

des  Nuovi  Lincei Rome. 

Antoine  d'Abbadie,  membre  de  Tlnstitut    .     .     .  Paris. 

Charles  Uermite  ,  membre  de  Tlnstitut  ....  Paris. 

Victor  PuisEux,  membre  de  Tlnstitut     ....  Paris. 

Joachim  Barrande Prague. 

Le  général  Newton New- York. 

Le  docteur  Foerster Aix-la-Chapelle. 

Le  R.  P.  Perry,  S.  J.,  de  la  Société   royale  de 

Londres Stonyhurst. 

A.  DE  Lapparent Paris. 

A.  Barré  de  Sai.nt-Venant,  membre  de  Tlnstitut  .  Paris. 

A.  Béchamp Lille. 

F.  Lb  Play Paris. 

Camille  Jordan,  membre  de  l'Institut    ....  Paris. 
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L!ste  générale  des  memlires  de  la  Société  scientifique 

de  Brnxelles. 


d*Abbadie  (Antoine),  membre  de  l'Institut,  120,  rue  du  Bac.  — 

Paris;  ou  Abbadia  par  Hendaye  (Basses- Pyrénées  — 

France). 
Abbeloos  (Chanoine),  docteur  en  théologie,  curé  de  DufTel  (Anvers). 
D*AcY  (E.),  40,  boulevard  Malesherbes.  —  Paris. 
Adan  de  Yarza  (Ramon),  ingénieur  des  mines,  19,  rue  de  Bidebar- 

riela.  —  Bilbao  (Espagne). 
Agie  (Gustave),  rue  de  TAmman.  —  Anvers. 
Albbar  y  Lara  (Brigadier  D.  Francisco),  ingénieur,  directeur  du  canal 

de  Vento.  —  La  Havane  (Cuba). 
Alcolado,  s.  J.  (R.  P.) ,  professeur  d'analyse,  Colegio  del  Pasage.  — 

La  Guardia.  Pontevedra  (Espagne). 
Alexis,  M.  G.  (Frère),  27,  rue  Oudinot.  —  Paris. 
Alfageme  (José),  catedràtico  de  Fisica  y  Quimica  en  el  Instituto.  — 

Santiago  (Espagne). 
Almain-de  Hase,  architecte,  157,  rue  de  la  Loi.  —  Bruxelles. 
Almera  (Abbé  Jaime),  profesor  de  Geologia  en  el  Seminario  de  Bar- 

celona  (Espagne). 
André  (J.-B.),  ingénieur,  18,  rue   de  la   Fausse-Porte.  —  Gîvet 

(Ardennes —  France). 
Anschotz  (D^  F.),  professeur  de    mathématiques  au  gymnase  de 

Neuburg  A.  D.  (Bavière). 
DE  Aranzeta  (Pedro),  Gefe  ingeniero  del  Ferro-Carril  compostelano, 

6,  rua  Nueva.  —  Santiago  (Galice  —  Espagne). 
Arcelin  (Adrien),  secrétaire  perpétuel  de  l'académie  de  Mâcon,  6,  rue 

Lamartine.  —  Màcon  (Saône-et-Loire  —  France). 
Arduui  (Abbé  Alexis),  6,  rue  Bourgelat.  —  Lyon  (Rhône  —  France). 
Arson,  ingénieur,  chef  du  sei*vice  des  usines  de  la  Compagnie  pari- 
sienne du  gaz,  40,  rue  de  Bourgogne.  —  Paris. 
AscHMAN  (Camille),  pharmacien,  préparateur  au  laboratoire  de  chimie 

générale  de  TUniversilé,  10,  rue  des  Moutons.  — 

Louvain. 
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d*Aspremont-Lynden  (C**  Charles),  château  d'Haltinnes  par  Ândennc 

(Namur). 
ÂUGiER,  docteur  en  médecine,  professeur  k  l'Université  catholique. 

—  Lille  (Nord  —  France). 
d'Auxy  de  Launois  (C^  Mb.),  rue  du  Lombard.  —  Mons. 
Baguet  (Charles),  avocat,  receveur  de  TUniversité,  6,  rue  des  Joyeuses 

Entrées.  —  Louvain. 
Bâillon,  10-ii,  place  de  la  Calandre.  —  Gand. 
Barcia  Caballero  (Juan),  Ayudante  de  Clases  pràcticas  de  Anatomia 

de  la  Universidad,  Puerta  de  la  Pena,  10.  —  Santiago 

(Espagne). 
Bardin  (Abbé  Louis),  23,  rue  d'Anjou.  —  Angers  (Maine-et-Loire  — 

France). 
Bareel  (Charles),  avocat,  517,  avenue  Brugmann.  —  Ixelles. 
Barff  (Frédéric),  iOO,  Abbey  Road,  Kilburn. —  Londres  (Angleterre). 
Barranoe  (Joachim),  419,  Cholcksgasse,  Rleinseite.  —  Prague. 
Bauwens  (Abbé),  vicaire  h  Sainte-Anne,  boulevard  du  Château.  — 

Gand. 
Bauwens  (Isidore),  docteur  en  médecine,  1 8,  rue  Liénard.  —  Alost. 
Bayle  (Emile),  professeur  a  l'Ecole  des  mines,  63,  boulevard  Saint- 

MicheL  —  Paris. 
Bbaucourt  (Abbé  Léopold),  curé  des  Écaussinnes  d'Enghien. 
Beauvois  (Abbé),  inspecteur  cantonal  de  l'enseignement  primaire,  rue 

des  Navets.  —  Anvers. 
Béchamp,  doyen  de  la  faculté  de  médecine  de  l'Université  catholique, 

8,  rue  Beauharnais.  —  Lille  (Nord  —  France). 
Béchamp  (Joseph),  professeur  à  TUniversité,  8,  rue  Beauharnais.  — 

Lille  (Nord  —  France). 
Beckers  (Auguste),  avocat,  rue  Gérard.  —  Woluwe-Saint-Lambert. 
Bellefroid  (Victor),  13,  rue  Hors  Château.  —  Liège. 
Bbllemans  (Charles),  comptable,  marché  aux  OEufs.  —  Anvers. 
Belpaire  (Théodore),  ingénieur  en  chef  du  service  provincial,  18,  rue 

des  Sœurs-Noires.  —  Gand. 
DE  Bénazé,  S.  J.  (R.  p.),  18,  rue  Lhomond.  —  Paris. 
DE  Bergetck  (C^),  château  de  Beveren-Waes  (Flandre  orientale). 
Berleur  (Adolphe),  ingénieur,  17,  faubourg  Saint- Laurent.  —  Liège. 
Bernardin  (Monsieur),  conservateur  du  Musée  commercial-industriel, 

au  Pensionnat.  —  Melle  (Flandre  orient.). 


—  I»  — 

BERTRAND(Dicudonné), docteur  en  médecine.—  Farcienncs (Hainaut). 

Bertrand  (Léon),  20,  place  Loix.  —  Bruxelles. 

Beslay  (François),  rédacteur  en  chef  du  Français,  6,  rue  de  Seine.  — 

Paris. 
DE  BéTBDNE(M''),  2,  rue  d'Egmont.  —  Bruxelles. 
Béthune-Eliaert  (6**°),  sénateur,  rue  du  Pont.  —  Alost. 
Bêtrune  (Mgr.  Félix),  rue  d'Argent.  —  Bruges. 
DE  Beughem  (V**),  21,  rue  de  la  Science.  —  Bruxelles. 
BiCHOT  (Abbé),  professeur  au  Petit-Séminaire,  19,  rue  N.-D.  des 

Champs.  —  Paris. 
DE  BiESME  (V*****  Julie),  château  de  Cruyshautem  (Flandre  orientale). 
DE  BiOLLEY  (V**  Joseph).  —  Verviers. 
BivoRT  (Alfred).  -  Fontaine-l'Évéque. 
BpAs  (Ch.),  professeur  à  TUniversité,  de  l'Académie  royale    de 

médecine.  —  Louvain. 
Blonoel  (Alfred),  ingénieur,  nie  du  Gouvernement.  —  Mons. 
DE  LA  Boëssiére-Thiennes  (M'*),  25,  rue  aux  Laines.  —  Bruxelles;  ou 

château  de  Lombise  par  Lens  (Hainaut). 
BoNAiiis(Florimond),  ingénieur.  —  Jambes  (Namur). 
BoNCOMPAGNi  (P'*  B.),  de  TAcadémie  pontificale  des  Nuovi  Lincei, 

palazzo  Piombino,  piazza  Golonna.  —  Rome. 
BoNifEviE  (Auguste),  ingénieur,  124,  rue  des  Palais.  —  Bruxelles. 
BoNNEviE  (Victor),  avocat,  7i,  rue  de  Cologne.  —  Bruxelles. 
DE  BoRCHGRAVE  (Jules),  doctcur  en  droit  et  en  sciences  politiques  et 

administratives,  24,  rue  dldalie.  —  Bruxelles. 
DE  BoRMAN  (Ch*'  Camille),  membre  de  la  députalion  permanente  du 

Limbourg.  —  Schalkhoven  par  Bilsen  (Limbourg). 
BoRRE  (P.),  avocat,  avenue  Louise.  —  Bruxelles. 
Bossu  (Abbé  L.),  professeur  à  l'Université,  rue  de  Namur. — Louvain. 
BoucHAUD  (Docteur),  professeur  h  TUnivcrsité  catholique,  hospice 

Lommclet,  Marquette.  —  Lille  (Nord  —  France). 
BouLAY  (Abbé),  professeur  h  TUniversité  catholique,  5, rue  de  Bou- 
logne. —  Lille  (Nord  —  France). 
DE  BouNAM  DE  Ryckholt  (B*""),  châtcau  de  Grathem  par  Ruremonde 

(Pays-Bas). 
BouQUiLLON  (Abbé  Th.),  professeur  à  l'Université  catholique,  70,  rue 

Royale.  —  Lille  (Nord  —  France). 
BouRDEAU  (Abel),  médecin  de  bataillon  de  i'*  classe  au  ii*  régiment 

de  ligne. 


—  f  «  — 

Bourg  (Victor),  ingénieur  des  mines.  —  Bois-du-Luc,  par  Houdeng 

(Hainaut). 

Bourgeois  (Jules),  docteur  en  médecine.  —  Flénu  (Hainaut). 

DE  BousiEs  (C**  Adhémar),  rue  d^Havré.  —  Mons. 

DU  Boys  (Paul),  ingénieur  des  ponts  et  chaussées.  —  Valence-sur- 
Rhône  (Drôme  —  France). 

Brabandt  (Louis),  161,  avenue  Louise.  —  Bruxelles. 

Braeckman-Vydt  (J.-E.),  membre  du  conseil  provincial  de  la  Flandre- 
Orientale.  —  Tamise. 

Braet  (Gustave),  élève  du  génie  civil,  rue  Saint-Georges.  —  Gand. 

Branly  (Edouard),  professeur  h  TUniversité  catholique,  49,  rue  Gay- 

Lussac.  —  Paris. 

Brants  (V.),  professeur  à  l'Université,  rue  du  Manège.  —  Louvain. 

Brassine  (J.-J.)>  colonel  du  6*  régiment  de  ligne.  —  Anvers. 

Braun,  s.  J.  (R.  p.),  directeur  de  l'Observatoire  de  Kalocsa  (Hongrie). 

Breithof  (N.),  professeur  à  l'Université,  52,  rue  du  Canal.  —  Lou- 
vain. 

Brêmen  (Alfred),  pharmacien,  2,  rue  Louvrex.  —  Liège. 

Bribosia,  docteur  en  médecine,  membre  de  l'Académie  rovale  de 

médecine,  16,  rue  Neuve.  —  Namur. 

DE  Briey  (C^*  Louis),  23,  rue  Joseph  II.  —  Bruxelles. 

Brifaut  (Armand),  docteur  en  droit,  42,  chaussée  de  Charleroy.  — 

Bruxelles. 

Bruno  (Monsieur),  supérieur  du  Collège  de  la  Sainte-Trinité.  —  Lou- 
vain. 

Bruvlants,  professeur  à  l'Université  catholique,  de  l'Académie  royale 

de  médecine,  rue  de  Malines.  —  Louvain. 

DE  BuRLET  (Constantin),  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  88,  avenue 

de  La  Plante.  —  Namur. 

BussoTTi,  S.  J.  (R.  P.).  —  Sestri  Ponente  (Piémont  —  Italie). 

DE  BussY  (L.),  directeur  des  constructions  navales.  —  Lorienl  (Mor- 
bihan —  France). 

Cabré,  S.  J.,  (R.  P.  Antonio),  5,  calle  de  dos  Amigos.  —  Madrid 

(Espagne). 

Camauër  (Jules) ,  avocat.  —  Dinant. 

Campelo  (Abbé),  professeur  de  chimie  à   l'Université.    —   Séville 

(Espagne). 

DE  Cannart  d'H am ale  (François),  sénateur,  2,  rue  du  Poivre.  —  Malines. 

Cappellen  (Guillaume),  avocat,  4,  place  Marguerite.  —  Louvain. 


—  «  — 

Carbonnelle,  s.  J.  (R.  P.),  docteur  en  sciences  physiques  et  mathé- 
matiques, 27,  rue  des  Ursulines.  —  Bruxelles. 

Carlier  (Joseph),  élève-ingénieur,  12,  boulevard  de  Tirlemont.  — 

Louvain. 

Carnoy  (Abbé  J.-B.),  professeur  à  TUniversilé,  i2i,  rue  Marie-Thé- 
rèse. —  Louvain. 

Carnoy  (Joseph),  professeur  à  TUniversité,  place  du  Peuple.  —  Lou- 
vain. 

Cartuyvels  (Mgr),  vice-recteur  de  TUniversité.  —  Louvain. 

Cartuyvels  (Jules),  professeur  à  TUniversité.  —  Louvain. 

Casares  (Antonio),  catedrâtico  de  Quimica  y  rector  de  la  Universidad 

—  Santiago  (Galice  —  Espagne). 
Casares  (Firmino),  en  la  Coruna  (Espagne). 
Castelein  (Edgar),  4,  place  Léopold.  —  Anvers. 

César  (Docteur),  \  4,  rue  Chaudronnerie. —  Dijon  (Côle-d'Or—  France). 
Chaupeaux, administrateur  de  TUniversité catholique,  34, rue  Négrier. 

—  Lille  (Nord  —  France). 

Charles  (Raymond),  substitut  du  procureur  du  roi,  61,  rue  Dupont. 

—  Bruxelles. 

Charneux,  rédacteur  de  VAmi  de  l'Ordre^  rue  de  la  Croix.  — 

Namur. 
DU  Chastel  (O*  Albert),  25,  rue  de  la  Science.  —  Bruxelles. 
DU  Chastel  (C**  Henri),  53,  rue  de  Trêves.  —  Bruxelles. 
Cuautard,  doyen  de  la  faculté  des  sciences  de  TUniversîté  catho- 
lique, 3,  rue  Saint-Martin.  —  Lille  (Nord  —  France). 
DE  Chesne  (Léon),  14,  rue  de  Paris.  —  Bruxelles. 
Choné,  S.  J.  (R.  P.),  18,  rue  Lhomond.  —  Paris. 
Claes  (Charles),  41,  rue  des  Arts.  —  Bruxelles. 
Claes  (Constant),  artiste-peintre.  —  Tongres. 
Claes  (Paul),  57,  rue  des  Bogards.  —  Louvain. 
Closon,  avocat,  place  Saint-Jean.  —  Liège. 
CoGELs  (J.-B.-Henri),  38,  longue  rue  de  THôpital.  —  Anvers. 
Collège  d'Alost.  —  Alost. 
Collège  Notre-Dame  de  la  Paix.  —  Namur. 
Collège  Saint-Michel.  —  Bruxelles. 
Collège  Saint-Servais.  —  Liège. 
CoLLiN  (Joseph),  pharmacien.  —  Genappe. 
CoLMANT  (Antoine),  avocat,  66',  rue  des  Tanneurs.  —  Bruxelles. 
CoLSON  (Chanoine).  —  Namur. 

V.  b 


—  td  — 

CooLS  (Auguste),  ingéoieur.  —  Lierre. 

CoopHAïf  (Louis),  ingénieur.  —  Ribecourt  (Oise  —  France). 

CoppiETBRS  DE  Stockhovb  (Abbé  Ch.) ,  vicaire  k  Sainte-Walburgc.  — 

Bruges. 

DE  GoRSWAREM  (Ch"  AdHcn),  avocat.  —  Hasselt. 

CoDsiN  (Emile),  ingénieur,  87,  chaussée  de  Vleurgat.  —  Bruxelles. 

Cousin  (L.),  professeur  à  TUniversité,  26,  rue  Léopold.  —  Lou- 

vain. 

CoDSOT,  docteur  en  médecine,  membre  de  TAcadémie  royale  de 

médecine.  —  Dinant. 

Cranincx  (Oscar),  place  du  Peuple.  —  Louvain. 

Crafuncx  (P.-J.-E).,  professeur  k  TUniversité,  membre  de  TAcadémie 

royale  de  médecine.  —  Louvain. 

Criquillion  (Louis),  ingénieur  provincial,  rue  du  Progrès.  —  Saint- 
Nicolas  (Wacs). 

Crokaert  (François),  225,  avenue  Louise.  —  Bruxelles. 

DE  Croy  (P"  Emmanuel).  —  Le  Rœulx. 

DE  Croy  (P**  Gustave).  —  Le  Rœulx. 

DE  Croy  (P^'  Juste),  53,  rue  de  la  Loi.  —  Bruxelles;  ou  Le  Rœulx. 

Crdyt  (Alexandre),  avocat,  40,  rue  Savaen.  —  Gand. 

Cuisinier  (Louis) ,  ingénieur.  77,  rue  de  ]*Ange.  —  Namur. 

CuYLiTS  (Jean),  docteur  en  médecine,  44,  boulevard  de  Waterloo.  — 

Bruxelles. 

Dallekagne  (Jules),  ingénieur.  —  Sclessin  (Liège). 

Daron  (Paul),  rentier.  —  Anhée  par  Yvoir  (Namur). 

Dassonville-Lepée,  (A.),  rue  de  Bruges.  —  Menin. 

Dastot,  291,  rue  du  Progrès.  —  Bruxelles. 

Dautricourt  (Camille),  ingénieur,  place  du  Parc.  —  Bruges. 

De  Baets  (Uerman),  i6,  rue  du  Bélier.  —  Gand. 

Debaisieux,  professeur  i  l'Université. —  Louvain. 

De  Beys  (Louis),  iO,  rue  Van  Maerlant.  —  Bruxelles. 

De  Blauwe  (Jean),  juge  de  paix,  GrandTlace.  —  Courtrai. 

De  Bontridder  (Fritz) ,  rue  de  Louvain  —  Vilvorde. 

Debras  (Abbé),  curé-doyen  de  Florennes.  —  Namur. 

De  Brouwer  (Abbé),  professeur  au  grand  Séminaire.  —  Bruges. 

De  Bruyn  (Léon),  membre  de  la  Chambre  des  Représentants,  bourg- 
mestre de  Termonde. 

De  Bruyn  (Tony),  juge  au  tribunal  de  i'*  instance,  96,  rue  du 

Trône.  —  Bruxelles. 


—  !•  — 

De  Brdyn  (Victor),  i5,  rue  des  Joyeuses  Entrées.  —  Louvain. 

Decham PS  (S.  E.  le  cardinal) ,  archevêque  de  Malines. 

De  Clippele  (Abel),  commissaire  d'arrondissement,  place  Impériale. 

—  Alosl. 

De  Decker  (Eugène),  membre  de  la  Chambre  des  Représentants, 

54,  rue  de  Vénus.  —  Anvers. 

De  Grootb  (P.),  docteur  en  médecine,  â5,  rue  de  Bériot. — Bruxelles. 

De  Hben  (Pierre),  ingénieur,  53,  rue  des  Joyeuses  Entrées. —  Lou- 
vain. 

De  Hdlts  (Ernest),  substitut  du  procureur  du  roi.  —  Mons. 

De  Jaer  (Camille),  avocat,  4,  rue  du  Pépin.  —  Bruxelles. 

De  Jaer  (Emile),  professeur  i  TUniversité,  rue  de  la  Station.  —  Lou- 
vain. 

De  Jaer  (Gustave),  56"'',  quai  Saint-Léonard.  —  Liège. 

De  Jaer  (Jules),  ingénieur  des  mines,  Vieux-Marché  aux  Bétes.  — 

Mons. 

Dblcour  (Ch.),  professeur  émérite  k  TUniversité,  ancien  ministre, 

rue  Marie- Thérèse.  —  Louvain. 

Delebecque-Vergauwen,  i!2,  rue  aux  Draps.  —  Gand. 

De  Leyn  (Abbé  A.),  principal  du  Collège  Saint-Louis.  —  Bruges. 

Delgedr  (D**  Louis),  i5,  rue  Léopold.  —  Anvers. 

Delimot  (Charles),  ingénieur,  porte  de  Bruxelles.  —  Malines. 

De  Lorge  (Abbé  J.),  professeur  au  Séminaire.  —  Roulers. 

Delsaulx,  s.  J.  (R.  P.),  docteur  en  sciences  physiques  et  mathéma- 
tiques, i  1,  rue  des  Récollets.  —  Louvain. 

Dblva-Rolin  (Dorsan),  iO,  place  du  Casino.  —  Gand. 

Delvigne  (Chan.  Adolphe),  curé  de  Saint-Josse-ten-Noode,  ii,  rue 

de  la  Pacification.  —  Bruxelles. 

De  Marbaix,  professeur  &  l'Université  de  Louvain.  —  Eynthout  par 

Weslerloo  (Anvers). 

De  Meester  (Augustin),  propriétaire.  —  Saint-Nicolas. 

De  Presseux,  instituteur  libre  k  Tavier  par  Nandrin.  —  Liège. 

De  Prêter  (Herman),  ingénieur,  directeur-gérant  de  la  Société  belge 

des  gaz  réunis,  54,  rue  de  Ligne.  —  Bruxelles. 

Deprbz  (Max),  juge  au  tribunal  de  1'*  instance,  5,  rue  des  Domini- 
cains. —  Mons. 

De  Priiis,  place  du  Peuple.  —  Louvain. 

De  RiDDBR  (Abbé  J.-B.),  curé-doyen  de  Saint-Pierre,  13,  rue  des 

Vaches.  —  Louvain. 


—  »o  — 

De  Riddbr  (Paul),  68,  chaussée  de  Haecht.  —  Bruxelles. 

DescAKPS  (Abbé  A.  J.),  inspecteur  des  Ecoles  du  canton  de  Mons, 

curé  de  Nimy  (Hainaut). 

Descamps  (É.),  professeur  h  l'Université.  —  Louvain. 

Desplats  (Docteur),  professeur  à  TUnivcrsilé  catholique,  52,  boule- 
vard Vauban.  —  Lille  (Nord  —  France). 

Dessain  (Charles),  libraire-éditeur,  rue  de  la  Blanchisserie.  —  Ma- 

lines. 

Detierrb  (Abbé),  professeur  k  l'Institut  Saint-Louis.  —  Bruxelles. 

De  Tilly  (J.),  major  d'artillerie,  directeur  de  l'Arsenal  de  construc- 
tion, de  l'Académie  royale  de  Belgique.  —  Anvers. 

Devivier  (A.),  professeur  k  TUniversité,  rue  de  Namur.  —  Lou- 
vain. 

Devolder  (Joseph),  avocat,  i4i,  rue  de  Stassart.  —  Bruxelles. 

Dewalque  (A.),  professeur  à  l'Institut  polytechnique,  24,  boulevard 

de  Jodoigne.  —  Louvain. 

Dewalque  (Félix),  ingénieur,  directeur  de  l'Établissement  de  la 

Vieille-Montagne.  —  Bray-et-Lû  (  Seine-el-Oise  — 
France). 

Dewalque  (François),  professeur  à  FUniversité,  26,  rue  des  Joyeuses 

Entrées.  —  Louvain. 

Dewalque  (Gustave),  professeur  k  l'Université,  membre  de  l'Académie 

royale  de  Belgique,  17,  rue  de  la  Paix.  —  Liège. 

DiAZ  DE  Arcaya  (Manuel),  docteur  es  sciences,  professeur  d'histoire 

naturelle  au  Lycée  de  Saragosse  (Espagne). 

DE  DiEUDONNÉ  DE  CoRREEK-ovER-Loo  (B*"").  —  Corbcck-Loo  (Brabaut). 

Dincq-Jordan,  ingénieur  et  industriel,  Pont-Canal,  Jemappes  (par 

Mons-Station). 

DocQ  (Abbé),  chaussée  de  Bruxelles.  —  Saint-Servais  (Namur). 

DoDET  (Ferdinand),  avocat,  rue  du  Chenil.  —  Namur. 

DE  DoRLODOT  (Sylvain),  château  de  Floreffe  (Namur). 

DE  DoRLoooT  (H.),  Collège  Belge.  —  Rome. 

DosFEL,  docteur  en  médecine,  31,  rue  des  Chevaliers.  —  Ter- 
monde. 

DoucET  (Auguste),  avocat,  membre  du  Conseil  provincial,  rue  de 

Collège.  —  Namur. 

DuROis  (Augustin),  banquier,  6,  rue  Saint-Jacques.  —  Liège. 

DrRosT  (Edouard),  avocat,  24,  rue  du  Béguinage.  —  Bruxelles. 

DuFOUR  (Henri),  172,  chaussée  de  Haecht.  —  Bruxelles. 


DuGNiOLLB  (Max),  professeur  à  TUniversitë,  57,  Coupure.  —  Gand. 

Ddmokcbau  (Lëopold),  82,  rue  Wéry.  —  Bruxelles. 

DuMONT  (A.),  docteur  en  mëdecine ,  18,  chaussée  de  Charleroy. 

—  Bruxelles. 

DuMONT  (André),  ingénieur,  51, longue  rue  d'Argile.  —  Anvers. 

DuMONy  (Emile) ,  24 ,  place  de  Meir.  —  Anvers. 

DuMONT  (Madame),  20,  rue  Soufflot.  —  Paris. 

DoMONT,  S.  J.  (R.  P.),  Assensole  (Bengale). 

Do  RoussAux  (S.  G.  Mgr),  évéque  de  Tournay. 

DusAusoT  (Clément),  professeur  k  TAthénée  royal,  57,  rue  Flamande. 

—  Bruges. 

DuTORDOiR  (Hector),  sous-ingénieur  provincial,  404,  rue  Digue  de 

Brabant.  —  Gand. 
École  libre  Sainte-Geneviève,  rue  Lhomond.  —  Paris. 
École  libre  de  l'Ihm acolée-Conception.  —  Vaugirard ,  Paris. 
Englebienne,  docteur  en  médecine,  rue  des  Sars.  —  Mons. 
DE  l*Escaille  (Joseph),  ingénieur,  rue  de  la  Station.  —  Louvain. 
D*EscLAiBES,   S.  J.  (R.  P.),  Maison  Saint -Louis.  —   Saint- Hélier 

(Jersey). 
DE  EscuDERO  {D'  José  Agustiu),  consul  gênerai  del  Salvador.  — 

Calle  del  Perù,  605.  —  Buenos-Ayres. 
EvEN  (Abbé),  professeur  au  Petit-Séminaire.  —  Floreffe  (Namur). 
EvERARTS  (Joseph),  docteur  en  droit,  château  de  Bierbais  sous  Hévil- 

1ers,  par  Mont-Saint-Guibert  (Brabant). 
Fabrt  (Henri),  ingénieur,  32,  rue  du  Champ-de-Mars.  —  Bruxelles. 
Fahenne  (Abbé),  curé-doyen  de  Gcmbloux. 
Passotte  (Abbé),  101,  rue  Rlapdorp.  —  Anvers. 
Padcon  (A.),  docteur  en  médecine.  —  Le  Rœulx. 
Faucon  (A.),  docteur  en  médecine,  professeur  à  TUniversilé,  62,  rue 

de  THôpital  militaire.  —  Lille  (Nord  —  France). 
Feijeiro  (Maximino),  catedràtico  de  Patologia  y  Clinica  en  la  Univer- 

sidad.  —  Santiago  (Espagne). 
Félicien  (Monsieur),  supérieur-général   des  Joséphites.  —  Gram- 

mont. 
Fbliù  y  Perez  (Bartolomé),  Ronda  de  la  Universidad,  102,  —  3»  de- 

recha.  —  Barcelone. 
Fbrnandbz  Sanchez  (José),  catedràtico  de  Hisloria  universal,  en  la 

Universidad.  —  Santiago  (Galice.  —  Espagne). 
Féron-De  Decker  (Ch.),  avocat,  8,  rue  Bodenbroeck.  —  Bruxelles. 


—  »»  — 

Ferrand  de  MissoL  (Amëdée),  ii5,  rue  de  Rennes.  —  Paris. 

Fettweys  (Abbé),  i  9,  rue  Limbourg.  —  Vervieps. 

Feyens  (Abbë),  professeur  i  Tlnstitut  Saint-Louis,  lii,  rue  de  la 

Poste.  —  Bruxelles. 
DE  FiBRLÀirr  (B°"  Albert),  ingénieur,  directeur  du  concassage,  car- 
rière de  Qucnast,  par  Hennuyères  (Hainaut). 
FiNLAY  (Carlos),  medico.  —  Habana  (Cuba). 
FiTA  Y  CoLDMÉ  S.  J.  (R.  P.  Fidcl),  5G,  2%  calle  de  San  Vicente  alla.  — 

Madrid  (Espagne). 
Flahault  (Charles),  docteur  es  sciences  naturelles,  chargé  de  cours  i  la 

Faculté  des  sciences.  —  Montpellier  (Hérault  —  France). 
Florence  (Abbé  Alois),  professeur  à  l'Université  catholique,  58,  rue 

Royale.  —  Lille  (Nord  —  France). 
FociLLOif  (Ad.),  directeur  de  TÉcole  municipale  Colbert,,  27,  rue  du 

Château-Landon.  —  Paris. 
FoERSTER  (D''),  professeur  d'histoire  naturelle.  —  Aix-la-Chapelle. 
DE  FoNTENAY  (Hcnri),  ingénieur  des  Arts  et  Manufactures,  château  de 

Crécez  par  Is-sur-Tille  (Côte-d'Or  —  France). 
FoRNi  (C*  Paul)  Bozen  (Tyrol  —  Autriche). 
DE  FoviLLB  (Abbé),  74,  rue  de  Vaugirard.  —  Paris. 
Franc  (Anatole),  Villa  Franc.  —  Saint-Raphaël  (Var)  ou  16,  rue  de 

Montgolfler.  —  Lyon  (Rhône  —  France). 
Francotte  (Xavier),  docteur  en  médecine,  i5,  quai  de  l'Industrie.  — 

Liège. 
Gacio  S.  J.  (B.  P.),  rector  del  Colegio  del  Jésus.  —  Tortosa  (prov.  de 

Tarragona  —  Espagne). 
Gallez  (Louis),  docteur  en  médecine,  membre  de  TAcadémie  royale 

de  médecine.  —  Châtelet. 
DE  Garcia  de  la  Vega  (Victor),  docteur  en  droit,  rue  du  Luxembourg. 

—  Bruxelles. 
Gastbuys  (Achille),  ingénieur,  sous-inspecteur  voyer  des  faubourgs 

de  Bruxelles,  59,  rue  du  Prince-Royal.  —  Bruxelles. 
Gautier  (Chanoine),  79,  rue  Notre-Dame.  —  Matines. 
Geelhand  (Emile),  longue  rue  de  THôpital.  —  Anvers. 
Gelin  (Abbé)  professeur  au  Collège  Saint-Quirin.  —  lluy. 
DE  Gérando  (L.),  ingénieur  de  la  marine,  rue  des  Bastions.  —  Cher- 
bourg (Manche  —  France). 
Gérard  (Maurice),  ingénieur  au  charbonnage  du  Poirier.  —  Mon- 

tigny-sur-Sambre  par  Couillet  (Hainaut). 


—  »s  — 

Gilbert  (Alfred),  docteur  eo  médecine. — Givet  (Ardennes —  France) 

Gilbert  (Jules),  industriel.  —  Givet  (Ardennes  —  France). 

Gilbert  (Ph.),  professeur  à  TUniversité,  de  rAcadémie  pontificale  des 

Nuovi  Lincei,  20,  rue  Notre-Dame.  —  Louvain. 
Gillet  (Camille),  ingénieur,  i3,  rue  des  Écreniers.  —  Louvain. 
GiLLiOT  (Charles),  rue  de  Vénus.  —  Anvers. 
Gillis  (Frank),  45,  boulevard  Botanique.  —  Bruxelles. 
GisLER  (E.),  78,  rue  de  la  Loi.  —  Bruxelles. 
de  Godin  (B*">),  château  d*Arvilles  par  Naméche  (Namur). 
Goethals-Malfait  (C^*),  8 ,  rue  des  Foulons.  —  Gand. 
GoETHALs  (Jules),  doctcur  en  droit,  95,  rue  d*Arlon.  —  Bruxelles. 
Goix  (Alph.),  20,  rue  d*Aubervilliers.  —  Paris. 
Gonthyn  (Lucien),  architecte,  66a,  rue  de  l'Enseignement. —  Bruxelles. 
GrandTury  (Cyrille),  ingénieur,  rue  de  Paris.  —  Saint-Etienne  (Loire 

—  France). 
Grandmont  (Alphonse),  avocat.  —  Visé. 

DE  Grand  Ry  (Albert) ,  rue  du  Collège.  —  Verviers. 

Granero  s.  J.,  (R.  p.  Jean),  St.  Beuno's  Collège.  —  Saint-Asaph 

(North  Wales  —  Angleterre). 
du  Graty  (B""),  i08,  rue  de  la  Loi.  —  Bruxelles. 
Gravez  (Adrien),  président  du  Comité  houiller  du  Centre.  -^  La  Lou- 

vière  (Hainaut). 
Grinda  (J.),  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  calle  de  Santiago,  27. 

—  Valladolid  (Espagne). 

Grod  (Abbé  Jacques),  Collège  du  Saint-Esprit.  —  Louvain. 

de  Grossouvre   (A  ),  ingénieur  des  mines.   —  Bourges  (Cher  — 

France). 

DE  Grodtars  (Chanoine  Jacques),  professeur  à  l'Université.  —  Lou- 
vain. 

DE  Grunme  (C^'  François),  lieutenant  d'artillerie ,  67,  rue  Belliard.  — 

Bruxelles. 

GuisASOLA  Y  Menendez  (Victoriauo),  secrétaire  de  Tévéché.  —  Ciudad 

Real  (Espagne). 

Haal  (Abbé  Bernard),  curé-dojen  de  Saint-Michel.  —  Luxembourg 

(Grand-Duché). 

Haafi ,  docteur  en  médecine,  professeur  à  l'Université,  i33,  rue  de 

Tirlemont.  —  Louvain. 

Habn,  S.  J.  (R.  P.),  il,  rue  des  Récollets. —  Louvain. 


—  »4  — 

Hairion,  docteur  en  médecine,  professeur  à  TUniversité,  vice-pré- 
sident de  rAcadémie  royale  de  médecine,  9,  boule- 
vard de  Tirlemont.  —  Louvain. 

Halflants  (Louis) ,  membre  de  la  Gbambre  des  Représentants.  — 

Tirlemont. 

Halleux  (Emile),  rue  du  Vieux-Bourg.  — Bruges. 

Hamard  (Abbé),  i%  rue  des  Dames.  —  Rennes  ( Ille-et- Vilaine  — 

France). 

Hamoib,  docteur  en  médecine,  rue  Saint-Aubin.  —  Namur. 

Hafiqubt  (Ferdinand),  46,  rue  du  Laveu.  —  Liège. 

Hanssens,  née  Gilliodts,  19,  rue  du  Marronnier.  —  Bruges. 

DE  Harlez  (Chanoine),  professeur  à  TUniversité,  rue  des  Récollets.  — 

Louvain. 

Haton  de  la  GoupiLLiÉRE,  ingéuicur  en  chef  des  miAes,  examinateur 

d'admission  à  TÉcole  polytechnique,  8,  rue  Garancière. 
—  Paris. 

DE  Haulleville  (B"")  ,  i55,  rue  de  la  Loi.  —  Bruxelles. 

DE  la  Haye,  lieutenant  au  régiment  des  grenadiers,  44,  rue  de 

Florence.  —  Bruxelles. 

Haynalo  (S.  E.  le  cardinal),  archevêque  de  Kalocsa  et  Bacs  (Hongrie). 

Hayoit,  docteur  en  médecine,  professeur  à  TUniversité,  66,  rue  de 

Namur.  —  Louvain. 

d'Hehricourt  de  Grunne  (O*),  iO,  rue  Montoyer.  —  Bruxelles,  ou 

château  d'Hamal  par  Tongres. 

Henrt  (Abbé),  vicaire  de  Saint-Nicolas.  —  Namur. 

Henry  (Hector).  —  Dinant. 

Henry  (Louis),  professeur  à  l'Université,  de  TAcadémie  royale  de 

Belgique,  2,  rue  du  Manège.  —  Louvain. 

Hermite  (Charles),  membre  de  Tlnslitut.  2,  rue   de  Sorbonne.  — 

Paris. 

Hertoghe  (Eugène),  94,  chaussée  de  Malines.  —  Anvers. 

Hervier  (Abbé  Joseph),  51,  grande  rue  de  la  Bourse.  —  Saint- 
Etienne  (Loire  —  France). 

Heode,  S.  J.  (R.  P.)  —  Zi-ka-wey  (Chine). 

Houtart  (Jules).  —  Monceau-sur-Sambre  (Hainaut). 

Hubert,  docteur  en  médecine,  5,  rue  de  Bcrtaimont.  —  Mons. 

Hubert  (Eugène),  docteur  en  médecine,  professeur  h  TUniversité, 

i  5,  rue  Léopold.  —  Louvain. 

Ide  (Justin),  docteur  en  médecine,  25,  longue  rue  de  Tournay.  — 

Anvers. 


Imperiali  (M'')  des  p**'  de  Fraocavîlla,  10,  rue  Montoyer.  —  Bruxelles , 

ou  château  d*Hamal  par  Tongres. 
Institut  Saint-Ignace.  —  Anvers. 
Jacmart,  général-major,  commandant  la  2*  brigade  d*artillerie,  4, 

rue  Verboeckliavcn.  —  Bruxelles. 
Jacobs  (Victor),  avocat,  membre  de  la  Chambre  des  Représentants , 

49,  chaussée  de  Charleroy.  —  Bruxelles. 
Jannet  (Claudio),  professeur  à  TUniversité  catholique,  74,  rue  de 

Vaugirard.  —  Paris. 
Janssens,  docteur  en  médecine,  -r-  Puers  (Anvers). 
Janssens  de  Bisthoven,  64,  rue  d*Yprcs.  —  Gand. 
Janssens  (Guillaume),  rue  de  la  Station.  —  Louvain. 
Janssens-Shits  (Louis),  sénateur.  —  Saint-Nicolas. 
Jeanhart  (Arthur),  avocat,  19,  rue  des  Fossés.  —  Namur. 
Jenner  (Ch.  t.),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  directeur 

des  travaux  hydrauliques  de  la  Marine,  29,  rue  Saint- 
Yves.  —  Bresl  (Finistère  —  France). 
DE  JoiGNY  (B°°  G.),  29,  rue  de  Tlodustrie.  —  Bruxelles. 
JoLY(Léon),  avocat,  â8,  rue  dé  la  Concorde.  — Bruxelles. 
Jordan  (Camille),  membre  de  1  Institut,  48,  rue  de  Varennes.  — 

Paris. 
JouBERT,  S.  J.  (R.  P.),  doyen  de  la  faculté  des  sciences  à  TUniversilé 

catholique,  18,  rue  Lhomond. —  Paris. 
Jourdain  (Louis),  ingénieur,  9,  rue  de  Ligne.  —  Bruxelles. 
DE  Kercuove  (Raymond),  i%  place  de  la  Station.  —  Gand. 
DE  Kerckhovb  (V*'  Eugène),  membre  de  la  Chambre  des  Représen- 
tants. —  Malines. 
Kervilbr  (René),  ingénieur  des  ponts  et  chaussées.  —  Saint-Nazaire 

(Loire-Inférieure  —  France). 
de  RiRWAN  (Charles),  rue  Soufflot.  — Auxerre  (Yonne  —  France. 
Klotu  (Joseph),  rédacteur  en  chef  de  la  Famille,  215,  rue  Royale 

—  Bruxelles. 
KuHS  (Antoine),  docteur  en  médecine,  20,  rue  des  Aveugles.  — 

Anvers. 
KuRTU  (Godcfroid),  professeur  à  l'Université,  62,  rue  Lairesse.  — 

Liège. 
Lacomptb  (Camille) ,  docteur  en  médecine.  —  Tamise. 
Lacor  (E.),  chargé  de  cours  à  la  Faculté  catholique  des   sciences, 

4,  rue  des  Pyramides.  —  Lille  (Nord  —  France), 


—  »«  — 

Lafont,  s.  J.  (R.  p.))  directeur  de  l'Observatoire  hëliospectrosco- 

pique,  iO,  Parkstreet.  —  Calcutta. 
DE  Lafontaine  (B"").  —  Waremme. 
DE  Lafontaine  (B^'  Marcel),  ingénieur  des  arts  et  manufactures.  — 

Waremme. 
DE  Lagardb  (Abbé),  directeur  du  Collège  Stanislas,  22,  rue  Notre- 

Dame-des-Champs.  —  Paris. 
Lagasse  (Alexandre] ,  pharmacien ,  4,  rue  Saint-Maurice  —  Nivelles. 
Lagasse  (Charles),  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  25,  rue  de 

Hollande.  —  Bruxelles. 
Larousse  (Chanoine),  professeur  au  grand  Séminaire.  — Bruges. 
Lam arche  (Emile),  81 ,  rue  Louvrex.  —  Liège. 
Lambert  (Camille),  ingénieur.  —  Bruges. 
Lambert  (Guillaume],  professeur  à  TUniversité  de  Louvain,  50,  bou> 

levard  de  TObservatoire.  -^  Bruxelles. 
Lamey  (R.  p.  Dom)  0.  S.  B.,  prieuré  de  Saint-Benoit,  Grignon  par 

Monlbard  (Côte-d'Or  —  France). 
Lamy  (Chanoine),  président  du  Collège  Marie-Thérèse.  —  Louvain. 
DE  Lapparent(A.),  professeur  h  Flnstitut  catholique,  5,  rue  de  Tilsitt. 

—  Paris. 

Latine,  docteur  en  médecine.  —  Marbaix-Marbisoux  (Brabant). 

Latteur  (Auguste),  propriétaire.  —  Mons. 

Lavaud  de  Lestrade,  prêtre  de  Saint-Sulpice,  professeur  de  sciences 

au  Séminaire.  —  Clermont-Ferrand  (Puy-de-Dôme  — 
France). 

La  VAUX  (Eugène),  propriétaire.  —  Saint-Léger  près  Arlon. 

Lebesconte  (P.),  pharmacien,  1 5,  Bas  des  Lices.  —  Rennes  (Ille-et- 

Vilaine  —  France). 

Lebon,  docteur  en  médecine,  place  Saint-Paul.  —  Nivelles. 

Ledresseur  (Charles) ,  docteur  en  médecine ,  professeur  à  l'Univer- 
sité, 75,  voer  des  Capucins.  —  Louvain. 

Lefebvre,  docteur  en  médecine,  professeur  à  TUniversité,  membre 

de  l'Académie  royale  de  médecine ,  36 ,  rue  de  Bériot. 

—  Louvain. 

Lefebvre  (Abbé  Bruno),  56,  rue  de  Bériot.  —  Louvain. 

Lefebvre  (Abbé  Ferdinand),  professeur  h  l'Université,  56,  rue  de 

Bériot.  —  Louvain. 
Lefebvre  (Henri),  48,  rue  du  Marais.  —  Bruxelles. 
Lefebvre  (Paul),  avocat,  7,  rue  Zinner.  —  Bruxelles. 


—  •■»  — 

Legrand- Benoit,  31 ,  rue  de. Bruxelles.  —  Namur. 

Le  Grelle  (C**  Ferdinand),  î2i,  rue  Van  Brëe.  —  Anvers. 

Leirens-Eliaert,  sénateur,  rue  du  Pont.  —  Alost. 

Lejeune-Simonis,  château  de  Sohan  par  Pepinster  (Liège). 

Le  Paigb  (C),  chargé  de  cours  à  TUniversité  de  Liège,  21,  rue  des 

Anges.  —  Liège. 

Le  Play,  6,  place  Saint^Sulpice.  —  Paris. 

Leschevin  (Alexandre),  avocat,  rue  Saint- Martin.  —  Tournay. 

Lesdisse,  vice-président  du  tribunal  de  i'*  instance.  —  Dinant. 

DE  Liedererre  (O*  Charles),  ^4,  rue  de  l'Industrie.  —  Bruxelles. 

DE  Liedekerke  (C**  Emile),  59,  avenue  de  la  Toison  d*Or. —  Bruxelles. 

de  Liedererre  (C** Emile),  23,  nie  delà  Loi.  —  Bruxelles. 

de  Liedekerke  de  Pailhe  (C^  Edouard),  47,  rue  des  Arts.—  Bruxelles. 

LiÉNART  (Pierre),  4,  rue  des  Sœurs-Noires.  —  Tournay. 

DE  Limburg-Styrom  (C^  Samuel),  24%  rue  du  Trône.  —  Bruxelles. 

DE  Lixeurg-Styruh  (€'•  Thierry),  rue  Hautport.  —  Gand. 

DE  LiKHiNGaE  (O*),  chàtcau  de  Gesves,  par  Assesse  (Namur). 

LiMPENs  (Emile),  avocat,  place  Impériale.  —  Alost. 

DE  LisLEFERKE  (Henry),  ingénieur  delà  marine  en  retraite. —  Taille- 
bourg  (Charente-Inférieure  —  France). 

DE  LocHT  (Léon),  ingénieur,  répétiteur  à  TUnivcrsité,  Mont-Saint- 
Martin.  —  Liège. 

LoNNEux  (Abbé),  professeur  &  l'Institut  Saint-Louis.  —  Bruxelles. 

LoDWERS  (Joseph),  docteur  en  médecine,  rue  de  l'Harmonie. —  Ver- 

viers. 

Maas,  s.  J.  (R.  P.),  église  N.-D.,  quai  Wynhavcn.  —  Rotterdam 

(Pays-Bas). 

Marille  (Léon),  professeur  à  l'Université.  —  Louvain. 

Maertens  (Chanoine),  professeur  au  petit  Séminaire.  —  Saint- 
Nicolas. 

Malcorps  (Ernest),  avocat,  5,  rue  des  Vaches.  —  Louvain. 

Malisoux  (Emile),  ingénieur  des  mines.  —  Charleroy. 

Mafision  (Paul),  professeur  à  l'Université,  6,  quai  des  Dominicains. — 

Gand. 

DE  Maret  (Adhémar),  étudiant,  hôtel  de  Suède.  —  Louvain. 

DE  Marsilly  (Général),  13,  rue  Chantepinot.  —  Auxerre  (Yonne  — 

France). 

Martens  (Edouard),  professeur  à  l'Université, 27,  rue  Marie-Thérèse. 

—  Louvain. 


Martinez  t  Saez  (Francisco  de  Paula),  professeur  de  zoologie  au 

Musée  d'histoire  naturelle,  i,  4°  izq%  calle  Vergara.— 

Madrid  (Espagne). 
Masoin  (E.),  professeur  h  l'Universitd,  membre  de  TAcadémic  royale 

de  médecine,  i5,  place  Sainte-Anne.  — Louvain. 
Massalsri  (U.)»  professeur  à  1* Université.  —  Louvain. 
Matagne  (Jules) ,  docteur  en  médecine,  177,  rue  de  Terre-Neuve.  — 

Bruxelles. 
DE  Maupeou  (C*'  Louis),  ingénieur  de  la  marine,  52,  rue  Montebello. 

—  Cherbourg  (Manche  —  France). 
Mayer  (Henri),  avocat,  51,  rue  Saint-Jacques.  —  Tournay. 
DE  Meeus  (O*  Eugène),  26,  rue  de  la  Science.  —  Bruxelles. 

DE  Meeus  (C^  Henri),  ingénieur,  72,  rue  du  Vertbois.  —  Liège. 

Meeus  (Eugène),  membre  de  la  Chambre  des  Représentants,  42,  rue 

Houblonnière.  —  Anvers. 

Meeus  (Jean),  industriel,  50,  rempart  des  Tailleurs  de  pierre. — 

Anvers. 

Meeus- Honnorez  (L.),  distillateur.  —  Wyneghem  par  Anvers. 

Mbeus-Van  Reeth  (L.),  il,  longue  rue  de  THôpital.  —  Anvers. 

Mello  (Rev.  J.  Magcns),  Rectory,  Brampton.  —  Chcsterticld  (Angle- 
terre). 

Mémoire  (Frère),  directeur  du  Pensionnat  Saint>Berthuin.  —  Ma- 

lonne,  par  FloreiTe  (Namur).    • 

Ménétrier  (Arabroise),  professeur  à  l'École  des  mines  du  Hainaut. 

—  Mons. 

Ménétrier  (Aug.),  ingénieur  au  charbonnage  des  Français.  —  Ander- 

lucs,  par  Fontaine-rÉvéque. 
Ménétrier  (Charles) ,  avocat.  —  Charleroy. 
Ménétrier  (Louis),  capitaine  d'artillerie  en  retraite.  •— Merbes-lc- 

Château  (Hainaut). 
DE  Menten  de  Horne  (Ch"  Albert),  25,  rue  d'Arlon.  —  Bruxelles. 
Mercier  (Abbé  Adolphe),  principal  du  Collège  de  Binche. 
Mbrtens  (Guil.),  ingénieur,  directeur  de  l'usine  à  gaz,  73,  rue  de 

Tourcoing.  —  Roubaix  (Nord  —  France). 
Merveille  (Léopold),  docteur  en   médecine,   Hotton  par  Melreux> 

Holton  (Luxembourg). 
Meyers  (Chanoine),  curé  de  Saint-Jean,  40,  cloître  Saint-Jean.  — 

Liège. 
MiCHA,  professeur  à  l'Université,  8,  place  du  Peuple.  —  Louvain. 


Michaux,  professeur  h  rUoiversité,  membre  de  l'Académie  royale  de 

médecine.  —  Louvain. 

MicHiELS  (Abbé),  curé  de  Saiot-Roch.  —  Bruxelles. 

MicHiELS  (Chanoine),  professeur  au  Collège  Saint-Rombaut.—  Malines. 

MiOT  (Léopold),  docteur  en  médecine,  de  T Académie  royale  de  méde- 
cine, 1 5,  rue  de  Beaumont.  —  Charleroy. 

MisoNNE  (Lucien),  directeur-gérant  des  charbonnages  du  Hasard.  — 

Tamines  (Namur). 

MoELLER,  docteur  en  médecine,  1,  rue  Montoyer.  —  Bruxelles. 

MoiGNO  (Abbé  Fr.),  %  rue  de  Strasbourg.  —  Saint-Denis  (Seine  — 

France). 

MoLLOY  (D'),  86,  Stephen*s  Green.  —  Dublin. 

MoMMAERTs  (Abbé),  aumônier  de  TÉcole  militaire,  i  1 ,  rue  du  Marteau. 

—  Bruxelles. 

MoNCHEUR,  membre  de  la  Chambre  des  Représentants,  54,  boulevard 

de  Waterloo.  —  Bruxelles;  ou  Naméche  (Namur). 
DE  MoNGE  (Francis),  professeur  à  l'Université,  rue  des  Récollets.  — 

Louvain. 
DE   MoNGE  (Léon),   professeur  à  TUniversité,  rue  aux  Joncs.  — 

Louvain. 
MoNSARRAT  (G.),  23,  ruc  Boissy  d'Anglas.  —  Paris. 
DE  Montpellier  (Jules),  conseiller  provincial,  château  d'Annevoye 

(Namur). 
de  Moreau  d'Andot  (Ch*'),  membre  de  la  Chambre  des  Représentants. 

—  Andoy  par  Jambes  (Namur). 
MoRETDs  (René),  place  de  Meir.  —  Anvers. 
Mullenders  (Joseph) ,  ingénieur,  21,  rue  Duvivier.  —  Liège. 
DE  Nadaillac  (M"),  8,  rue  d'Anjou.  —  Paris. 

Nahéche  (M''),  recteur  magnifique  de  TUniversité,  27,  ruc  des  Récol- 
lets. —  Louvain. 

de  Namur  d'Elzée  (C*),  sénateur.  —  Dhuy  par  Eghezée  (Namur). 

DE  Nédonchel  (C^^  Léon) ,  80,  rue  de  la  Loi.  —  Bruxelles. 

Neissen  (A.),  avocat,  86,  boulevard  de  Waterloo.  —  Bruxelles. 

Nerinckx  (Edmond),  avocat,  8,  rue  Bosquet.  —  Bruxelles. 

Neusy,  curé  de  Rance  (Hainaut). 

NévE  (Félix),  professeur  à  TUniversité,  membre  de  l'Académie  royale 

de  Belgique ,  52 ,  rue  des  Orphelins.  —  Louvain. 

Néve  (Louis),  ingénieur,  rue  Jovelle.  —  Paris. 

NèvB  (Paul),  ingénieur.  —  Issangila  (Congo). 


Newton  (Gdnéral  Joho),  279,  Adelphi  Slrecl.  —  Brooklyn,  New-York. 

No£l  (Abbë  François).  —  Piston,  par  Fontaine-rÉvéque. 

NuYTS  (Abbé),  curë-doyen  de  S**-Gudule.  —  Bruxelles. 

Obbt  de  Ghbvvel,  docteur  en  médecine,  56^'%  rue  du  Champ-des- 

Oiscaux.  —  Rouen  (Seine-Inférieure  —  France). 
Oldbnhove  (Philippe),  ingénieur,  propriétaire  k  Flori val-su r-Dyle, 

par  Grez-Doiceau  (Brabant). 
0*Mallet,  s.  J.  (R.  p.),  s*.  Patrick's  collège.  —  Melbourne  (Victoria 

—  Australie). 
On HBGANCK  (Glément) ,  25,  rue  aux  Laines.  —  Anvers. 
OoMEN  (A.),  18, rue  S^ -Laurent.  —  Anvers. 
Orban  (Grégoire),  rue  de  la  Station.  —  Louvain. 
Ortiz  (Jean -Miguel),  secrelario  del  Banco  colonial.  —  Habana  (Cuba). 
Ortiz  (Abbé  L.  Ph.),  doyen  de  la  cathédrale.  —  Léon  (Espagne). 
OsY  DE  WiCHEM  (B^") ,  louguc  ruc  de  l'Hôpital.  —  Anvers. 
Otto  (Jean),  36,  Marché-aux-Herbes.  —  Bruxelles. 
Paeilb,  bibliothécaire  et  archiviste  de  la  ville,  25,  rue  d*Antin.  — 

Lille  (Nord  —  France). 
Palgen  (Charles),  ingénieur  civil.  —  Walferdangc  (Grand-Duché  de 

Luxembourg). 
Papillon  (Docteur),  professeur  i  l'Université  catholique,  i4,  rue 

Beauharnais.  —  Lille  (Nord  —  France). 
Pardon  (Gustave),  ingénieur  au  charbonnage  de  Marcinelle-Nord. — 

Marcinelle  (Hainaut). 
Passblecq  (Philippe),  ingénieur. —  Dampremy  (Hainaut). 
DE  Patin  (V  Carlos),  rue  du  Canal.  —  Louvain. 
Patroni  (Monsign.  Giuscppc),  dott.  in  filosofia  in  teologia  ed  in  ambe 

le  leggl ,  47,  piazza  del  Gesù.  —  Rome. 
Pblligero  (Gonzalo),  avocat,  rédacteur  en  chef  de  la  Vozde  Cuba.  — 

La  Havane  (Cuba). 
Peretti  (Abbé),  curé  de  Sainte- Marie. —  Calvi  (Corse  —  France). 
Perry,  s.  J.  (R.  p.),  directeur  de  l'Observatoire  de  Stonyhurst,  de  la 

Société  royale  de  Londres.  —  Stonyhurst  near  Black- 

bum  (Angleterre). 
Pbtrot  (Gérard),  33,  rue  Vieille  Bourse.  —  Anvers. 
Picard  (Abbé),  curé  de  Notre-Dame.  —  Namur. 
PiCHADLT  (Stéphane),  ingénieur,  chef  de  section  k  la  Société  John 

Cockerill,  2i,  quai  de  l'Espérance.  —  Seraing. 
PicQUBT  (Jules),  7,  rue  de  Lausanne.  —  Bruxelles. 


PiET  (Gustave),  propriétaire,  rue  Chabot-Charny.  —  Dijon  (Côte-d'Or 

—  Fraoce). 

DE  PiLLon  DE  S.  Philbert  (A.),  2,  rue  S.  Thomas.  —  Douai  (Nord  — 

France). 

PiRARD  (Abbé)  y  inspecteur  diocésain  des  Écoles  primaires,  6,  boule- 
vard Lëopold.  —  Namur. 

PiRET  (Camille),  ingénieur  à  Monceau-Fontaine.  —  Monceau-sur- 

Sambre  (Hainaut). 

Piscé  (Chanoine),  rue  des  Bateaux.  —  Malincs. 

PLANTë  (Gaston),  liccncié-ès-sciences,  56,  rue  des  Tournelles,   — 

Paris. 

Polo  y  Peyrolon  (Manuel),  doctor  en  Filosofia,  en  el  Instituto  pro- 
vincial de  scgunda  ensenanza.  —  Valencia  (Espagne). 

DE  PoNTHiÉRB  (Albert),  propriétaire-agriculteur.  —  Glons  (Liège). 

DE  PosGH  (Major),  sous-intendant  militaire  de  1'*  classe,  16,  chaussée 

d'Uccle.  —  Bruxelles. 

PosT  (Abbé  Nicolas),  professeur  au  Grand-Séminaire.— Luxembourg 

(Grand-Duché). 

PoDLLET  (Edmond),  professeur  à  TUniversité.  —  Louvain. 

Proost  (Alphonse),  professeur  à  TUniversité  de  Louvain,  64,  rue  de 

Stassart.  —  Bruxelles. 

Provincial  (R.  P.)  de  la  Compagnie  de  Jésus,  431,  rue  Royale  exté- 
rieure. —  Bruxelles. 

PoisEUX  (Vict.),  membre  de  l'Institut,  81,  boulevard  St-MicheL — 

Paris. 

QuAiRiER,  25,  boulevard  du  Régent.  —  Bruxelles. 

QuLNET  (Alfred),  docteur  en  droit.  —  Couillet  (Hainaut). 

QuiRiNi  (Abbé),  professeur  k  Tlnstitut  Saint- Louis.  —  Bruxelles. 

Rachon  (Abbé  Prospcr),  curé  de  Ham  et  Saint-Jean,  par  Longuyon 

(Meurthe-et-Moselle  —  France). 

Radbl  (0.).  —  Saint-Loup-sur-Aujon  (Haute-Marne  —  France). 

DE  Raoiguez  (F.),  inspecteur  provincial   de  la  voirie  vicinale.  — 

Namur. 

Raikem  (Florent),  avocat,  Mont-Saint-Martin.  —  Liège. 

Raingeard  (A.),  ingénieur,  Hi,  rue  du  Billard.  —  Bruxelles. 

Rathodis,  s.  J.  (R.  P.).  —  Zi-ka-wey  (Chine). 

Ravain  (Abbé  J.-R.),  professeur  à  l'Université,  44,  rue  Bernier.  — 

Angers  (Maine-et-Loire  —  France). 

RécHiif  (Abbé),  professeur  au  Collège  de  Mamers  (Sarthe  —  France). 


De  RéGNON,  s.  J.  (R.  P.),  \S,  rue  Lhomond.  —  Paris. 

Refiard,  s.  J.  (R.  p.))  Collège  Saint-Michel,  rue  des  Ursulioes. — 

Bruxelles. 
Reynaert,  docteur  en  médecine ,  rue  du  Progrès.  —  Saint-Nicolas. 
DE  RiBAUcouRT  (C*  AdoIphc),  sénateur,  33,  rue  Ducale.  —  Bruxelles 
RoBERTi  (Jules),  notaire,  membre  du  Conseil  provincial  du  Brabant. 

—  Louvain. 
DE  RoBiANO  (C*).  —  Binche. 

DE  RoBiANO  (C^*  Alphonse),  4i,  boulevard  du  Régent.  —  Bruxelles. 
DE  LA  Roche  (Alph.),  directeur-gérant  des  mines  et  usines  de  Strépy- 

Bracquegnies  (Hainaut). 
de  la  Roche  (Ch''  Camille),  rue  de  Houdain.  —  Mons. 
DE  LA  Roche  (Abbé  Ch.),  curé  de  Saint-Lazare.  —  Tournay. 
de  LA  Roche  de  Marchiennes  (Emile).  —  Harvengt  par  Harmîgnies 

(Hainaut). 
Roderburg  (Fritz),  docteur  en  sciences  naturelles,  ii9,  rue  Marie- 
Thérèse.  —  Louvain. 
de  Rodes  (M''),  85,  rue  du  Commerce.  —  Bruxelles. 
RojAs,  S.  J.  (R.  P.),  professeur  d'histoire  naturelle,  Colegio.  —  Car- 

rion  de  los  Condes.  —  Espagne). 
RoLiN  (Georges),  agent  de  change,  48,  rue  du  Nord.  —  Bruxelles. 
RoLiN  (Jules),  avocat,  82,  rue  Bosquet.  —  Bruxelles. 
RoLLiER  (Emile),  ingénieur,  37,  rue  Léopold.  —  Malines. 
RoHERO  (Evaristo),  avocat  et  agriculteur. — Graus  (Prov.  de  Huesca  — 

Espagne). 
DE  RouiLLt  (C**),  44,  avenue  des  Arts.  —  Bruxelles. 
de  Roye  de  Wichen,  château  de  Mccrhout,  par  Gheel  (Anvers). 
Rupin,  docteur  en  médecine,  rue  de  Paris. —  Vitré  (Ille-et- Vilaine  — 

France). 
Sacré  (M*'),  curé -doyen  de  Notre-Dame,  1 ,  rue  Saint- Pierre.  — 

Anvers. 
Saet  (Henri),  notaire.  —  Renaix. 

Saey  (Joseph),  48,  avenue  de  la  porte  de  Hal.  —  Bruxelles. 
Saey  (Abbé  Pr.),  vicaire  à  Saint-Etienne,  20,  cour  du  Prince.  —  Gand. 
DE  Saint-Venant  (A.  Barré),  membre  de  Tlnstitut.—  Saint-Ouen,  près 

Vendôme  (Loir-et-Cher  —  France). 
Salterain  (Pedro),  ingénieur  des  mines.  —  La  Havane  (Cuba). 
DE  Salvert  (V*),  professeur  à  TUniversité,  i4,  rue  de  Valmy.  — 

Lille  (Nord  —  France). 


Sanchbz  Casado  (Félix),  professeur  au  Lycëe  du  cardinal  Cisneros, 

2,  rue  de  Pavia.  —  Madrid  (Espagne). 

DE  Santa  Grdz  (Ivan  Armada  Hernandez  de  Cordova,  M*') ,  9,  rua 

Nueva.  —  Santiago  (Galice  —  Espagne). 

Sanz  y  Lopbz  (Gesareo),  profesor  de  mateméticas,  calle  del  Golegio  de 

Doncellas.  —  Toledo  (Espagne). 

ScHEYVEN  (Abbé),  professeur  à  Tlnstitut  Saint-Louis.  —  Bruxelles. 

ScHMioT  (Henri),  intendant  de  la  maison  de  Groy.  —  Le  Rœulx. 

ScHMiTT,  professeur  à  l'Université  catholique,  9,  rue  P.  Marlet.  — 

Lille  (Nord  —  France). 

ScHMiTZ  (Désiré),  docteur  en  médecine,  40,  rue  Quellyn.  —  Anvers. 

ScHMiTZ  (Hubert),  98,  rue  Saint-Joseph.  —  Anvers. 

Schneider,  docteur  en  médecine,  26,  rue  Belliard.  —  Bruxelles. 

ScHODBENS,  docteur  en  médecine,  49,  longue  rue  Neuve.  —  Anvers. 

ScHOEMAKER  (W.-J.),  profcsscur  à  rÉcole  moyenne.  —  Nimègue  (Pays- 
Bas). 

DE  ScHOUTBEETE  DE  Tervarent  (Gh*'),  vicc-présideut  du  Gonseil  pro- 
vincial de  la  Flandre  orientale.  —  Saint-Nicolas. 

ScHUL  (Maurice) ,  255,  boulevard  du  Commerce.  —  Anvers. 

DE  Segovia  (D'  Alberto),  profesor  de  Historia  natural  en  la  Universi- 

dad  de  Salamanca  (Espagne). 

DE  Selliers  de  Moranville  (Ch*'  A.),  lieutenant  d*artillerie,  68,  rue 

du  Méridien.  —  Bruxelles. 

DE  Selliers  de  Moranville  (Ch*'  Léonard),  ingénieur,  24,  rue  du 

Moulin.  —  S^-Josse-ten-Noode. 

Serrbt  (Paul),  professeur  à  l'Université  catholique,  240,  rue  de  Vau- 

girard.  —  Paris. 

Servais  (Abbé  Adolphe),  au  grand  Séminaire.  — Namur. 

SiMONis  (Alfred) ,  membre  de  la  Gbambre  des  Représentants.  —  Ver- 

viers. 

SiMONis  (îwan) ,  industriel.  —  Verviers. 

SiMONis  (Louis),  industriel.  —  Verviers. 

Smekens  (Théophile),  président  du  tribunal  de  4"  instance,  31, 

avenue  Quentin  Metsys.  —  Anvers. 

Snyers,  docteur  en  médecine,  40,  rue  de  l'Evêchc.  —  Liège. 

Snyers  (Raymond),  ingénieur,  45,  rue  Marie-Thérèse.  —  Bruxelles. 

Soenbns  (Henri),  86,  rue  d'Assas.  —  Paris. 

Sohier  (Alexandre),  maître  de  forges.  —  Monceau-sur-Sambre  (Hai- 

naut). 
V.  c 
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SoLANO  T  EuLATE  (José  Maria),  professeur  de  géologie  au  Musée  d'his- 
toire naturelle,  calle  de  Jacometrezo,  4i-bajo.  — 
Madrid  (Espagne). 

SoLVYNS ,  sénateur.  —  Tronchiennes  (Flandre  orientale). 

SoLVYNS  (Albert) ,  7,  avenue  de  la  Place  d'Armes.  —  Gand. 

SoREiL,  ingénieur.  —  Maredret  sous  Sosoye,  par  Anthée  (Namur). 

Soudan  (Charles),  membre  de  la  députation  permanente  de  la  Flandre 

occidentale.  —  Courtrai. 

DE  SouzA  GoNZALvÈs  (José),  iugcnieur  civil,  rua  de  Jungueira,  79.  — 

Belem-Lisbonne  (Portugal). 

DE  Sparre  (0%  professeur  à  l'Université  catholique  de  Lyon,  château 

de  Vallière.  —  Saint-Georges-de-Reneins  (Rhône  — 
France). 

SpRiNGAEL  (Auguste),  ingénieur,  4  5,  rue  de  l'Arbalète.  —  Bruxelles. 

Staedtler,  professeur  k  l'Université  de  Louvain,  41,  Petit- Sablon. 

Bruxelles. 

Stappaerts  (Eugène),  juge  au  tribunal  de  i'*  instance.  —  Anvers. 

Stasse,  professeur  au  Collège  de  la  Sainte-Trinité,  rue  Marie-Thérèse. 

—  Louvain. 

Stillemans  (Chanoine  A.),  docteur  en  philosophie  et  lettres,  supé- 
rieur du  Séminaire.  —  Saint-Nicolas. 

Stillemans  (Abbé  Louis),  professeur  à  l'Institut  Saint-Joseph. — 

Saint-Nicolas. 

Stinglhamber  (Emile),  docteur  en  droit,  55,   rue  des  Minimes.  — 

Bruxelles. 

Stoesser,  (Alphonse),  directeur-gérant  de  la  Société  anonyme  du  char- 
bonnage de  Sacré-Madame.  —  Dampremy  (Hainaut). 

Storhs  (Abbé  Camille) ,  curé  de  Ganshoren  par  Jette  (Brabant). 

Storus  (John),  52,  rue  des  Champs-Elysées.  —  Bruxelles. 

Storms  (Raymond),  13,  rue  du  Président.  —  Bruxelles. 

Stromeyer  (Abbé  Auguste),  vicaire.  —  Colmar  (Alsace). 

Stroom  (Abbé),  directeur  du  grand  Séminaire.  —  Bruges. 

Struelens  (Alfred),  professeur  au  Collège  de  la  Sainte-Trinité.  — 

Louvain. 

Struyf  (Abbé  L.),  47,  place  du  Vieux-Marché.  —  Louvain. 

SuRBLED,  docteur  en  médecine,  45,  rue  de  La  Boëtie.  —  Paris. 

SwoLFs  (Abbé),  professeur  au  petit  Séminaire.  — Malines. 

Taymans  (Emile),  avocat,  90,  rue  de  Stassart.  —  Bruxelles. 

Tennstedt  (Constant),  propriétaire,  44,  rue  de  la  Vanne.  —  Bruxelles. 
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Terwangne  (Victor],  banquier,  43,  place  Verte. —  Liège. 

Theunis  (Auguste),  répétiteur  à  riluiversité,  83,  rue  de  Tirlemont. 

—  Louvaio. 

Thibaut  (Eugène),  avocat,  rue  de  la  Cloche.  —  Namur. 

Tbibaut  (L.),  ingénieur,  professeur  à  TÉcoIe  industrielle.  —  Monceau- 

sur-Sambre,  par  Marchienne-au-Pont  (Hainaut). 

Thibaut  (Victor),  ingénieur.  —  Ciney. 

Thibaut  (Xavier).  —  Jambes. 

Thiébauld  (Charles),  avocat,  60,  rue  Saint-François.  —  Bruxelles. 

Thiébaut  (Fcrnand),  ingénieur. —  Jumet  (Hainaut). 

Thiernesse  (Abbé),  curé  d'Iitre,  par  Braine-le-Château  (Brabant). 

Thihus  (Léon),  ingénieur,  37,  rue  des  Joyeuses  Entrées.  —  Lou- 

vain. 

Thimus  (Oscar),  docleur  en  médecine.  —  Dolhain-Limbourg  (Liège). 

Thirion  (Alphonse),  pharmacien.  —  Sclayn  parNamèche (Namur). 

Thirion,  s.  J.  (R.  P.))  collège  N.-D.  de  la  Paix.  —  Namur. 

Timhermans  (François),  ingénieur  de  la  Société  de  Couillet,  par  Char- 

leroy. 

Toussaint  (Charles),  ingénieur.  —  Hal. 

de  Trannoy  (B"  Paul),  99,  rue  de  la  Poste.  —  Bruxelles. 

Tras,  s.  J.  (R.  P.),  professeur  au  Collège  de  la  Paix.  —  Namur. 

DE  Trazegnies  (M'*).  —  Corroy-le-Château,  par  Gembloux. 

Troch   (Pierre),   inspecteur  provincial  des  écoles   primaires.  — 

Lierre. 

DE  T'Serclaes  (C^  Jacques),  lieutenant  au  4"  rég.  d'artillerie.  — 

Gand. 

t'Serstevens  (George),  52,  boulevard  de  l'Observatoire.  —  Bruxelles. 

tSerstevens  (Léon),  52,  boulevard  de  TObservatoire.  —  Bruxelles. 

T'SERSTEVEfcs-NicoLAT,  propriétaire.  —  Stavelot. 

TuRQUAN,  professeur  à  la  faculté  des  sciences  de  TUniversité  catho- 
lique. —  Angers  (Maine-et-Loire  —  France). 

TiKORT  (Emile),  ingénieur  civil.  —  Perck,  par  Vilvorde. 

d*Ursel  (C  Aymard),  lieulenant  d'artillerie,  22,  rue  du  Luxembourg. 

—  Bruxelles. 

d'Ursel  (C^*  Charles),  secrétaire  de  légation,  22,  rue  du  Luxembourg. 

—  Bruxelles. 

d'Ursel  (C*  Ludovic),  sénateur,  22,  rue  du  Luxembourg. — Bruxelles. 
Valcarcel  Vargas  (D'  Lope),  medico  de  la  Beneficencia.  —  Carrion 

(Palencia  —  Espagne). 


Dv  Val  de  Beaulieu  (C^),  55,  avenue  des  Arts.  —  Bruxelles. 
DU  Val  de  Beaulieu  (C**  Edgar),  53,  boulevard  de  Waterloo.  — 

Bruxelles. 

Valette  (Madame),  20,  rue  Souffiot.  —  Paris. 

DE  LA  Vallée  Poussin  (Charles),  professeur  à  l'Université,  190,  rue 

de  Namur.  —  Louvain. 

VAN  Berchem  (Eugène).  —  Wiilebroeck  (Anvers). 

Van  BiERVLiET  (Joseph),  professeur  à   l'Université,   4,  rue  Saint- 

Hubert.  —  Louvain. 

Van  Biervliet  (Louis),  docteur  en  médecine,  19,  place  de  la  Monnbie. 

—  Anvers. 

Van  Damme  (Léon),  juge  de  paix.  —  Wetteren  (Flandre  orientale). 

Vanden  Abeele  (F.),  docteur  en  médecine,  de  l'Académie  royale  de 

médecine,  rue  de  l'Académie.  —  Bruges. 

Vanden  Berg  (Charles),  notaire,  place  Saint-Paul.  —  Liège. 

Vanden  Bosscbe  (Paul),  11,  rue  des  Juifs.  — Anvers. 

Vanden   Broeck  (Edgar),  château   de  Jolimont,  Haine-Saint-Pierre 

(Hainaut). 

Vanden  Peereboom  (E.),  ingénieur,  13,  rue  d'Artois.  —  Liège. 

Vanden  Peereboom  (Jules),  avocat.  —  Courtrai. 

VANDEN  Steen  DE  Jehay  (C^*  Hcrmanu),  lieutenant  au  3*  régiment  d'ar- 
tillerie, G8,  rue  de  la  Concorde.  —  Bruxelles. 

Van  DE  Putte  (Chanoine),  curé-doyen  de  Saint-Martin. —  Courtrai. 

VANDER  Bruggen  (B**"  Maurice),  rue  du  Gouvernement.  —  Gand. 

Vanderesse  (Chanoine),  rue  deTArsenal.  —  Namur. 

Vander  Haegben  (William),  avocat,  44,  rue  Berckmans.  —  Bruxelles. 

Vander  Laat  (E.),  ingénieur,  17,  canal  des  Récollcts.  —  Anvers. 

Vander  Linden  (Camille),  30,  rue  de  la  Vierge  Noire.  —  Bruxelles. 

Vander  Stocken  (Anatole),  château  de  Lillois,  par  Nivelles. 

VANDER  Straten-Ponthoz  (O*  Frauçois),  13,  rue   de  la  Loi.  — 

Bruxelles. 

VANDER  Straten-Ponthoz  (C^*  Ignace),  général  d'artillerie  en  retraite. 

29,  rue  Joseph  IL  —  Bruxelles. 

Vander  Voordt  (Jules),  ingénieur,  83,  marché  aux  Chevaux. — Anvers. 

Van  de  Woestyne  (Chanoine),  professeur  au  grand  Séminaire.  — 

Bruges. 

Van  Drèche,  docteur  en  médecine,  rue  de  TOuvrage.  —  Namur. 

Van  Dromhe,  docteur  en  médecine,  rue  des  Chartreuses.  —  Bruges, 

Van  Goidsnoven,  docteur  en  médecine,  35,  rue  de  la  Casquette. — 

Liège. 


—  »•»  — 

Van  Goidsnoven  (Lëopold).  —  Aische-en-Refail,  par  Perwez  (Namur). 

Van  Gulick,  S.  J.  (R.  P.),  2257,  rue  de  Tongres.  —  Maastricht  (Pays- 
Bas). 

Van  Heeswtck  (Chanoine).  —  Liège. 

Vannutelli  (S.  E.  Mgp  S.),  nonce  apostolique.  —  Vienne  (Autriche). 

Van  ScoENDEL  (Théodore),  ingénieur  de  la  Société  John  Cockerill.  — 

Seraîng. 

Van  Segvelt  (Edmond),  44,  rue  du  Serment.  —  Malines. 

Van  Tricht,  S.  J.  (R.  P.),  Collège  N.-D.  de  la  Paix.  —  Namur. 

Van  Vyve,  docteur  en  médecine,  médecin  du  régiment  du  génie.  — 

Anvers. 

Van  Zotlen-Orban  (Gust.),  industriel,  8,    quai  de   Tlndustrie.  — 

Liège. 

Vennenan,  docteur  en  médecine,  professeur  à  TUniversité.—  Louvain. 

Vercrutsse  (Victor),  61,  rue  de  France.  —  Courtrai. 

Verbelst  (Abbé),  pont  de  la  Bascule.  —  Anvers. 

Verhoustraeten (R.),  ingénieur,  44,  rue  Collard-Trouillet.  —  Seraing. 

Verriest  (G.),  docteur  en  médecine,  professeur  à  TUniversité,  25,  rue 

des  Écreniers.  —  Louvain. 

Vicaire  (Eugène),  ingénieur  en  chef  des  mines,  76,  rue  d'Assas.  — 

Paris. 

DE  ViLLEGAS  DE  Saint-Pierre  (C*),  28,  ruc  MaHc  de  Bourgogne.  — 

Bruxelles. 

DE  ViLLEGAS  DE  Saint-Pierre  (C**  Ulric).  —  Gaushorcn  par  Jette  (Bra- 

bant). 

DE  Villers-Vergauwen,  42,  marché  au  Lin.  —  Gand. 

ViLLié,  professeur  à  TUniversité  catholique,  15,  rue  Charles  de  Muys- 

sart.  —  Lille  (Nord  —  France). 

ViNCART,  docteur  en  médecine.  —  Huy. 

Vines  (R.  P.  Benito),  dircctor  dcl  Observatorio,  Colegio  de  Belen.  — 

La  Havane. 

DE  Vorges  (E.  Domet),  ministre  plénipotentiaire  de  France.  —  Lima 

(Pérou). 

Walravens  (Abbé  Adelson),  professeur  au  Séminaire  de  Bonne-Espé- 
rance, par  Binche. 

Ward  (John),  ingénieur  civil,  73,  boulevard  de  Waterloo. —  Bruxelles. 

Wasseige  (Armand)  fils,  banquier,  2^**,  rue  Godefroid.  — Namur. 

Wasseige  (François) ,  rue  Grandgagnage.  — Namur. 

Wattecahps,  docteur  en  médecine,  rue  S'-Piat.  —  Tournay. 


DE  Wavrin  (N")^  49,  boulevard  du  Régent  —  Bruxelles. 

WtooTTB  (François),  ingénieur  civil.  —  Coulisse,  par  Andenne. 

Wéry  (Vincent),  président  du  tribunal  de  4'*  instance,  4,  rue  des 

Telliers.  —  Mons. 

WoETifALL  (B""*),  banquier,  45,  place  Saint-Jacques.  —  Liège. 

WiLLiÈME  (Ferdinand),  docteur  en  médecine,  membre  de  TAcadétaiie 

royale  de  médecine,  29,  rue  du  Mont  Escouvet.  — 
Mons. 

WiNTREBBRT  (Louis),  profcsscur  à  rUniversité  catholique^  88,  rue  du 

Blanc-Ballot.  —  Lille  (Nord  —  France). 

DE  WiTTE  (B»»  Henri),  42,  rue  d*Arenberg.  —  Anvers. 

WiTTMAifN  (Jules),  docteur  en  médecine.  —  Malînes. 

WiTZ  (Aimé),  professeur  à  l'Université  catholique,  427,  boulevard 

Vauban.  —  Lille  (Nord  —  France). 

WoLF,  astronome  de  l'Observatoire  de  Paris,  95,  rue  des  Feuillan- 
tines. —  Paris. 

DE  WoDTERs  (Ghanoinc).  —  Braine-le-Comte. 

DE  WouTERs  (Ch*'  Lambert).  —  Rotselaer  par  Wespelaer  (Brabant). 

YsEBRANT  DE  Lendonck  (Albéric),  place  Liévin  Bauwens.  —  Gand. 

Zaman  (Félix),  58,  rue  de  Trêves.  —  Bruxelles. 

Zech  (Guillaume),  négociant.  —  Soignies. 


Lille  des  memkrei  décédéi. 


Le  P**  Eugène  de  CARAMAif-CHiMAY Bruxelles. 

Lucien  Cauwel Wselin. 

L*abbë  Davodst Brûlon. 

Le  chanoine  De  Riddek Gand. 

L'abbë  Durand Paris. 

Le  docteur  Larondbllb Verviers. 

Le  chanoine  Lecomtb Bonvouloir. 

Le  docteur  Neefs Malines. 

Adolphe  RouvEz Mons. 

Le  comte  de  T'Sbrclaes Gand. 

Frans  Vergauwen Gand. 

Jean  Vergauwen Gand. 

Emile  DE  Ville Zanzibar. 

DE  Wargny Malines. 


Liitci  des  memkres  inscrits  dans  les  sections. 


f*  Section. 

Mathématiquet,  Atirtmomie,  Géodésie,  —  Mécanique,  —  Génie  civil  et  militaire. 
Antoine  d^Abbadie.  I       MM.  A.  Barré  de  Saint-Venant. 


Adan  de  Yarza. 
Albear  y  Lara. 
R.  P.  Alcolado,  S.  J. 
Docteur  F.  Anchûtz. 


de  AranzeU.  R.  P.  Braun,  S.  J. 


Théodore  Belpaire. 
R.  P.  de  Benazé,  S.  J. 
Pm  Boncompagni. 
dn  Bojs. 


MM.  N.  fireithof. 

Constantin  de  Biurlet. 

L.  de  Bussy. 

R.  P.  Carbonnelle,  S.  J. 

Joseph  Carno/. 

Abbé  Coppielers  de  StockboTC. 

Emile  CoasiD. 

L.  Cousin. 

Louis  CriquiUion. 

Louis  De  Beys. 

R.  P.  Delsaulx,  S.  J. 

J.  De  Tilly. 

Dusausoy. 

R.  P.  d*Esc)aibes,  S.  J. 

Henri  Fabry. 

Franc. 

Gasthuys. 

Abbé  Gelln. 

Ph.  Gilbert 

de  Grossouvre. 

C^*  François  de  Gninne. 

Haton  de  la  Goupillière. 

Charles  Hermite. 

Général  Jacmart 

Jenner. 

Camille  iordon. 

R.  P.  Joubert,  S.  J. 

Lacor. 

R.  P.  Lafont,  S.  i. 

Charles  Lagasse. 

Camille  Lambert 

R.  P.  Dom  Lamey. 

Abbé  Bruno  Lefebvre. 

C.  Le  Paige. 

O*  Charles  de  LIedekerke. 


MM.  de  Lisleferme. 
Léon  de  Locht 
Paul  Mansion. 
de  Marsilly. 
C^  L.  de  Maupeoo. 
Ambroise  Ménétrier. 
Micha. 

Abbé  Fr.  Molgno. 
Paul  Néve. 

Général  John  Newton. 
R.  P.  Perry,  S.  J. 
Chanoine  Piscé. 
Victor  Puiseux. 
Raingeard. 
\^  de  Salvert 
Sanz  y  Lopez. 

Ch'^A.  de  Selliers  de  MoranTille. 
Ch«'  L.  de  Selliers  de  MorauTille. 
Paul  Serret 
R.  Snyers. 
Soenens. 
C»«  de  Sparre. 
Fernand  Thiébaut. 
R.  P.  Thirion.  S.  J. 
François  Timmermans. 
C*«  Jacques  de  TSerclaes. 
Turquan. 

C««Aymardd*UrseI. 
E.  Vandenpeereboom. 
Van  Schendel. 
Vicaire. 
Villié. 
John  Ward. 
Aimé  WiU. 
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2-«  Section. 


Physique.  -^  Chimie,  —  Métallurgie,  —  Météorologie  et  Physique  du  Globe, 


MM.  Al&geme. 
ArsoD. 
Aschmann. 

0«  Ch.  d^Aspremont-Lyndea. 
Barff. 

A.  Bécbamp. 
Charles  filas. 
Alfred  BlODdel. 
Bonarois. 

Auguste  Bonnevie. 
Branij. 

Alfred  Brémen. 
Bruylants. 
Antouio  Casares. 
Chaula  rd. 
R.  P.  ChoDé,$.J. 
Jules  Dallemagne. 
Camille  Dautriooart 
Pierre  De  Heeu. 
Abbé  J.  Delorge. 
Hermau  De  Prêter. 
A  De?iTier. 
François  Dewalque. 
Dincq-Jordau. 
André  Dnmont. 
R.  P.  Dumont,  S.  J. 
Dutordoir. 
Feliti  y  Pères. 
Gasthnys. 
L.  de  Gérando. 
Gérard. 
GUlet. 


MM.  R.  P.  Granero,  S.  J. 
Gravez. 
Abbé  Grob. 
Hector  Henry. 
Louis  Henry. 
René  Rerviler. 
Guillaume  Lambert 
B«»  Marcel  de  Lafontaine. 
R.  P.  Maas,S.J. 
Malisoux. 
U.Massalski. 
Guillaume  Merlens. 
Chanoine  Michiels. 
Lucien  Mlsonne. 
Joseph  MuUenders. 
OldenhoTe. 
R.  P.  0*Malley,  S.  J. 
Louis  Nève. 
Palgen. 
Pichault. 
Abbé  Pirard. 
G.  Planté. 
Abbé  Quirini. 
R.  P.  de  Régnon,  S.  J. 
Roderburg. 
Rupin. 
Salterain. 
Alexandre  Sohier. 
de  Souza  GonzaWés. 
Springael. 
Auguste  Theunis. 
R.  P.  TraSjS.J. 


4»  — 


Tykort. 

Eugène  van  Berchem. 
Jales  Vander  Voordt. 
R.P.  VanTricht,  S.J. 


.  Abbé  Verhelst 
R.  Verhoosiraeien. 
R.  P.  Vifies,  S.  J. 


5a«  SecUon. 


Géologie,  Minéralogie,  —  Botanique,  —  Zoologie.  —  Paléontologie,  —  Anthropologie, 
Ethnographie,  Science  du  langage.  —  Géographie. 


MM.  Chanoine  Abbeloos. 
d'Acy. 
Fr.  Alexis. 
Aimera. 
Arcelin. 

O*  Alb.  d*Aaxj  de  Laauois. 
Bagnet. 
Bâillon. 
Abbé  Bardin. 
Abbé  Bauwens. 
Joachim  Barrande. 
Emile  Bajle. 
Bernardin. 

W*  de  la  Boêssière-Thiennes. 
Abbé  Boulay. 

B»»  de  Bounam  de  Rjckholt. 
R.  P.  Bossotti,  S.  J. 
Al>bé  Campelo. 
Abbé  Camoy. 
Firmino  Casares. 
Joseph  Collin. 
Chanoine  Colson. 
Panl  Daron. 
DassonTîlle. 
Abbé  De  Broawer. 
Doctenr  Locds  Delgeor. 
Chanoine  Adolphe  Delvigne. 


MM.  Emile  de  la  Roche. 
Max  Deprez. 
Abbé  Descamps. 
Abbé  Detierre. 
GusUTe  Dewalqne. 
Diaz  de  Arcaja. 
Max  Dugniolle. 
B»»  Albert  de  Fierlant 
R.  P.  FiU.  S.  i. 
Flahault 
Docteur  Foerster. 
Abbé  de  FoTille. 
Grand*Eurj. 
B«B  du  Gratj. 
Grinda. 

Abbé  Bernard  Haal. 
Abbé  Hamard. 
C^*  d'Henricourt  de  Grunne. 
Abbé  Joseph  Hervier. 
R.  P.  Heude,  S.  J. 
Charles  de  Rirwan. 
Godefroid  Rûrth. 
A.  de  Lapparent. 
Abbé  Ferdinand  Lefebvre. 
Henri  LefebTre. 
Abbé  Lonneux. 
Edouard  Martens. 
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.  MartiDez  j  Saez. 
Mello. 

Docteur  MoUoy. 
M**  de  Nadaillae. 
Abbé  Neasj. 
Abbé  Noël. 
Oomen. 

Abbé  Nicolas  PosU 
Abbé  Racbon. 
R.  P.  Rathouis,  S.  J. 
R.  P.  Renard,  S.  J. 
R.  P.  Rojas,  S.  J. 
Abbé  ScbeyveD. 
de  Sego?ia. 


MM.  Abbé  Servais. 
Solano. 

Albert  Solvyns. 
Alfred  Straelens. 
Abbé  Swolfs. 
C^  Charles  d'Ursel. 
Charles  de  la  Vallée  Ponssia. 
Chanoine  Vande  Patte. 
Van  Dréche. 
Van  Segvelt. 
R.  Storms. 
W  de  Wavrin. 
Wérotte. 
B«"  de  Witte. 


4b«  Section. 


Anatomie,  Physiologie, '^ Hygiène, — Pathologie,  Thérapeutique,  ete. 


MM.  Augier. 

Barcia  Caballero. 

Isidore  Baawens. 

Joseph  Béchamp. 

D.  Bertrand. 

Boachaud. 

Abel  Bourdeau. 

Bourgeois. 

Bril)osia. 

César. 

Cou  sot. 

Caylits. 

Debaisieux. 

Desplats. 

Dosfel. 

A.  Dumont 

Englebienne. 


MM.  A.  Faucon  (Le  Rœulx). 
A.  Faucon  (Lille). 
Feijeiro. 
Finlay. 

Xavier  Francotte. 
Caliez. 

Alfred  Gilbert. 
Goix. 
Haan. 

R.  P.  Hahn,  S.  J. 
Hairioo. 
Hamoir. 
Hayoit. 

Eugène  Hubert. 
Hubert  (Mons). 
Justin  Ide. 
Janssens. 


MM.  Antoine  Rams. 
Alexandre  Lapasse. 
Latine. 

P.  Lebesconte. 
Lebon. 

Charles  Ledresseur. 

Lefebvre. 

Joseph  Louwers. 

£.  Masoin. 

Jules  Malagne. 

Léopold  Merveille. 

Léopold  Miot. 

Mœller. 

Obel. 

Papillon. 

Alphonse  Proost. 

Reynaert. 

Schmitt. 


MM.  Désiré  Schmitz. 
Schneider. 
Schobbens. 
Snyers. 
Surbled. 
Oscar  Thimus. 
Valcarcd. 

Louis  Van  Bierrliet. 
F.  Vanden  Abeele. 
Van  Goidsnoven. 
Van  Vyye. 
Venneman. 
Verriest 
Vincart. 
Waltecamps. 
Ferdinand  Willléme. 
Wintrebert. 
Wittmann. 


tf**  Section. 


Agronomie,  —  Économie  sociale.  Statistique.  —  Sciences  commerdaUs, 

Économie  industrielle. 


MM.  Charles  Bareel. 
Auguste  Beckers. 
Adolphe  Berleur. 
Victor  Bonne  vie. 
de  Borchgrave. 
Abbé  Th.  Bouquillon. 
Brants. 

Armand  Brifaut. 
François  de  Cannart  d*Hamale. 
Jules  Cartuyvels. 
Colmant. 
P^  Emmanuel  de  Croy. 


MM.  P««  Gustave  de  Croy. 
P««  Juste  de  Croy. 
Hcrman  De  Baets. 
Tony  De  Bruyn. 
Ernest  De  Hults. 
De  Marbaix. 
De  Presseux. 
É.  Descamps. 
Ferdinand  Dohet. 
Doucet. 
Dubost. 
Dumonceau. 


4& 


MM.  Joseph  Everarts. 
Ch.  Féron-De  Decker. 
Focillon. 
Émîle  Geelband. 
Frank  Gillis. 
Gbier. 
GrandmoDt. 
Bob  de  naiilleTille. 
Victor  Jacobs. 
Claudio  Jannet. 
Arthur  Jeanmarl. 
V**  Eugène  de  Rerckhove. 
B»  de  Lafontaîne. 
Paul  Lefebvre. 
Legrand-Benoit 
C^  Ferdinand  Le  Grelle. 
Le  Play. 

C^  Edouard  de  Liedekerke. 
Emile  Limpens. 
Henri  Mayer. 
Charles  Ménétrier. 
Francis  de  Monge. 
Léon  de  Monge. 
Jules  de  Montpellier. 
Ch*'  de  Moreaa  d*Andoy. 
C**  Léon  de  Nédonchel. 


MM.  Otto. 
Pelligero. 
A.  de  Ponthière. 
De  Posch. 
F.  de  Radiguez. 
Georges  Rolin. 
Jufes  Rolin. 
Henri  Saey. 
Henri  Schmidt. 
Théophile  Smekens. 
Emile  Stinglhamber. 
Abbé  L.  Struyf. 
Charles  Thiébauld. 
Léon  f  Sersievens. 
C^«  Edgar  du  Yal  de  Beaulieu. 
Van  Damme. 
Chanoine  Vanderesse. 
Vander  Laat. 
Camille  Vander  Linden. 
Vander  Stocken, 
Qie  p|.,  vander  Stralen-Ponihoz. 
Gustave  Van  Zuylen-Orban. 
C*«  de  Villegas  de  Sainl-Pierre. 
Abbé  Adelson  Walravens. 
Armand  Wasseige. 
Vincent  Wéry. 


1880-1881. 


Président,  M.  A.  d*Abbadib. 
4"  Vice-Présidenty  M.  le  chanoine  Dbltighe. 
2*  Vice-Président^  M.  F.  Dewalqub. 
Secrétaire^  R.  P.  Garbonnellb,  S.  J. 
Trésorier,  M.  A.  Bru^aut. 

MM.  L.  Cousin. 

Fr.  DE  Gamnart  d'H anale. 

M*'  DE  LA  Bo£SSIÈRE-Th1EIINE8. 

L.  Delgeur. 

André  Dumont. 

Ph.  Gilbert. 

L.  Henry. 

Général  Jacmabt. 

Chanoine  Lecomtb. 

D**  Lefebvrb. 

A.  Ménétrier. 

IK  Moeller. 

A.  Proost. 

Léon  t'Serstevens. 

C*  Fr.  YANDER  Straten-Ponthoz. 


Secrétaire-adjoint. 
M.  L.  De  Sets. 
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i88i  - 1881. 


Président,  M.  A.  de  Lapparent. 

i«'  Vice-Président,  M.  P.  Mansion. 

2*  Vice'Présidenty  €'•  Fr.  tarder  Straten-Ponthox. 

Secrétaire,  R.  P.  Carbonnelle,  S.  J. 

Trésorier^  M.  A.  Brifaut. 

MM.  L.  Cousin. 

Fr.  DE  Cannart  d'Hamalb. 

M*'  DE  LA  BoËSSIÈRB-ThIENIIBS. 

L.  Dblgeur. 
Chanoine  Delyigne. 
Fr.  Dewalqde. 
André  Dumomt. 
Ph.  Gilrert. 
L.  Henry. 
Général  Jacmart. 
Ch.  Laçasse. 
D'  Lefebtrb. 

D'  MOELLBR. 

A.  Proost. 

Léon  t'Sbrsteybns. 


Secrétaire-adjoint. 
M.  L.  De  Bet8. 
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1880-1881. 


i^  Section. 

Président f  M.  L.  Cousin. 

Vice-Présidents,  MM.  le  V*'  de  Saltbrt  et  le  R.  P.  Càrbonnbllb. 

Secrétaire,  M.  L.  De  Bets. 

2«  Section. 

Président^  M.  L.  Henrt. 

Vice-PrésidentSy  MM.  Quirini  et  Db  Prêter. 

Secrétaire^  M.  Aug.  Springabl. 

3«  Section. 

Président^  M.  le  chanoine  Dblvigne. 
Vice-PrésidentSy  MM.  L.  Delgbur  et  le  R.  P.  Renard. 
Secrétaire,  M.  Tabbé  Detierrb. 

4«  Section. 

Président^  M.  Lefebvre. 

Vice-Présidents,  MM.  Eostache  et  Bribosia. 

Secrétaire,  M.  Ach.  Dumont. 

tf*  Section. 

Président,  M.  le  C^  Fr.  tander  Strater-Pontboz. 
Vice-Présidents,  MM.  A.  de  Moreau  d*Andot  et  L.t'Serstbyeiis. 
Secrétaire,  M.  L.  Ddmoncead. 


18BI-I88S. 


!'•  Section. 

Président^  M.  Ph.  Gilbert. 

Vice-Présidents,  MM.  Tdrqdan  et  Ch.  Lagassb. 

Secrétaire f  M.  L.  De  Bbts. 

2«  Section. 

Président^  M.  G.  Bruylants. 

Vice-Présidents,  M.  P.  De  Heen  et  le  R.  P.  Van  Tricot. 

Secrétaire,  M.  Aug.  Springael. 

5«  Section. 

Président,  M.  L.  Delgeur. 

Vice-Prés.,  MM.  Delyigne  et  Ém.  de  la  Roche  de  Marchiennbs. 

Secrétaire,  M.  Henri  Lbfebvre. 

4«  Section. 

Président,  M.  Cousot. 

Vice-Présidents,  MM.  Williéhb  et  Vbrribst. 

Secrétaire,  M.  Ach.  Duhout. 

5<  Section. 

Président^  M.  le  C^*  Fr.  tander  Stratem-Ponthoz. 

Vice- Présidents,  MM.  A.  de  Moreau  d'Akdoy  et  L.  t'Sersteveks. 

Secrétaire,  M.  L.  Domonceau. 


V. 


se 


SESSIONS   DE    1880-1881 


HTRIITS  DIS  PROCtS-TERBlDX. 


La  Sociélé  a  tenu  trois  sessions  pendant  cette  cinquième  année. 
La  première,  le  jeudi  28  octobre  1880. 
La  seconde,  le  jeudi  27  janvier  1881. 
Et  la  troisième,  le  lundi  25,  le  mardi  26,  le  mercredi  27,  et  le 
jeudi  28  avril  1881. 


SÉANCES  DES  SECTIONS 


Première  Section. 


Jeudiy  28  octobre  4880.  —  M.  Mansion  fait  la  rectification  sui- 
vante à  son  rapport  sur  un  travail  de  M.  Turquan,  rapport  inséré 
aux  Annales  de  Tannée  dernière  (!'•  partie,  pp.  65  et  suiv.).   * 

«  Dans  le  §  II  du  rapport  sur  le  Mémoire  de  M.  V.  Turquan, 
relatif  aux  équations  aux  dérivées  partielles,  qui  a  été  inséré 
dans  les  Annales  de  la  Sociélé  scientifique^  tome  IV,  première 
partie,  pp.  65-76,  il  y  a  lieu  de  faire  une  rectification  assez  impor- 
tante. Dans  cette  partie  de  notre  travail,  nous  essayons  d'exposer 
le  procédé  d'intégration  de  M.  Turquan,  par  la  méthode  de 
Cauchy.  Séduit  par  les  analogies  que  présente  le  cas  des  deux 
équations  aux  dérivées  partielles  avec  celui  d'une  équation 
unique,  nous  avons  commis  quelques  erreurs  de  raisonnement 
et  (le  calcul  que  nous  croyons  devoir  signaler. 


—  SI  — 

»  Les  deux  équations  simultanées  sont  : 

/"(a^»y,«>p.9>2:,P,Q)  =  0, 

F{x,y,z,p,ç,Z,P,Q)  =  0, 
où  Ton  suppose 

dz  àz       ^      dZ       ^      dZ 

^      dx       ^      dy  dx       ^      dy 

»  Dans  les  n""  1  et  2  du  §  II  de  notre  rapport,  nous  montrons 
comment  le  problème  de  Tinlégration  des  équations  f=0,F  =  Oy 
peut  être  ramené  à  Tintégration  de  cinq  équations  du  premier 
ordre  aux  dérivées  partielles  par  rapport  à  x,  et  contenant  sept 
variables  dépendantes  y,  z,  p^  q,  Z,  P,  Q,  et  deux  équations  du 
premier  ordre,  aux  dérivées  partielles  par  rapport  à  u,  et  con- 
tenant les  mêmes  variables,  sauf  p  et  P.  Cette  partie  de  notre 
exposé  est  irréprochable,  pensons-nous. 

»  Dans  le  n®  3,  pour  pouvoir  utiliser  les  cinq  équations  dont  il 
vient  d^être  question,  nous  y  avons  adjoint  deux  équations  aux 
dérivées  partielles  par  rapport  à  x,  par  analogie  à  ce  que  Ton  a 
fait  dans  le  cas  d'une  seule  variable  dépendante  z.  Mais  cette 
analogie  est  trompeuse.  Au  fond,  ces  deux  équations  sont  ar6t- 
traireSy  et  rien  ne  prouve  qu'elles  ne  soient  pas  incompatibles 
avec  toute  solution  des  équations  simultanées  (*) 

»  Dans  le  n*^  4,  nous  indiquons  comment  Ton  doit  achever 
rintégration  au  moyen  de  deux  équations  en  u,  qui  servent  à 
déterminer  deux  quantités  auxiliaires  I  et  J.  Même,  en  suppo- 
sant le  n^  3  irréprochable,  les  équations  finales  en  I  et  J,  données 
dans  le  n^  4,  sont  inexactes,  parce  que  les  seconds  membres,  au 
lieu  d'être  nuls,  sont  égaux  à  des  expressions  assez  compliquées, 
comme  Ton  peut  s'en  assurer. 

•  Les  n""'  5  et  6,  consacrés  au  cas  particulier  traité  par  M.  Tur- 
quan,  s'appuient  sur  les  n**'  3  et  4,  et,  par  conséquent,  ne  con- 


(*)  Nous  croyons  maintenant  aussi  qu'une  erreur  de  raisonnement  semblable  ï  celle 
que  nous  signalons  ici  se  trouve  dans  le  Mémoire  de  M.  Turquan,  mais  nous  laissons 
au  lecteur  compétent  le  soin  de  juger  s'il  en  est  réellement  ainsi. 


—  s»  — 

duisent  à  des  conclusions  exactes  que  dans  des  cas  particuliers. 
»  Malgré  les  défauts  que  nous  venons  de  signaler  dans  notre 
exposé  de  la  méthode  de  Cauchy  étendue  à  deux  équations 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  nous  croyons  cette 
méthode,  ou  la  méthode  équivalente  de  M.  Turquan,  très  propre 
à  résoudre  la  question  de  Tintégration  de  ces  équations,  dans  les 
cas  où  elle  est  réductible  à  celle  d'un  système  d'équations  diffe- 
rentielles  ordinaires  ne  contenant  qu*un  nombre  fini  de  termes. 
On  n'a  pas  prouvé  que  cette  réduction  soit  toujours  possible,  et, 
par  suite,  il  se  peut  que  Téchec  de  ces  méthodes,  dans  le  cas 
général,  tienne  à  la  nature  des  choses  elles-mêmes.  » 

Le  R.  P.  Carbonnelie  présente  un  mémoire  de  M.  d'Abbadie  : 
Recherches  sur  la  verticale. 

La  section  désigne  comme  commissaire  le  R.  P.  Perry. 

M.  Mansion  présente  un  rapport  sur  un  travail  de  M.  Gilbert 
Sur  une  propriété  de  la  fonction  de  Poisson  et  sur  la  méthode  de 
Jacobi  pour  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre. 


Jacobi  a  découvert  vers  1838  et  Clebsch  a  publié  en  1862 
une  méthode  nouvelle,  extrêmement  ingénieuse,  pour  intégrer 
une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 

Hi(x„x,,  ..,x„,p,,p,,  ...,pj  =  ai,     .     .     .    (0 

contenant  un  nombre  quelconque  de  variables  indépendantes. 
Dans  ce  travail,  Tillustre  géomètre,  au  lieu  de  déterminer, 
comme  Cauchy,  à  la  fois  la  variable  dépendante  z  et  n  dérivées 
p  en  fonction  des  variables  indépendantes  et  de  n  constantes, 
cherche  (n  —  1)  relations 

HiŒsOj,    HsB=as, ...,     H.  «=a^    .     .     .    .    (2) 
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seulement,  contenant  (n  —  1)  constantes  arbitraires  et  telles  que 
les  valeurs  des  quantités  p  que  Ton  en  déduit  rendent 

dz^spidxi-^p^dXi-^  "--^  p^dx^  ....    (3) 

immédiatement  intégrable.  Une  fois  ces  valeurs  trouvées,  on 
trouve  aisément  z,  par  une  simple  quadrature  qui  introduit 
d'ailleurs  une  n^^'  constante  arbitraire. 

Les  n  relations  H  =>  a  peuvent  se  mettre  sous  un  grand 
nombre  de  formes  différentes,  ayant  entre  elles  une  certaine 
dépendance.  Si  Ton  représente  par  M  =*  0,  N  =3  0,  deux  de  ces 
relations,  on  prouve  que  la  condition  dlntégrabilité  immédiate  de 
l'expression  (3)  entraine  la  suivante 

(M,N)  =  0, (4) 

(M,  N)  désignant  la  fonction  de  Poisson  : 


I    \âXr  âpr         âpr  ^xj 


Les  conditions  d*intégrabilité  de  la  forme  (M,  N)  =>  0  se 
classent  en  deux  catégories  :  les  unes  sont  des  identités,  les 
autres  sont  des  équations  qui  ne  sont  vériflées  qu*en  vertu  des 
relations  M  =  0,  N  =  0  elles-mêmes.  Ainsi,  par  exemple,  si 
Ton  fait  M  =  H,  —  a,,  N  =  H,  —  a„  on  a  identiquement 

(H,-a,,  H.-a.)-=(H„H.)c=0  .    ...    (H) 

Si,  au  contraire.  Ton  déduit  des  équations  (1)  (2),  les  valeurs 
des  p  sous  la  forme  : 

Pi  —  ^1  (ar, ,  ar,, ... , x^,  ai , pi,  ps.  p*, ...,  P«)  •=  0, 
Pt—  ft  (xi»  Xj, ..., x„,  Oi,  ai,  ps,  p*, ..., p„)  =» 0, 
p»  — f5(aci,x„  ...,x„,ao  a„  aj,p4,  ...,pj  =  0, 

Pn— -  f«(^i>^«»  •.•>*,.i  «i>  o*.  «»)  ««> ...»  o„)  =  0, 
les  conditions 

(Pr  — fr.  p.  — fO^-O, (f) 
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peuvent   être    des    équations   vérifiées   seulement   si    Ton   a 
pj^  —  ff  =.  Oy  Pj  —  ^  sa  0, ...  Ainsi,  par  exemple,  si 

H|  =-  (Xjp,  -♦-  XjPb)  X,  -♦-  a  (p,  —  p,)  Pi,  h,  =  (x,  H-  x^)  (p,  -♦-  p,) , 

on  trouve 

a,  — (xsp,-*- x^5)ar,  a, 

«(p«  — P»)  Xt-t-x, 

et  la  fonction  de  Poisson 

(Pi  —  ?i»  Pi  —  ?0  '=771-^-77  (p«  -^p» —rrrr) 

«(Pî — Pi)\  Xi-f-X,/ 

n'est  nulle  qu'en  vertu  de  la  relation  p,  —  cp^  =»  0. 

Enfin,  si  Ion  a  déduit  des  m  premières  équations  (1)  (2) 

Pi  —  ^1  (Xi,  X,, ...,  x„,  ai, ....  a^,  p„+4,  p„+,, . .,  pj  =  0, 
Pi  —  'f'i(X|.,  X,,...,  x„,  a,,...,  a«,p^4.i,  p«+î,  ...,P/,)  =  0, 

Pm  — ^«(xi,x,,...,x„,  a,,....  a^,p^4.,,  p^+,, ...,  p„)=»0, 

les  conditions 

{P«  — ^«,  Pâ  — '/'*)  =  0 w 

seront  encore  des  identités. 

Cette  distinction  des  conditions  en  identités  et  en  équations 
n'a  été  faite  ni  par  Jacobi  ni  par  ses  commentateurs.  Jacobi 
semble  croire  que  celles  de  la  forme  (p,  —  9,,  p,  —  9,)  =  0  sont 
des  identités  et  Imschenetsky  le  dit  explicitement,  quoique  cela 
soit  inexact.  Dans  l'exposé  de  la  méthode  de  Jacobi,  tous  les 
auteurs,  comme  l'illustre  géomètre  lui-même,  supposent  que  les 
conditions  (^)  sont  des  identités,  mais  aucun  ne  le  démontre 
d'une  manière  explicite. 

Il  y  a  donc  au  moins  une  lacune  dans  la  célèbre  Nova 
Meihodus.  C'est  cette  lacune  que  le  Mémoire  de  M.  Gilbert 
comble  de  la  manière  la  plus  heureuse.  II  a  découvert  une 
remarquable  propriété  de  la  fonction  de  Poisson  qui  permet  de 
prouver  immédiatement  que  les  conditions  (^)  sont  des  identités. 


Cette  propriété  s*écrit  analyliquement  de  la  manière  suivante  : 

(p.-^»P*-^*)XA  =  (-«)'+*S(-n^^ASX(H„H.);    (A) 


A  est  le  déterminant  fonctionnel 


Hi,  Ht, ...,  H^ 


Pif  Pu   '"fPat 

nécessairement  difiërent  de  zéro»  les  fonctions  H|,  ïliy..,  H.  étant 
supposées  indépendantes  ;  A»  est  le  déterminant  obtenu  en  sup- 
primant dans  A  les  colonnes  r,  s  et  les  lignes  t»  A:. 

Il  est  clair  que  si  Ton  a  pour  toute  combinaison  des  m  fonc- 
tions H  (m  seulement),  (H,,  H,)  =»  0,  on  aura  aussi 

{Pt  —  h>  Pt  —  h)  =  0. 

Mais  il  ne  suffit  pas,  comme  on  pourrait  le  croire  au  premier 
abord,  de  prouver  que  les  conditions  identiques  (H)  ont  pour 
conséquences  les  conditions  identiques  (vp).  Il  faut  de  plus,  et 
c*est  une  seconde  lacune  de  Texposé  de  Jacobi  et  de  ses  commen- 
tateurs, prouver  que  si  les  conditions  (H)  existent  pour  m  fonc- 
tions H,  de  même  les  conditions  (^)  subsistent  (identiquement) 
pour  les  fonctions  p  —  (j;.  Or  c'est  ce  qu'établit  la  précédente 
démonstration.  Le  perfectionnement  apporté  par  là  à  la  méthode 
de  Jacobi  est  encore  plus  considérable  que  celui  qui  est  introduit 
par  la  démonstration  de  la  propriété  des  conditions  ((j/)  d'être 
des  identités. 

Dans  l'exposé  de  sa  méthode  donné  par  Jacobi,  on  détermine 
successivement  les  relations  H^^a^,  }l^=^a^^  H4,  =  04,  etc., 
cherchant  successivement  une  intégrale  de  l'équation 

(Pi-fi,  H,)  =  0, 
et  des  systèmes 

(Pi  -  ^1,  H5)  =  0,    (p,  —  ^„  H,)  =  0, 
(Pi  — *i,  H,)  =  0,     {pt  —  hf  H4)  =  0,     (pz  —  hf  ^é)  =  0,  etc., 


m  étant  supposé  successivement  égal  à  %  Z,  4,  etc.  Il  est  clair 
que  rien  ne  prouve  à  priori  que  ces  intégrales,  choisies  à  peu 
près  arbitrairement  au  milieu  d'une  infinité  d'autres  qui  vérifient 
les  mêmes  systèmes,  donnent  précisément  les  fonctions  H  telles 
que 

soit  une  différentielle  exacte,  telles,  par  conséquent,  que  les 
conditions  (^)  soient  vérifiées.  Par  suite,  en  réalité  il  n'est  pas 
prouvé  du  tout  que  la  méthode  doive  réussir. 

Il  n'en  est  pas  de  même  quand  on  se  sert  du  théorème  de 
M.  Gilbert.  De  la  seule  relation 

il  déduit  rigoureusement 

[Pi  —  hf  Pi-'h)  =  0,        m  =  2, 

sans  supposer  implicitement  que  Hs  =  o^  soit  Tune  des  (n  —  2) 
relations  (2).  De  même 

(Pi-'f'n  H5)  =  0,     (p,-t^„  H8)  =  0, 

sont  deux  relations  telles  que 

(Pi  —  'f'i,  Ps  —  h)  =  0,    (p,  —  h.  Pz  —  h)  =  0, 

en  sont  une  conséquence.  Et  ainsi  de  suite. 
Tous  calculs  faits,  on  trouve  des  valeurs 


Pl  =  'f'l>      Pt  =  ^li      •••>      Pn  =  'f' 


/|9 


OÙ  les  ip  ne  sont  fonctions  que  des  x  et  des  constantes. 
Le  théorème  fondamental,  pour  m  =  n,  donne 

dxi      dx^ 

c'est-à-dire  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  pouvoir 

intégrer 

dz  =3  p^dxi  -f-  pidxi  -♦-  psdxs  -♦-•••-♦-  p„rfx.. 


—  SI  — 

En  résumé»  le  travail  de  M.  Gilbert  contient  un  exposé  nou- 
veau, extrêmement  simple  et  complètement  rigoureux  de  la 
Nova  Methodus  de  Jacobi,  qui  fait  en  même  temps  ressortir  les 
défauts  de  celui  de  l'illustre  géomètre  et  de  ses  commentateurs. 
Nous  proposons  donc  à  la  section  d'en  voter  l'impression  et  de 
remercier  l'auteur  pour  sa  très  intéressante  communication, 
dont  une  bonne  partie  a  déjà  eu  l'honneur  d'être  publiée  dans 
les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  sciences  de  Paris. 

La  section  vote  l'impression  du  travail  de  M.  Gilbert. 

M.  Gilbert  communique  les  premiers  résultats  de  l'élude  qu'il 
a  faite  du  travail  de  M.  de  Marsilly  présenté  à  la  dernière  session  ; 
M.  Gilbert  ne  peut  encore  aujourd'hui  déposer  ses  conclu- 
sions. 

M.  Mansion  présente  un  travail  Sur  les  équations  linéaires  aux 
dérivées  partielles. 

M.  Gilbert  est  nommé  commissaire. 

M.  Ward  communique  à  la  section  des  photographies  qu'il  a 
obtenues  au  microscope. 

M.  Gilbert  fait  une  communication  verbale  sur  le  mouvement 
relatif. 

Jeudi,  27  janvier  1881.  —  M.  Lagasse  présente  à  la  section 
un  Atlas  de  statistique  graphique  relatif  à  la  France. 

M.  Belpaire  présente  un  travail  Sur  l'influence  des  travaux  des 
cours  d'eau  sur  la  marche  des  crues  et  donne  connaissance  ver- 
balement des  principaux  résultats  auxquels  il  est  arrivé. 

La  section  nomme  commissaires  MM.  Cousin  et  Lagasse,  et 
vote  l'impression,  dans  le  cas  où  les  deux  commissaires  seraient 
d'accord  pour  la  proposer. 

LeR.  P.  Perry, commissaire,  propose  l'impression  du  mémoire 
de  M.  d'Abbadie  présenté  à  la  session  d'octobre.  «  La  question, 
dit  le  R.  P.  Perry,  offre  un  grand  intérêt  ;  mais  les  quantités  qui 
interviennent  sont  si  petites  que  les  erreurs  instrumentales  doi- 
vent, dans  une  grande  mesure,  masquer  les  vraies  causes  des 
variations.  Les  observations  ultérieures  apprendront  si  la  grande 
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différence  observée  pendant  la  dernière  année  se  maintient  entre 
les  valeurs  du  printemps  et  de  l'automne.  » 

La  section  adopte  les  conclusions  du  R.  P.  Perry. 

M.  Gilbert  fait  rapport  sur  deux  notes  de  M.  Mansion  : 

l"")  Sur  Tintégration  des  équations  linéaires  aux  dérivées  par- 
tielles. 

^)  Sur  rintégration  de  Téquation  aux  dérivées  partielles  des 
surfaces  réglées. 

1®  Note  sur  rintégration  des  éqtuitions  aux  dérivées  partielles, 
par  M.  Mansion. 

Mmpp0rS  4l«  M.  <y<fèe**f . 

Cette  première  note  de  notre isavant  confrère  a  pour  but  d'éta- 
blir la  généralité  de  Tintégrale,  telle  qu'elle  est  ordinairement 
donnée,  d'une  équation  partielle  linéaire  du  premier  ordre.  Nous 
avons  montré,  dans  les  Annales  de  la  Société,  que  les  démon- 
strations admises  jusqu'ici  étaient  insuffisantes. 

Considéré  dans  le  cas  d'une  équation  à  trois  variables, 

{i) Xp-*.Y7  =  Z, 

le  problème  se  présente  comme  ceci:  soit 

dx      dy       dz 


le  système  d'équations  différentielles  qui  se  rattache  à  l'équa- 
tion (1),  et 

(3) t?«=»a,     tl?  =  p, 

les  intégrales  de  ce  système,  t;  et  u;  étant  des  fonctions  de  x,  y,  z  ; 
a  et  P  des  constantes  arbitraires.  Il  faut  prouver  que  toute 
intégrale 

(*) «  =  ?(^>y) 


de  réc|uation  partielle  (1)  est  comprise  dans  la  forme 

(5) F(tJ,ti?)  =  0. 

Au  point  de  vue  géométrique,  on  se  rend  compte  de  cette  pro- 
priété comme  il  suit.  D'après  (1),  la  surface  représentée  par  Téqua- 
tion  (4)  jouit  de  la  propriété  que,  en  chaque  point  (x,  y,  z)  de 
cette  surface,  le  plan  tangent  contient  la  droite  dont  les  cosinus 
directeurs  sont  proportionnels  à  X,  Y,  Z  ;  en  d'autres  termes,  par 
chaque  point  de  la  surface  passe  généralement  une  courbe  telle 
que  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente,  en  chacun  de  ses  points, 
soient  proportionnels  à  X,  Y,  Z  ;  une  courbe,  par  conséquent, 
qui  satisfait  aux  équations  différentielles  (2);  et  la  surface  (4) 
peut  être  regardée  comme  le  lieu  du  système  de  ces  courbes. 
Mais,  d  autre  part,  le  système  (3)  représente,  par  la  variation 
des  paramètres  a  et  P,  deux  systèmes  de  surfaces,  donnant,  par 
leurs  intersections,  toutes  les  courbes  de  Tespace  qui  jouissent 
de  la  propriété  exprimée  par  les  équations  (2).  Pour  obtenir 
parmi  toutes  ces  courbes,  celles  qui  appartiennent  à  la  surface 
z  =  (f{xj  y\  il  suffira  évidemment  d'attribuer  aux  paramètres 
a  et  (3  une  série  de  valeurs  se  correspondant  suivant  une  loi  déter- 
minée; en  d'autres  termes,  de  considérer  ^  comme  une  fonction 
déterminée /"  de  a.  Ainsi  l'équation 

?  =  /•(«) 

peut  être  regardée  comme  définissant  la  surface  (4),  et,  en  substi- 
tuant les  valeurs  (3), 

sera  l'équation  de  cette  surface  :  ce  qui  est  la  propriété  énoncée. 
Encore  une  fois,  nous  ne  donnons  pas  ce  raisonnement  comme 
une  démonstration,  mais  comme  une  figuration  du  théorème  à 
établir.  Une  démonstration  analytique  était  nécessaire.  Celle  que 
M.  Mansion  propose,  et  qui  se  rattache  intimement  à  la  méthode 
de  Cauchy  pour  l'intégration  des  équations  partielles,  nous  parait 
ne  rien  laisser  à  désirer.  L'auteur  l'a  étendue,  sans  difficulté,  à 


une  équation  renfermant  n  variables  indépendantes,  et  même,  ce 
qui  offrait  plus  de  difficullé,  à  ces  systèmes  d'équations  linéaires 
du  premier  ordre,  d'une  forme  particulière,  que  Jacobi  était  par- 
venu à  intégrer  d'une  manière  si  élégante. 

La  note  de  M.  Mansion  comble  une  lacune  sérieuse  dans  le 
calcul  intégral,  et  nous  parait  devoir  être  publiée. 

^  Note  sur  ^intégration  de  l'éqtMtion  aux  dérivées  partielles 
des  surfaces  réglées^  par  M.  P.  Mansion. 

Monge,  dans  son  Analyse  appliquée^  a  montré  que  Téquation 
aux  dérivées  partielles  qui  renferme  toutes  les  surfaces  réglées 
résulte  de  l'élimination  du  paramètre  cû  entre  deux  équations,  qui 
peuvent  s'écrire  symboliquement  sous  la  forme 

,-.  (  («D.+  D,)'z  =  0, 

^ I  («D.  H- D,)»z  =  0. 

Pour  établir  la  proposition  réciproque,  savoir,  que  toute  sur- 
face représentée  par  le  système  (1)  est  une  surface  réglée,  sans 
s'engager  dans  les  délicates  spéculations  de  Monge,  ce  qu'il  y  a 
de  plus  naturel,  c*est  d'intégrer  d'une  manière  complète  et 
rigoureuse  les  équations  (1).  Tel  est  l'objet  de  la  note  de 
M.  Mansion. 

Celte  note  fait  suite  à  son  petit  travail  sur  les  équations  linéai- 
res, en  ce  sens  que,  ramenant  la  question  actuelle  par  des  arti- 
fices ingénieux,  à  l'intégration  d'équations  linéaires  très  simples 
du  premier  ordre,  il  faut  qu'il  puisse  s'appuyer  solidement  sur  le 
théorème  concernant  l'intégrale  générale  d'une  équation  de  cette 
forme  (*). 

Après  avoir  prouvé  fort  simplement  que  le  système  (1)  peut 
être  remplacé  par  le  suivant  : 

(»D,  -♦-  D^)*z  =  0 ,    (»D,«  H-  Dy»)  («Djc  H-  DJz)  «=  0 , 
(')  V.  rapport  précédent. 


—  «t  — 

notre  savant  confrère  examine  les  difierents  cas  que  peut  pré- 
senter le  problème,  et  dans  chacun  de  ces  cas,  il  cherche  succes- 
sivement la  fonction  cû,  puis  une  autre  fonction  ri  qui  est  précisé- 
ment (symboliquement) 

au  moyen  de  ces  deux  fonctions  de  x,  y,  il  trouve  sans  peine 
la  relation  intégrale  entre  z,  x,  y  exprimée  par  deux  équations 
représentant  une  droite  variable,  ce  qui  fournit  la  démonstration 
cherchée. 

M.  Mansion  a  discuté  avec  sa  sévérité  ordinaire  les  exceptions 
qui  peuvent  se  présenter,  de  façon  à  établir  que,  dans  toutes  les 
circonstances,  la  surface  intégrale  est  une  surface  réglée.  Il  ren- 
contre, entre  autres,  cette  particularité  intéressante  que,  dans 
rhypothèse  où  le  problème  dépend  de  l'intégration  d'une  équa- 
tion de  Clairaut,la  solution  singulière  de  cette  équation  auxiliaire 
intervient  comme  répondant  à  un  de  ces  cas  particuliers  dont 
j'ai  parlé,  et  donne  comme  surface  intégrale  un  cylindre  parallèle 
à  Taxe  des  z. 

L'un  des  cas  principaux  du  problème  répond  à  l'équa- 
tion 

Dîz.Dîz  — (D.D^)*  =  0 

des  surfaces  développables,  et  nous  avons  remarqué  la  manière 
aussi  simple  que  rigoureuse  dont  M.  Mansion  prouve  qu'effecti- 
vement toute  surface  qui  vérifie  cette  équation  est  l'enveloppe 
d'un  plan  mobile. 

Nous  pensons  que  le  petit  mémoire  de  notre  confrère  mérite 
de  prendre  place,  non  seulement  dans  nos  Annales,  mais  dans 
les  traités  un  peu  complets  de  géométrie  analytique,  parce  qu'il 
résout  d'une  manière  à  la  fois  exacte  et  élémentaire  une  question 
difficile  et  d'un  intérêt  incontestable. 

Conformément  aux  conclusions  du  rapporteur,  la  section  vote 
l'impression  des  deux  notes  et  exprime  ses  remerciments  à 
M.  Mansion. 

M.  Gilbert  fait  rapport  sur  un  mémoire  du  R.  P.  d'EscIaibes 


—  «»  — 

intitulé  :  Nouvelle  démonstration  d'un  théorème  relatif  aux  courbes 
du  second  genre. 

La  section  vote  l'impression  du  mémoire. 

M.  de  Salvert  présente  un  mémoire  Sur  la  théorie  de  la  cour- 
bure  des  surfaces. 

Sont  nommés  commissaires  :  MM.  Le  Paige  et  De  Tilly. 

M.  Gilbert  communique  à  la  section  les  résultats  de  Télude 
qu'il  a  faite  du  mémoire  de  M.  de  Marsilly;  il  demande  qu'avant 
de  prendre  une  décision  la  section  renvoie  le  mémoire  à  un 
second  commissaire;  la  section  désigne  M.  de  Saint- Venant. 

M.  Mansion  présente  un  travail  de  M.  Turquan  sur  les  équa- 
tions aux  dérivées  partielles;  la  section  le  charge  de  faire  rap- 
port sur  ce  travail. 

M.  Mansion  fait  une  communication  verbale  sur  le  calcul  élé- 
me  maire  de  Terreur  maxima  de  la  formule  de  Simpson. 

Le  R.  P.  Hahn  présente  un  travail  sur  les  intégrales  singu- 
lières des  équations  de  la  dynamique  et  donne  un  aperçu  des 
résultats  qu'il  a  obtenus;  une  discussion  s'engage  à  ce  sujet. 

La  section  nomme  commissaires  :  MM.  Gilbert,  Mansion  et  le 
R.  P.  Carbonnelle. 

Lundi,  25  avril  4881, — La  section  décide  que  le  scrutin  pour 
l'année  1881-1882  sera  ouvert  à  partir  de  ce  jour  jusqu'au 
jeudi  28. 

M.  Gilbert  présente  un  nouveau  mémoire  sur  les  mouvements 
relatifs,  et  donne  verbalement  connaissance  des  points  princi- 
paux de  son  travail. 

Une  discussion  s'engage  au  sujet  des  applications  pratiques  de 
l'instrument  que  M.  Gilbert  fait  construire. 

M.  d'Abbadie  signale  l'utilité  qu'il  y  aurait  à  vérifier  expéri- 
mentalement la  loi  suivante  énoncée  par  Foucault:  La  direction  de 
la  verticale  dépend  du  sinus  de  la  latitude.  M.  d'Abbadie  fait  con- 
naître un  système  proposé  par  Porro. 

Mardi,  S6  avriU88L  —  M.  Mansion  présente  un  travail  sur 
les  aires  planes  approchées  (voir  2"  partie,  pp.  231  et  suiv.). 


Une  discussion  s*engage  au  sujet  du  travail  présenté  par  le 
R.  P.  Habn  à  la  session  de  janvier;y  prennent  part:  le  R.  P. Car- 
bon nelle,  MM.  Mansion,  Gilbert  et  le  R.  P.  Hahn. 

Mercredi^  SfJ  avril  188L  —  M.  Gilbert  présente  un  mémoire 
du  R.  P.  Delsaulx  :  Sur  quelques  propriétés  des  solénotdes  soumis 
à  l'action  d'un  œurant  angulaire. 

Sont  nommés  commissaires  :  M.  Gilbert  et  le  R.  P-  Thirioii. 

Sur  les  conclusions  de  M.  Gilbert  la  section  décide  de  deman- 
der à  M.  de  Marsilly  un  résumé  de  son  mémoire  pour  être  inséré 
dans  la  première  partie  des  Annales. 

Il  est  donné  lecture  du  rapport  de  M.  Le  Paige  sur  le  mémoire 
de  M.  de  Salvert  sur  la  courbure  des  surfaces. 

Afin  d*apprécier  justement  le  mémoire  de  M.  de  Salvert,  il 
faut,  avant  tout,  se  bien  pénétrer  du  but  que  lauteur  s'est  pro- 
posé :  d*abord,  il  a  voulu  introduire  dans  celte  théorie  la  symé- 
trie qui  disparait  lorsqu'on  suppose  Téquation  de  la  surface  mise 
sous  la  formez  =  9  (x,  y);  ensuite  fournir  à  ceux  qui  ont  à 
employer  la  théorie  de  la  courbure  des  formules  de  calcul  plus 
simples  et  plus  rapides  que  celles  qui  sont  données  habituelle- 
ment, et  enfin  faciliter  aux  jeunes  géomètres  Tétude  de  ce 
point  pour  ainsi  dire  fondamental  et  les  amener  par  une  voie 
directe  et  uniforme  aux  beaux  théorèmes  de  Dupin,  Lamé,  etc.  Ce 
but  didactique  de  M.  de  Salvert,  préoccupé  avant  tout  d'aplanir 
les  voies  à  ceux  qui  commenceront  à  se  servir  de  Finstrument 
analytique,  ne  doit  pas  être  perdu  de  vue. 

Ce  n'est  pas  à  dire  que  ceux  auxquels  la  méthode  analytique 
est  familière  n'auraient  pas  à  gagner  à  la  lecture  de  Tintéressant 
mémoire  qui  nous  est  soumis  par  notre  honorable  confrère.  Je 
serais  bien  au  regret  qu'on  se  méprit  à  ce  point  sur  le  sens  de 
mes  paroles  ;  mais  on  comprendra  mieux,  de  la  sorte,  pourquoi 
l'auteur  a  insisté  particulièrement  sur  certaines  notions  pour 
ainsi  dire  élémentaires. 


—  «4  — 

Le  travail  du  savant  professeur  de  Lille  débute  par  rétablisse- 
ment de  la  formule  relative  à  l'expression  du  rayon  de  courbure 
d'une  section  normale,  formule  que  lauteur  avait  déjà  démontrée 
par  une  méthode  différente,  dans  une  courte  note  insérée  au 
tome  IV  de  nos  Annaks. 

Cette  formule  lui  sert  pour  établir,  d'une  manière  très  ingé- 
nieuse, Texistence  des  sections  principales  et  il  donne,  dans  le 
cours  decette  démonstration,des  formules  fort  simples  qui  servent 
de  fondement  à  deux  démonstrations  du  théorème  de  Dupin. 

L'expression  du  rayon  de  courbure  le  conduit  directement 
à  rétude  d'une  surface  du  second  ordre,  ayant  son  centre  au  point 
de  la  surface  donnée  pour  lequel  cin  étudie  la  courbure.  M.  de 
Salvert  donne  à  cette  surface  le  nom  de  surface  indicatrice.  Sa 
section  par  le  plan  tangent  de  la  surface  au  point  donné  est  une 
courbe  homothétique  à  l'indicatrice  de  Dupin.  Sans  oser  affirmer 
d'une  manière  absolue  que  cette  idée  de  la  surface  indicatrice 
soit  entièrement  nouvelle,  nous  pouvons  dire  que  nous  ne  l'avions 
pas  rencontrée  jusqu'ici.  M.  de  Salvert  avait  déjà  introduit 
cette  notion  dans  sa  précédente  note,  et  ne  l'a  retirée  que  sur  la 
demande  de  notre  savant  confrère  M.  Gilbert.  Si  j'ajoute  ces 
quelques  mots,  c'est  afin  de  sauvegarder  les  droits  éventuels  de 
M.  de  Salvert  à  la  priorité  de  cette  idée,  un  honorable  collègue 
de  la  Faculté  des  sciences  de  Bordeaux,  M.  L.  Saltel,  ayant,  de 
son  côté,  employé  la  même  surface,  pour  établir  Texistence  des 
sections  principales,  dans  une  courte  note  qui  vient  de  paraître 
dans  les  Hémoires  de  Bordeaux,  mais  sans  y  attacher  une  impor- 
tance aussi  grande  et  sans  en  étudier  les  propriétés  essentielles. 

Dans  le  chapitre  IV,  H.  de  Salvert  applique  les  expressions 
dont  nous  parlions  plus  haut  à  la  démonstration  du  théorème 
de  Dupin  sur  les  surfaces  orthogonales.  Cette  partie  du  mémoire 
nous  semble  très  intéressante  par  la  manière  ingénieuse  dont  il 
établit  le  théorème  lui-même  et  par  les  conséquences  qu'il  en 
déduit.  Nous  n'avons  pas  l'intention  de  le  suivre  dans  les  expli- 
cations qu'il  donne  ensuite.  Nous  nous  bornerons  à  signaler  la 
manière  simple  dont  il  nous  conduit  à  la  théorie  des  coordonnées 
curvilignes  de  Lamé,  et  la  méthode  qu'il  emploie  pour  l'établis- 


semenl  de  nombreuses  relations  dues  à  cet  illustre  géomètre  et 
d'autres  qui  lui  sont  propres. 

En  résumé,  le  travail  qui  nous  est  soumis  nous  parait  digne 
à  tous  égards  d*étre  inséré  dans  les  Annales  de  notre  Société.  II 
se  distingue  par  une  grande  élégance  dans  la  méthode  suivie  et 
dans  Inapplication  de  Tinstrument  analytique,  par  l'unité  dans  la 
marche  employée,  et  nous  parait  devoir  rendre  de  véritables  ser- 
vices en  simplifiant  et  en  coordonnant  une  théorie  aussi  impor- 
tante que  celle  de  la  courbure  des  surfaces,  et  en  y  rattachant 
d*une  manière  aisée  la  méthode  à  laquelle  Tillustre  Lamé  a  donné 
son  nom. 

En  conséquence,  nous  avons  Thonneur  de  proposer  à  la  section 
de  voter  l'impression  du  travail  de  M.  de  Salvert  dans  nos  Annales. 

M.  De  Tilly,  second  commissaire,  s'est  rallié  aux  conclusions 
de  M.  Le  Paige. 

La  section  vote  l'impression  du  mémoire. 

La  section  vote  l'impression  du  travail  de  M.  Belpaire  sur  la 
marche  des  crues,  après  avoir  entendu  MM.  Cousin  et  Lagasse. 

MÊmpp^ri  éi9  M,  CJb.  fcwywe. 

Les  inondations,  qui  se  sont  produites  avec  une  intensité  et 
une  fréque  nce  extrordinaires  pendant  l'hiver  dernier,  donnent 
une  grande  actualité  au  travail  de  M.  Belpaire  sur  la  marche  des 
crues  et  sur  l'influence  des  travaux  de  rectification,  d'approfon- 
dissement et  d'élargissement  des  cours  d'eau. 

M.  Belpaire  rappelle,  au  début,  la  formule  de  MM.  Darcy  et  Bazin 
pour  établir  la  loi  du  mouvement  uniforme  de  l'eau  dans  un  lit 

prismatique,  savoir  : 

Rt  =  AU' .    (0 

R  étant  le  rayon  moyen  ou  le  rapport  de  la  section  d'écoulement 

Q  au  périmètre  mouillé  X, 

t,  la  pente  par  mètre  à  la  surface  de  l'eau,  égale  à  la  pente  de 

fond,  quand  le  mouvement  est  uniforme, 
Vf  la  vitesse  moyenne  I 

V.  e 


A,  un  coefficient  qui,  pour  les  parois  en  terre,  a  pour  valeur 


A  =  0,00028  M 

I/autenr  rappelle  aussi  la  formule  connue  donnant  la  valeur 

du  débit  Q 

Q==ûU (2) 

A  Taide  de  ces  équations ,  il  est  facile  de  tracer  une  courbe 
dont  les  abscisses  et  les  ordonnées  sont  constiiuées  avec  les  va- 
leurs  correspondantes  de  Q  et  de  H,  H  éiant  la  hauteur  d^eau 
au-dessus  du  fond. 

Deux  courbes  sont  à  distinguer,  Tune  relative  aux  débits  avant 
le  débordement,  Tautre  aux  débits  après  le  débordement. 

A  Tune  et  à  Tautre,  M.  Belpaire  substitue,  pour  le  cas  des 
données  numériques  où  il  se  place,  deux  paraboles  du  S*"**  degré, 
assujetties  à  passer  chacune  par  trois  points  de  la  courbe  qu'elle 
remplace. 

Bornons-nous  à  reproduire  ici  Téquation  de  la  parabole  des 
débits  avant  le  débordement  : 

H=  1,62 -1-0,03440  —  0,000140*  ....    (5) 

Mais,  ce  ne  sont  là  que  les  préliminaires  de  Fétude  que  notre 
savant  confrère  poursuit, dans  le  restant  de  son  travail, avec  lori- 
ginalité  de  vues  et  Thabileié  de  calcul  qui  le  distinguent. 

Considérant  deux  sections  AB  et  CD  du  cours  d  eau, entre  les- 
quelles n'existe  aucun  affluent,  puis  désignant  par  T  le  temps 
nécessaire  pour  qu*un  accroissement  infiniment  petit  du  débit, 
dQ,  produit  dans  la  section  AB ,  se  propage  dans  la  section  CD 
et  par  dV  le  volume  d'eau  infiniment  petit  compris  entre  deux 
lamelles  horizontales  d'eau,  infiniment  rapprochées,  il  pose 

dV 

^-55 <" 

c'est-à-dire  que  le  volume  infiniment  petit  dV,  compris  entre  les 


deux  sections  A  et  B  et  deux  lamelles  d'eau  infiniment  rappro- 
ebéesy  s*emplit  à  raison  de  Tenirée  du  cube  Q  +  dQ,  par  seconde, 
et  de  la  sortie  du  cube  Q,  par  seconde,  dans  le  temps  T  néces- 
saire pour  que  Taugmentation  infiniment  petite  du  débit,  dQ, 
produite  en  AB,  se  propage  jusqu'en  CD. 

Cette  équation  de  condition  a  une  véritable  importance;  elle 
est, si  Ion  peut  dire  ainsi,  le  fond  du  sujet. 

Nous  conservons  quelques  doutes  à  Tégnrd  de  cette  équation. 

Nous  nous  bornons  à  les  exposer,  en  quelques  lignes,  à  la  fin 
de  ce  rapport,  dans  Tunique  but  d'appeler  Tattention  sur  ce 
point,  qui  nous  parait  des  plus  délicats. 

Comme  la  quantité  infiniment  petite  dV,  telle  qu'elle  est  intro- 
duite dans  réquation  (4),  se  mesure  facilement  en  fonction  de  H, 
et  que  H  est  fonction  de  Q  en  raison  de  Téquation  (3),  il  est 
facile  de  déduire  de  Téquation  (i)  la  valeur  de  T  en  fonction  de 
L  et  de  Q.  En  dérivant  cette  fonction  par  rapport  à  Q  et  en  éga- 
lant la  dérivée  à  0,  M.  Belpaire  trouve  que  T  atteint  une  valeur 
muxima  pour  une  valeur  déterminée  de  Q. 

La  valeur  de  T,  étant  établie  en  fonction  de  L  et  de  Q,  on 
obtient,  fort  aisément,  la  valeur  de  L  en  fonction  de  T  et  de  Q, 
savoir  : 

T 


|8,80  H-  -  H  j  (0,054i  —  0,00028  Q) 

A  Taide  de  cette  formule  (o)  et  d'une  hypothèse  faite  au  sujet 
de  la  relation  existant  entre  le  débit  Qy  correspondant  à  une 
hauteur  Y  dans  une  section  AB  et  le  temps  t  qui  s'est  écoulé 
depuis  l'instant  où  les  eaux  ont  atteint  la  hauteur  Y  jusqu'à 
celui  où  s'est  produite  une  hauteur  plus  grande,  M.  Belpaire 
calcule  aisément  diverses  longueurs,  correspondant  à  divers 
débits  et  partant  à  diverses  hauteurs  d'eau  dans  la  même 
section,  ces  dernières  et  les  premières  formant  respectivement 
les  ordonnées  et  les  abscisses  de  la  courbe  qu'affecte  l'onde  de 
la  crue. 

Achevant  ses  déductions,  l'auteur  établit  la  durée  de  la  crue 


dans  la  section  CD  et  le  volume  d*eau  qui  y  passe  pendant  cette 
période. 

Dans  les  raisonnements  et  les  calculs  précédents,  on  se  sert 
des  valeurs  fournies  par  Féquation  (3)  de  la  parabole  des  débits 
avant  le  débordement. 

Des  raisonnements  et  des  calculs  analogues  s'appliquent  à  la 
parabole  des  débits  après  le  débordement. 

Le  paragraphe  second  du  travail  de  M.  Belpaire  a  pour  but 
d'appliquer  à  un  cours  d'eau,  auquel  on  a  fait  subir  des  amélio- 
rations, telles  que  changement  de  pente  du  lit,  élargissement  et 
approfondissement  de  la  section  d'écoulement,  les  diverses  re- 
cherches exposées  précédemment  au  sujet  du  même  cours  d'eau 
considéré  dans  sa  situation  primitive. 

La  comparaison  des  résultats  du  calcul  appliqué  à  un  cours 
d'eau  avant  l'exécution  des  travaux  d'amélioration  avec  les  résul- 
tats d'opérations  analogues  faites  après  cette  exécution,  donne 
matière  à  des  remarques  judicieuses  qu'il  faut  craindre  de  géné- 
raliser, ainsi  que  le  fait  remarquer  l'auteur  lui-même. 

Le  troisième  paragraphe  est  consacré  à  l'examen  de  la  marche 
des  crues  dans  le  cas  du  mouvement  varié. 

A  part  le  rappel  de  la  formule  fondamentale  d'hydrau- 
lique, nécessairement  différente,  dans  ce  cas,  de  la  formule 
du  mouvement  uniforme,  les  calculs  procèdent  de  la  même 
méthode. 

Nous  signalons  cependant  la  substitution,  à  la  courbe  sou- 
vent très  compliquée  qu'aiïecte  l'axe  hydraulique,  d'une  para- 
bole du  2°  degré  assujettie  à  passer  par  trois  points  de  l'axe. 

Cette  méthode,  que  M.  Belpaire  a,  croyons-nous,  employée 
pour  la  première  fois,  nous  parait  susceptible  d'apporter  de 
grandes  simplifications  dans  les  recherches  pratiques  d'hydrau- 
lique. 

L*exposé  que  nous  venons  de  faire,  aussi  rapidement  que  pos- 
sible, suffit  pour  faire  comprendre  l'utile  actualité  du  travail  de 
M.  Belpaire. 

Avant  de  conclure,  il  nous  reste  à  exposer  très  brièvement 
les  doutes  que  nous  avons  signalés  ci-dessus. 


L'équation  (4),  dont  nous  avons  notérimportance.traduit-clle 
bien  fidèlement  la  réalité  des  choses? 
En  la  mettant  sous  la  forme 

■ 

dV  =  WQ (6) 

n*apparait-elle  pas  comme  une  équation  différentielle  du  premier 
ordre  et  du  premier  degré,  dans  laquelle  T  serait  une  valeur 
indépendante  des  variables  Q  et  V  ? 

Considérons  le  volume  V,  compris  entre  les  deux  sections  AB 
et  CD  du  cours  d'eau;  ce  volume  a  été  rempli  à  raison  du 
débit  Q  par  seconde  en  un  temps  /,  et  ces  trois  quantités  V,  Q,  t 
sont,  en  temps  de  crue,  trois  variables  que  lie  entre  elles 
réquation 

V  =  /Q (7) 

Une  crue  survient  ;  V  subit  une  augmentation  que  nous  pou- 
vons subdiviser  en  accroissements  infiniment  petits  dV. 

La  valeur  dV  se  trouve  en  différentiant  Téquation  (7),  ce  qui 
donne 

dy^tdQ-^Qdt (8) 

L'emploi  de  cette  équation  nous  parait  plus  légitime  que  celui 
de  l'équation  (6). 

Voulons-nous  considérer  maintenant,  comme  l'a  fait  M.  Bel- 
paire,  un  certain  accroissement  infiniment  petit  dV? 

Posons,  pour  équation  de  condition,  celle  qui  nous  donne 
la  valeur  infiniment  petite  du  dV  compris  entre  les  sections 
extrêmes  AB  et  CD  et  deux  lamelles  parallèles  infiniment  rap- 
prochées. 

Alors , 

dV  — L[8,80-f.^H)dH (9) 
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Substituant  cette  valeur  dans  (8),  nous  trouvons 

tdQ  H-  0* 
L=- ^    , (10) 


(8.80^1  h) 


dH 


Remplaçant  dH  par  sa  valeurydéduitede(3) 

tdQ  ^  Qdt 


L  = 


[8,80  -♦-  -  H  j(0,0544  —  0,00028Q)dQ 


D*une  façon  plus  générale,  on  peut  écrire,  en  appelant  x  la 
distance  entre  deux  sections  quelconques  du  cours  d'eau  entre 
lesquelles  ne  se  déverse  aucun  affluent,  Q^  le  débit  correspondant 
h  une  hauteur  Y  dans  celle  de  ces  deux  sections  située  vers 
Tamont  : 

U  80  -^  -  YJ  (0,0544  —  0,00028  QT)dQy 

Adoptons  rbypothèse  de  M.  Belpaire  au  sujet  de  la  relation 
existant  entre  le  débit  Qy  correspondant  à  la  hauteur  Y  et  le 
temps  t  qui  s'est  écoulé  depuis  Tinslant  où  les  eaux  ont  atteint 
la  hauteur  Y  jusqu'à  celui  où  s'est  produite  une  hauteur  plus 
grande,  nous  avons,  en  représentant  par  Q.,  le  débit  minimum 
dans  la  section  considérée  : 

Qt«Q.-^P/ (i2) 

d'où 

'^  =  d, 
et  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (11), 


(-!)-«. 


[8,80  -+-  r  y)  (0,05U  —  00028  QJ  dQj 


Simplifiant  : 
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(8,80  -^  3  y]  (0,0544  —  0,00028  Q^ 
Il  est  facile  de  déterminer  P,  par  Tégalité 

dans  Inquelle  Q^  représente  le  débit  maximum  dans  la  section 
considérée  et  T"  le  temps  qui  s'est  écoulé  entre  les  instants  où 
les  débits  minimum  et  maximum  se  sont  respectivement  réalisés. 
A  Taide  de  Téquation  (13)  il  est  facile  d'établir,  comme  Ta  fait 
M.  Belpaire,  la  courbe  qu'aiïecte  Tonde  de  la  crue. 

Jeudis  28  avril  188L  —  M.  L.  Cousin  présente  une  note  Sur 
les  conditions  d'équilibre  du  wagon-grue  de  six  tonnes,  (Voir 
2*  partie,  p.  77.) 

sur  un  mémoire  du  R.  P.  Delsaulx  «  Sur  quelques  propriétés  des 
solénoïdes  soumis  à  l'action  d'un  courant  angulaire.  » 

Le  travail  du  R.  P.  Delsaulx,  qui  se  rattache  à  des  études 
antérieures  du  même  savant,  a  pour  objet  la  déterminaUon  pré- 
cise de  l'action  que  certains  courants  angulaires  exercent  sur  un 
solénoide  occupant  une  position  déterminée.  Il  présente  un 
intérêt  à  la  fois  didactique  et  scientifique,  et  apporte  une  contri- 
bution utile  aux  recherches  qui  se  poursuivent  actuellement  sur 
la  valeur  de  la  loi  d'Ampère. 

Au  point  de  vue  didactique,  le  R.  P.  Delsaulx  fait  remarquer 
avec  raison  qu'une  obscurité,  allant  parfois  jusqu'à  de  véritables 
erreurs,  règne  dans  les  traités  les  plus  estimés  sur  le  point  d'ap- 
plication vrai  des  forces  développées  par  les  courants  sur  les 
solénoïdes  ou  les  aimants.  Si  nous  considérons,  par  exemple,  un 
counnnt  angulaire  indéfini  et  un  solénoîde  indéfini  dont  le  pôle 
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est  sur  la  bissectrice  de  l'angle  du  courant,  on  raisonne  habituel- 
lement comme  si  la  résultante  des  actions  élémentaires  que  le 
courant  exerce  sur  le  solénoïde  était  appliquée  au  pôle  du  solé- 
noide.  Le  R.  P.  Delsaulx  montre  qu'il  n'en  est  rien,  en  détermi- 
nant la  position  exacte  du  point  d'application  de  cette  résultante  : 
ce  n'est  que  par  une  compensation  d'erreurs  que  la  manière  de 
voir  habituelle  conduit  à  des  résultats  exacts  lorsque  le  solénoïde 
a  une  longueur  unie.  Il  détermine  de  la  même  manière  les  effets 
exercés  par  un  courant  angulaire  indéfini,  ou  même  limité,  sur 
des  solénoïdes  de  longueur  finie  placés,  soit  dans  le  plan  du  con- 
ducteur, soit  normalement  ou  même  obliquement  à  ce  plan,  et 
ces  effets  se  réduisent,  soit  à  une  force  dont  le  point  d'applica- 
tion est  exactement  indiqué,  soit  à  une  force  et  à  un  couple. 
.  L'importance  didactique  de  ces  déterminations  est  incontes- 
table, car  c'est  pour  avoir  suivi,  sans  la  contrôler  par  lui-même, 
la  doctrine  enseignée  généralement,  que  le  savant  auteur  avait 
cru  trouver,  dans  une  précédente  étude,  une  contradiction  entre 
la  loi  d'Ampère  et  celle  de  M.  Clausius  quant  à  Taction  d'un  cou- 
rant angulaire  indéfini  sur  un  solénoïde  limité.  Pour  mieux  saisir 
encore  la  nécessité  d'être  prudent  dans  ces  déductions,  observons 
1"*  que  l'action  d'un  circuit  fermé  sur  un  solénoïde  à  un  seul  pôle 
passe  réellement  par  ce  pôle;  ^  que  le  courant  angulaire  indé- 
fini qu'on  fait  agir  dans  l'expérience  bien  connue  de  Biot  et  Savart 
est  en  réalité  composé  de  deux  branches  très  longues  et  d'une 
troisième  à  grande  distance  qui  ferme  le  courant;  S**  que  dans  le 
calcul  on  néglige  l'action  de  cette  dernière  branche,  action  dont 
Vintensité  peut  être  en  effet  démontrée  décroître  indéfiniment  à 
mesure  que  le  courant  s'éloigne.  Comment  se  fait  l'accord  de  ces 
résultats  en  apparence  contradictoires,  que  l'action  du  circuit 
passe  par  le  pôle  du  solénoïde  comme  l'expérience  le  constate, 
tandis  que  le  calcul  refait  par  le  R.  P.  Delsaulx  montre  que,  si 
l'on  considère  uniquement  les  deux  branches  du  courant  angu- 
laire, le  point  d'application  de  la  force  n'est  pas  là?  C'est  parce 
que  la  branche  rectiligne  complémentaire  dont  on  néglige  l'action 
comme  nulle,  produit  en  réalité  un  couple  sensible,  dont  l'effet 
est  précisément  de  reporter  au  pôle  du  solénoïde  le  point  d'appli- 
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cation de  Taction  totale  du  circuit.  Toute  rexposition  théorique 
de  celle  expérience  célèbre  est  donc  à  refaire. 

Au  point  de  vue  du  progrès  de  la  science  éleclrodynamique  et 
de  la  comparaison  des  ihéories  d*Ampère  et  de  Grassmann^  Futi- 
lité immédiate  des  calculs  du  R.  P.  Delsaulx  est  diminuée  par 
rimpossibilité  où  nous  sommes  actuellement  de  produire  des 
courants  non  fermés.  Les  conséquences  les  plus  nettes  de  ses 
recherches,  les  conclusions  les  plus  décisives  à  en  tirer  sur  la  com- 
paraison des  théories  aujourd'hui  en  présence,  supposeraient  en 
effet  qu'on  arrivât  à  engendrer  un  courant  électrique  simple  dans 
un  fil  coupé  aux  deux  bouts.  Nous  n*en  sommes  malheureuse- 
ment pas  là  ;  néanmoins,  on  peut  regarder  comme  intéressants  au 
point  de  vue  théorique  les  calculs  par  lesquels  Tauteur,  rectifiant 
son  précédent  travail,  analyse  les  forces  que  la  loi  de  M.  Clausius 
superpose  à  celles  qui  résultent  de  la  loi  d*Ampère,  dans  le  cas 
d'un  conducteur  limité  agissant  sur  un  solénolde.  La  différence 
des  conclusions  des  deux  théories  se  manifeste  ici  pleinement. 

C'est  par  là  que  le  R.  P.  Delsaulx  termine  son  petit  mémoire , 
dont  je  crois  devoir  proposer  Tinsertion  dans  les  Annales  de  la 
Société,  comme  complétant  et  éclaircissant  diverses  questions 
importantes  dont  on  n'avait  fait  jusqu'ici  qu'une  étude  assez 
incomplète. 

Le  R.  P.  Thiriouy  second  commissaire,  se  rallie  aux  conclusions 
de  M.  Gilbert. 

Le  mémoire  du  R.  P.  Delsaulx  est  inséré  plus  loin  (2^  partie, 
pp.  184  et  suiv.). 

Il  est  procédé  au  dépouillement  du  scrutin  pour  l'exercice 
1881-1882. 

Le  bureau  est  composé  comme  suit  : 

Président^  MM.  Gilbert. 

Vice-Présidents,  Turquan  et  Ch.  Lagassb. 

SecrétairBy  De  Beys. 
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Deuxième  Section. 


Séance  du  28  octobre  1880.  —  M.  Briiylants  entretient  la 
section  des  propriétés  des  azotures  métalliques,  et  de  la  produc- 
tion du  cyanogène  et  de  Tammoniaque. 

Une  discussion  s*engage  au  sujet  de  la  communication  de 
M.  Bruyiants.  MM.  De  Prêter,  Bruylants  et  Dutordoir  y  pren- 
nent part. 

M.  De  Heen  expose  les  résultats  de  ses  recherches  : 

1^  Sur  la  variation  de  volume  que  les  sels  éprouvent  par  la 
dissolution; 

3®  Sur  la  détermination  des  variations  de  hauteur  des  liquides 
dans  les  tubes  capillaires. 

M.  Fr.  Dewalque  montre  à  la  section  une  Lampe-Soleil^ 
nouveau  système  de  lampe  électrique ,  que  les  inventeurs , 
MM.  Clerc  et  Bureau,  ont  fait  breveter  dernièrement. 

Cette  lampe  diffère  des  divers  systèmes  connus  jusqu'à  ce 
jour;  elle  consiste  spécialement  en  deux  crayons  demi-ronds , 
de  charbon  de  cornue  ordinaire  ou  de  charbon  artificiel;  ces 
deux  charbons  convergent  vers  un  centre,  descendent  par  leur 
propre  poids  et  restent  séparés  Tun  de  Tautre  par  un  bloc  en 
calcaire.  De  plus,  ils  glissent  dans  une  véritable  gaine  réfrac- 
taire,  également  en  calcaire.  L*écartement  des  pointes  est 
variable  suivant  la  puissance  éclairante  de  la  lampe;  il  est  de 
10  à  12  millimètres  pour  des  intensités  de  60  à  70  becs  Carcel 
et  une  consommation  d*un  cheval-vapeur  de  force. 

Pour  Tallumage  et  le  réallumage  de  ces  lampes,  on  réunit  les 
deux  pointes  des  crayons  par  une  petite  baguette  de  charbon 
qui  s'allume,  échauffe  la  masse  et  permet  à  Parc  voltaïque  de 
jaillir  entre  les  deux  pointes. 

Les  charbons,  protégés  par  la  gaine  en  calcaire,  ne  brûlent 
pas,  et,  par  suite,  se  consument  très  lentement,  tandis  que  Tare 
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voltaîque,  peu  lumineux  par  Iui*méme,  mais  extrêmement  chaud, 
porte  le  marbre  à  rincandeseenee  et  le  transforme  en  chaux. 
Cette  chaux,  élevée  à  ce  haut  degré  de  chaleur,  devient  brillante 
et  lumineuse  à  Texcès. 

La  lumière  ainsi  obtenue  est  fixe,  et  n'est  nullement  sujette 
aux  variations  d'intensité  ou  de  couleur  qui  se  produisent  fré- 
quemment dans  les  autres  lumières  électriques.  La  lumière  de 
la  lampe-soleil  est  d'un  ton  rosé,  qui  est  du  au  calcium  du  bloc 
échauffé;  on  n'y  trouve  pas  cette  teinte  blafarde  qui  rappelle 
plus  la  lumière  de  la  lune  que  celle  du  soleil. 

On  comprend  que  cette  lampe  est  une  véritable  lampe  Drum- 
mond  où  réchauffement  de  la  partie  brillante  est  obtenu  par 
Tare  voltaïque.  La  disposition  du  bloc  de  marbre  empêche  le 
refroidissement  de  l'arc,  et  une  modification  dans  la  taille  de  ce 
bloc  permet  de  projeter  la  lumière  dans  la  direction  que  l'on 
désire.  Une  fois  allumée,  la  lampe  n'exige  aucune  surveillance 
spéciale;  les  charbons  s'usent  très  lentement  (l'usure  est  de  8  à 
10  millimètres  par  heure);  il  est  donc  possible  d'obtenir  un 
éclairage  de  16  heures,  durée  de  la  plus  longue  nuit. 

La  lampe-soleil  est  dépourvue  de  tout  mécanisme  sujet  à  des 
dérangements,  et  marche  avec  des  courants  alternatifs  ou  avec 
des  courants  continus. Plusieurs  lampes  peuvent  se  placer  sur  un 
même  circuit. 

Cette  lampe  est,  on  le  voit,  extrêmement  simple  et  peu  coû- 
teuse. La  dépense  de  charbon  et  de  marbre  n'est  que  de  7  à 
8  centimes  par  heure,  et,  dans  bien  des  cas,  le  prix  de  la  force 
motrice  n'est  aussi  que  de  quelques  centimes  par  heure. 

Cette  lampe  nouvelle  parait  être  appelée  à  un  véritable  succès; 
des  essais  auront  lieu  prochainement,  aussitôt  que  les  dernières 
améliorations  de  détail  auront  été  réalisées. 

M.  Fr.  Dewalque  invite  les  membres  de  la  section  à  aller  voir 
fonctionner  la  lampe-soleil,  dans  l'usine  située  rue  de  France, 
à  Bruxell(?s. 

M.  Louis  Henry  rend  compte  des  résultats  de  ses  recherches 
récentes  sur  le  dipropargyle  CgHe. 

Il  s'occupe  d'abord  de  la  préparation  de  cet  hydrocarbure.  Il 


expose  que,  d*après  ses  observations,  le  dipropargyle  ne  se  pro- 
duit, à  Taide  du  diallyle  bibromé 

I 

C,H4Br, 

SOUS  Taction  de  la  potasse  alcoolique,  qu*en  deux  réactions  suc- 
cessives. 

Dans  la  première,  une  des  moitiés  seulement  C3H4Br  du 
diallyle  bibromé  perd  les  éléments  de  HBr  ;  il  se  forme  par  là  du 
diallylène  monobromé 

GsH4Br 

I 

C,H,; 

SOUS  l'action  ultérieure  de  la  potasse  alcoulique,  celui-ci  se 
transforme  finalement  en  dipropargyle. 

Le  diallylène  monobromé  constitue  en  liquide  incolore,  forte- 
ment odorant,  bouillant  sans  point  fixe  vers  160%  et  présentant 
les  réactions  acétyléniques  ;  il  est  vraisemblablement  constitué 
par  deux  isomères. 

M.  Henry  fait  connaître  ensuite  un  dérivé  nouveau  du  dipro- 
pargyle, son  tétraiodure 

C,H,Io, 

I 

C,H,l0a. 

Ce  tétraiodure  constitue  un  beau  corps  régulièrement  cristalli- 
sable,  fusible  à  111*-1 12",  aisément  solnble  dans  le  sulfure  de 
carbone,  d'où  il  cristallise  en  prismes  incolores,  brillants. 

Ce  composé  résulte  de  Taddition  directe  de  Tiodc  au  dipropar- 
gyle; on  emploie  avantageusement  la  solution  de  Tiode  dans  la 
solution  aqueuse  de  Tiodure  de  potassium.  L*addition  de  Tiode 
s'arrête  à  la  formation  de  ce  composé,  n'arrivant  pas,  comme 
celle  du  brome,  jusqu'à  la  production  du  composé  saturé  CeHfiXg. 

M.  Henry  s'occupe  enfin  du  dipropargyle  au  point  de  vue 
thermique.  Il  fait  ressortir  tout  l'intérêt  qu'offre  l'étude  de  cet 
hydrocarbure  au  point  de  vue  de  la  théorie  générale  de  Tisomé- 
rie,  et  il  annonce  que  M.  Berthelot  a  bien  voulu,  à  sa  demande. 
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se  charger  de  déterminer  la  chaleur  de  combustion  de  ce  com- 
posé. 

Eu  égard  à  l'extension  extraordinaire  et  à  Ténergie  extrême  du 
pouvoir  additionnel  du  dipropargyle,  M.  Henry  s'attend  à  ce  que 
Ion  trouve,  pour  la  chaleur  de  combustion  et  la  chaleur  de  for- 
mation du  dipropargyle,  des  chiiïres  notablement  supérieurs  à 
ceux  que  fournit  son  isomère,  la  benzine;  le  dipropargyle  doit 
renfermer  une  réserve  de  calorique  et  par  conséquent  d*énergie 
chimique  considérable. 

D'après  les  récentes  déterminations  de  M.  Thomsen,  la  cha- 
leur de  combustion  de  la  benzine  est  805,8  calories;  sa  chaleur 
de  formation,  à  partir  de  ses  éléments  libres,  est  seulement 
—  1 8,96  calories. 

On  voit  ainsi  que  la  presque  totalité  de  la  chaleur  absorbée 
lors  de  la  formation  de  Taeétylène  s'est  dégagée  dans  la  trans- 
formation de  celui-ci  en  benzine,  par  polymérisation  triple.  Ces 
faits  s'accordent  parfaitement  avec  le  peu  d'énergie  du  pouvoir 
additionnel  de  la  benzine. 

En  se  basant  sur  les  déterminations  des  chaleurs  de  combus- 
tion des  hydrocarbures  G,  C^,  C3,  signalées  il  y  a  peu  de  temps 
par  M.  Thomsen,  et  en  mettant  ces  données  en  rapport  avec  la 
composition  et  la  nature  chimique  du  dipropargyle,  M.  Henry 
estime  que  la  chaleur  de  combustion  de  cet  hydrocarbure  doit 
être  d'environ  890  calories  ;  sa  chaleur  de  formation  serait,  par 
conséquent,  d'environ  — 84  calories. 

M.  Henry  compte  pouvoir,  dans  la  séance  du  mois  de  janvier 
prochain,  rendre  compte  des  déterminations  expérimentales  de 
M.  Berthelot. 

L'échantillon  de  dipropargjle  qu'il  a  fourni  à  l'éminent  chi- 
miste de  Paris  provenait  de  la  décomposition  du  composé  cui- 
vreux par  l'acide  chlorhydrique  concentré;  il  était  par  conséquent 
homogène  et  d'une  pureté  absolue,  quant  h  sa  nature  acétylé- 
nique.  M.  Henry  fait  remarquer  que,  si  ce  mode  de  puriGcation 
est  avantageux  sous  ce  dernier  rapport,  il  est  désastreux  quant  au 
rendement;  ainsi  préparé,  et  après  ce  traitement,  le  dipropargyle 
devient  un  composé  fort  coûteux. 
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L'heure  avancée  ne  permet  pas  à  M.  Henry  de  faire  les  autres 
communications  qu*il  avait  annoncées. 

Séance  du  jeudi  27  janvier  488L  —  M.  Aschman  fait  la  com- 
munication suivante,  qui  exprime  le  résultat  de  ses  recherches 
sur  les  élhers  nitriques  de  la  glycérine  : 

€  A  la  glycérine,  qui  est  un  alcool  très  acide,  correspondent 
des  éthers  nitriques  neutre  et  basiques.  L*éther  neutre  est  un 
corps  connu  depuis  longtemps  sous  le  nom  de  nitraglycérine 

CH.,  OAzO, 

I 

CH,  OAkO, 

I 

CH,,  OAzO,. 

»  La  théorie  indique  qu*à  la  glycérine  se  rattachent  les  éthers 
incomplets  ou  basiques  suivants  : 
a.  Dérivés  mono-nitriques  : 

1  )  CH„  OAiO,  2;  CH„  OH 

I  I 


CH.  OH  CH.OAzO, 

GH,,  OH  CH*,  OH 


6.  Dérivés  bi-nilriques  : 

3)  CH,,  OAzO,  4;  CH„  OAzO, 

CH,  OAzO.  CH,  OH 

I  I 

CH,.  OH  CH„  OAzO,. 

»  Il  n*est  pas  possible  d*obtenir  ces  éthers  basiques  par  fac- 
tion directe  de  Facide  nitrique,  car  cet  acide,  doué  d*une  énergie 
toute  particulière,  grâce  à  son  état  thermique,  éthérifie  complè- 
tement les  alcools  poly-acides,  quel  que  soit  le  nombre  d*hy- 
droxyles  quils  renferment. 

»  J*ai  préparé  jusqu^à  présent  les  éthers  indiqués  plus  haut 
sous  les  numéros  3  et  4.  Pour  obtenir  la  dinitrine 

CH.,0Az0. 
CH,  OAzO. 
CH|.  OH. 


j*ai  fait  réagir  du  nitrate  d'argent  sur  la  diehlorhydrine  corres- 
pondante. La  dinitrine  est  un  liquide  sirupeux  comme  la  glycé- 
rine elle-même,  d'une  saveur  sucrée,  partiellement  soluble  dans 
Teau  et  plus  dense  que  celle-ci. 

»  Elle  ne  détone  pas  sous  le  choc  et  n'est  pas  distillable  même 
sans  décomposition  sous  la  pression  ordinaire.  Elle  brûle  vive- 
ment avec  une  flamme  blanche, 

»  La  dinitrine  bi-primaire 

GH.,OAzO| 
CH,  OH 

I 

CH.,  OAzO. 

a  été  obtenue  de  la  même  manière  que  la   précédente,   en 
employant  la  di-chlorhydrine  bi-primairc.  Ses  caractères  phy- 
siques sont  les  mêmes  que  ceux  de  son  isomère. 
»  J'ai  préparé  aussi  l'éther  nitrique 

CH».  OAiO,  CH,,  OH 

CH  .  du  fflycide    CH  v 

I    >  °^  I    >. 

CH/  CH/ 

en  faisant  agir  le  nitrate  d'argent  sur  l'épichlorhydrine.  C'est  un 
liquide  épais,  incolore,  non  distillable,  insoluble  dans  Teau.  Il 
s'échaufleau  contact  de  l'acide  chlorhydrique,  auquel  il  s'ajoute 
probablement  pour  donner  la  chloronitrine  glycérique  (CsH^) 
OHClAzOj. . 

Divers  membres  rendent  compte  des  phénomènes  de  congéla- 
tion instantanée  qu'ils  ont  observés  pendant  les  derniers  froids. 

M.  Louis  Henry  attire  de  nouveau  l'attention  de  la  section  sur 
la  haute  importance  des  phénomènes  thermiques  au  point  de 
vue  chimique.  Il  s'occupe  spécialement  de  la  relation  qui  existe 
entre  le  degré  d'activité  chimique  des  corps  et  leur  état  ther- 
mique. Après  avoir  examiné  sous  cerapportdivers  corps  simples, 
il  s'occupe  des  corps  composés;  il  constate  et  il  établit  la  corré- 
lation étroite  qui  existe  entre  l'aptitude  des  corps  à  réagir,  et  le 
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phénomène  thermique  qui  a  accompagné  la  formation  de  ces 
corps;  dans  ces  phénomènes  thermiques,  il  distingue  leur  nature 
et  leur  intensité.  Selon  M.  L.  Henry,  il  est  vrai  de  dire,  en  un 
sens,  que  ï affinité^  c'est  la  chaleur. 

Appliquant  ce  principe  général  à  quelques  groupes  de  corps 
spéciaux,  et  notamment  aux  hydracides  bologénés,  M.  Henry  fait 
voir  que  les  propriétés  de  ces  composés,  tant  pour  Thydrogène 
que  pour  le  corps  hologènc,  chlore,  brome  ou  iode,  se  déduisent 
logiquement  du  phénomène  thermique  qui  caractérise  la  forma- 
tion de  ces  combinaisons  à  Taide  de  leurs  éléments  libres,  et 
pourraient  même  être  déterminées  à  priori,  étant  données  la 
nature  et  Tintensité  de  ces  phénomènes  thermiques. 

M.  L.  Henry  signale,  à  cette  occasion,  certains  groupes  de 
corps  formés  sans  phénomène  thermique  bien  sensible,  et  notam- 
ment les  periodures,  parmi  lesquels  le  periodure  potassique 
KI03;  ce  corps  a  été  lobjet  des  recherches  récentes  de  M.  Ber- 
thelot.  L^iode  lo,,  en  s*ajoutanl  à  Fiodure  de  potassium  KIo, 
ne  détermine  aucun  dégagement  de  chaleur  bien  apparent  :  aussi 
cet  iode  a-t-il  conservé  dans  celte  combinaison  l'intégrité  presque 
complète  de  ses  propriétés,  tant  physiques  que  chimiques,  tandis 
que  riode  fixé  primitivement  sur  le  potassium,  avec  un  dégage- 
ment de  chaleur  considérable,  a  été  modifié  profondément  dans 
ses  allures  et  son  énergie  chimique. 

M.  L.  Henry  annonce  le  dépôt  prochain  d'un  mémoire  sur  la 
corrélation  qui  existe  entre  Tétat  thermique  des  corps,  simples 
et  composés,  et  leur  état  tant  physique  que  chimique. 

M.  Louis  Henry  rend  compte  du  travail  publié  récemment 
par  MM.  Berlhelotel  Ogier  (*)  sur  le  dipropargyley  au  point  de 
vue  thermique.  Il  constate  avec  satisfaction  que  ses  prévisions  en 
ce  qui  concerne  Tétat  thermique  de  cet  hydrocarbure,  considéré 
relativement  à  son  isomère,  la  benzine,  ont  été  pleinement  con- 
firmées. Ainsi  que  le  démontre  sa  chaleur  de  combustion  déter- 
minée expérimentalement,  853,6  calories  pourCeHe,  ou  78  gram- 
mes, ce  composé  est  formé,  à  partir  de  ses  éléments,  avec  une 

f)  Comptes  rendus,  séance  da  45  noTembre  iSSO,  t  XCl,  p.  78i. 
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absorption  de  chaleur  considérable  (82,8  calories).  M.  L.  Henry 
fait  remarquer,  en  passant,  que  ces  chiffres,  indiqués  par  MM.  Ber- 
tbelol  et  Ogier,  sont  un  peu  plus  faibles  que  ceux  auxquels  on 
arrive  par  le  calcul,  en  tenant  compte  des  données  fournies  par 
d'autres  hydrocarbures,  tels  que  GH4,  C2He,  CsHg,  £3114,63112,  etc. 
Quoi  qu'il  en  soit  de  cette  différence  entre  les  données  de  Tex- 
périence  et  celles  de  la  théorie,  il  est  prouvé  que  le  dipropargyle 
renferme  une  réserve  de  calorique  considérable,  de  loin  supé- 
rieure à  celle  conservée  dans  la  benzine.  Cette  réserve  d'énergie 
thermique  rend  parfaitement  compte  de  l'extension  et  de  l'énergie 
du  pouvoir  additionnel  du  dipropargyle,  hydrocarbure  si  remar- 
quable et  d'un  si  haut  intérêt  au  point  de  vue  de  l'isomérie  dans 
ses  rapports  avec  les  doctrines  thermo-chimiques. 

M.  L.  Henry  continue  l'étude  de  ce  composé»  au  point  de  vue 
chimique. 

M.  F.  Dewalque  fait  remarquer  les  défauts  des  méthodes 
pratiques  utilisées  habituellement  pour  déterminer  la  puissance 
calorifique  des  combustibles.  On  admettait,  en  effet,  que  le  pou- 
voir calorifique  pouvait  se  déduire  de  la  composition  centésimale 
en  carbone,  hydrogène  et  oxygène  du  combustible,  dès  que  l'on 
connaissait  le  pouvoir  calorifique  du  carbone  et  de  l'hydrogène; 
ou  bien  on  utilisait  la  méthode  de  Berthier,  fondée  sur  ce  prin- 
cipe plus  faux  encore,  que  le  pouvoir  calorifique  était  propor- 
tionnel à  la  quantité  d'oxygène  absorbée  par  la  combustion.  Cette 
quantité  d'oxygène  était  déduite  de  la  quantité  de  plomb  réduite 
par  une  quantité  déterminée  de  combustible  mélangée  avec  de 
la  litbarge  en  excès. 

Les  progrès  de  la  thermo-chimie  ont  montré  que  ces  méthodes 
sont  entièrement  inexactes.  Il  ne  reste  donc,  pour  obtenir  des 
résultats  exacts,  qu'à  déterminer  directement  la  puissance  calo- 
rifique par  une  combustion  dans  un  calorimètre  perfectionné,  et 
à  tenir  compte  des  diverses  causes  d'erreur. 

C'est  là  un  point  assez  important  à  signaler  comme  consé- 
quence directe  des  déterminations  thermo-chimiques  de  M.  Ber- 
thelot  et  d'autres  savants. 

V.  f 
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Lundif  25  avril  4881.  —  M.  Louis  Henry  développe  la  pro- 
position d^établir  des  comptes  rendus  périodiques  des  progrès 
accomplis  dans  les  différentes  sciences  dont  s*occupe  la  section. 

Après  une  courte  discussion,  la  proposition  de  M.  Louis 
Henry  est  adoptée,  et  divers  membres  s'engagent  à  faire  ces 
comptes  rendus. 

M.  Louis  Henry  fait  à  la  section  les  communications  suivantes, 
qu'il  se  propose  de  développer  dans  des  mémoires  spéciaux  : 

1®  Sur  la  préparation  de  Viodure  (Taliyle. 

M.  Henry  attribue  la  formation  de  Fiodure  d  allyle,  dans  la 
réaction  sur  la  glycérine  du  phosphore  ordinaire  et  de  Fiode,  à 
Faction  de  ces  corps  —  équivalents  à  Phlos  —  sur  Talcool  ally- 
lique  lui-même.  L*alcool  allylique  résulterait  de  la  décomposition 
d'une  bi'iodhydrine 

C.H,<{{Ji  =  C,H,(OH)  +  Io„ 

produit  direct  de  Faction  du  phosphore  et  de  Fiode  sur  la  glycé- 
rine. 

II  fait  remarquer  que  le  tribromure  de  phosphore  fournit  le 
composé  correspondant 

lequel  est  stable,  tandis  que  le  premier  se  décompose  aisément. 

Il  a  pu  d'ailleurs  recueillir  de  Falcool  allylique  dans  le  liquide 
aqueux  qui  surnage  Fiodure  d'allyle  formé,  mais  en  faible  quan- 
tité :  37  grammes  pour  trois  kilogrammes  d'iode. 

L'expérience  directe  a  constaté  que  la  formation  de  cet  alcool 
allylique  ne  peut  être  attribuée  à  l'action  de  l'eau  sur  Fiodure 
d'allyle. 

2°  Mécanisme  de  la  formation  des  amides  par  l'action  de 
tammoniaque  sur  les  chlorures  acides. 

L'action  de  l'ammoniaque  est  extérieurement  différente  sur 
les  chlorures  d'acides  et  sur  les  chlorures  d'alcools.   Ceux-ci 
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S  ajoutent  simplement  à  NH^,  comme  les  bydracides  halogènes  : 

CH,  -  CHjCI  -I-  NH,  =  lï^f 

GH|  —  CHg. 

Les  chlorures  diacides  donnent,  comme  Ton  sait,  immédia- 
tement une  amide,  avec  dégagement  de  HCI 

CH,  -  CGC!  -^  NH,  =  N  <25  _  CH  H-  HCI. 

M.  Henry  admet  que  Faction  est  la  même  au  fond  ;  les  chlo- 
rures d  acides  s'ajoutent  en  réalité  à  NH3,  comme  les  éthers 
haloîdes,  mais  la  présence  du  radical  négatif  —  radical  oxygène, 
d*acide  —  exerce  une  action  répulsive  sur  le  chlore  fixé  en 
même  temps  sur  Pazote  pentavalent  ;  le  chlore  s'échappe  alors 
avec  de  Thydrogène  sous  forme  d  acide  chlorhydrique. 

M.  Henr)'  irouve  la  preuve  de  Texactitude  de  cette  interpré- 
tation dans  le  fait,  qu'il  a  constaté,  de  l'addition  directe  du  chlo- 
rure d'acétyle  à  diverses  aminés  tri-alcooliques,  et  notamment  à 
la  trtméthyl-amine  : 

V  .(CH,), 
CH,  -  ceci  -♦-  N  —  (CH J,  =  N«:i 

M.  L.  Henry  décrit  divers  composés  de  cette  nature. 

II  s'occupe,  à  cette  occasion,  de  l'action  des  chlorures  négatifs, 
minéraux  et  organiques  sur  les  nilriles  C^H^.,  —  N,  et  il 
annonce  qu'il  a  commencé  l'étude  de  l'action  des  éthers  des 
acides  organiques  sur  les  aminés  tertiaires  d'ordre  divers. 

En  terminant,  M.  Henry  insiste,  une  fois  encore,  sur  l'emploi 
avantageux  qui  peut  être  fait  des  dérivés  hydrocarbonés,  méihy- 
liques,  éthyliques,  etc.,  à  la  place  des  composés  simplement 
hydrogénés  correspondants.  La  stabilité  particulière  des  dérivés 
alcooliques  permet  de  combler  de  nombreuses  lacunes  existant 
dans  les  séries  des  composés  purement  hydrogénés,  et  de  faire 
apercevoir,  dans  leur  réalité,  bien  des  réactions  dont  le  méca- 


—  84  — 

nisme  est  dissimulé  par  des  réactions  secondaires  se  produisant 
sur  les  composés  de  I^hydrogéne  lui-même. 

3®  Sur  les  composés  diallyliques. 

M.  Henry  annonce  qu*il  a  repris  Tétude  du  diallyle,  hydro- 
carbure d*une  fécondité  en  quelque  sorte  inépuisable. 

Il  expose  le  but  qu*il  poursuit  dans  ces  recherches  et  signale 
en  même  temps  quelques  dérivés  diallyliques  tétra-atomiques 
nouveaux. 

Il  espère  pouvoir  présenter  un  mémoire  complet  sur  cet  objet 
à  la  prochaine  session  d  octobre. 

Mercredi  27  avril  4881 .  —  M.  De  Heen  donne  lecture  du 
travail  suivant,  sur  la  Détermination  des  dimensions  probables 
des  molécules  liquides  : 

Dans  la  séance  du  8  avril  1880,  nous  avons  donné  lexposé 
d'une  méthode  à  Taide  de  laquelle  il  est  possible  d'évaluer  avec 
une  certaine  approximation  les  dimensions  réelles  des  molécules 
constituant  les  liquides  (*).  Cette  méthode  nous  avait  donné  des 
résultats  satisfaisants,  si  on  les  compare  aux  résultats  obtenus  par 
d'autres  auteurs.  C'est  ainsi  qu'en  se  basant  sur  l'élude  des 
phénomènes  électriques,  MM.  Herwig,  Lorenz  et  Thompson 
trouvent  respectivement  pour  le  diamètre  de  la  molécule  d'eau 
0"^",000.000.186;  0«»",OOO.OOO.iOO;  0"",000. 000.050,  tandis 
que  notre  procédé,  basé  sur  l'observation  des  phénomènes  capil- 
laires, donne  0'"",000.000.075. 

Encouragé  par  ce  résultat,  nous  avons  cherché  une  méthode 
nouvelle  qui  permit  de  confirmer  davantage  que  les  dimensions 
des  molécules  appartiennent  à  cet  ordre  de  grandeur. 


(*)  Annales,  1879-1880,  \^  partie,  p.  84.  Le  diamètre  de  la  molécule  était  donné  par 
la  formule  S  =  r— 'P  ^^"^  îa  force  capillaire  exprimée  en  atmosphères,  D  le  diamètre 
du  tube  capillaire  et  R  la  pression  interne.  Cette  valeur  est  égale  à  iiîlJL^  £  étant  l'équi- 
valent mécanique  de  la  chaleur,  c  la  chaleur  spécifique,  K  la  chaleur  spécifique  absolue 
et  «x  le  coefficient  de  dilatation.  On  conçoit  que  pour  l'eau  la  valeur  de  R  ne  peut  acquérir 
un  certain  degré  d'exactitude  que  pour  des  températures  assez  éloignées  du  maximum  de 
dentité,  la  valeur  de  a.  éprouvant  des  perturbations  par  suite  de  la  variation  de  constitu- 
tion de  ce  liquide. 


—  SS- 
II résulte  des  observations  concernant  la  valeur  de  Ténergie 
potentielle  de  Teau  que,  si  l'on  subdivise  un  décimètre  cube 
d'eau,  de  manière  à  rendre  sa  surface  libre  égale  à  10.000  mètres 
carrés,  il  faut  dépenser  un  travail  correspondante  150  kilogram- 
mètres  (*).  D'autre  part,  nous  savons  qu'un  kilogramme  d'eau 
absorbe  en  se  vaporisant  535  calories,  valeur  qui  correspond,  en 
chiffres  ronds,  à  230.000  kilogrammètrcs,  en  admettant  que 
l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur  soit  égal  à  425  kilogram- 
mètrcs. Gela  établi,  on  trouve  par  un  calcul  bien  simple  que,  s'i| 
fallait  subdiviser  un  décimètre  cube  d'eau  de  manière  à  dépenser 
par  le  fait  de  cette  subdivision  230.000  kilogrammètrcs,  il  fau- 
drait que  sa  surface  libre  fût  devenue  égale  à  15.300.000  mètres 
carrés.  Tel  est,  du  moins  approximativement,  l'état  de  subdivision 
de  ce  décimètre  cube  d'eau  réduit  en  vapeur  ;  nous  disons  approxi- 
mativement, car  on  peut  admettre  comme  possible  que  la  valeur 
de  rénèrgie  potentielle  de  l'eau  varie  lorsqu'elle  se  rapporte  aux 
dernières  limites  de  la  divisibilité  naturelle  de  la  matière.  Cette 
réserve  faite,  déterminons  le  diamètre  qu'il  faut  attribuer  à  une 
molécule,  supposée  sphérique,  pour  que  la  surface  libre  d'un 
décimètre  cube  d'eau  devienne  égale  à  15.300.000  mètres  carrés, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  pour  qu'un  millimètre  cube  présente 
une  surface  libre  de  15.300.000  millimètres  carrés. 

Désignons  par  n  le  nombre  des  molécules  contenues  dans  un 
millimètre  cube,  par  s  la  surface  d'une  molécule,  par  t;  le  volume 
d'une  molécule,  et  par  A  la  surface  libre  totale. 
Nous  aurons  les  deux  équations  de  condition  : 

d'où 

V  ixr*      r 


n  Voir  :  Voyagez  et  métamorphoses  (Tune  gouttelette  d'eau,  par  M.  Van  der  Mens- 
braggbe  (Bulletiii  de  l'Académie  royale  de  Belgique,  S*  série,  t.  L,  p.  423, 4880). 


et 

3 

En  effectuant  le  calcul,  nous  trouvons  pour  Teau  : 

r=0""»,000.000.49, 

valeur  double  de  celle  obtenue  par  M.  Herwig.  Il  est  probable 
que  cette  différence  provient  de  ce  qu*il  ne  faut  pas  considérer  la 
surface  de  la  molécule  elle-même^  mais  bien  une  surface  corres- 
pondant à  un  diamètre  égale  à  la  distance  qui  sépare  les  centres 
des  molécules  lorsqu'elles  sont  sur  le  point  de  ne  plus  constituer 
un  liquide. 

En  effet,  le  diamètre  d*une  gouttelette  quelconque  doit  être 
considéré  comme  étant  égal  à  une  distance  qui  permettrait  de 
laisser  passer  cette  gouttelette  entre  deux  autres  sans  que  les  sur- 
faces se  confondent.  Or,  c'est  seulement  lorsque  les  molécules 
cessent  de  se  confondre  que  le  liquide  disparait. 

Afin  de  prouver  Pécartement  considérable  que  les  molécules 
subissent  avant  la  production  de  ce  phénomène,  il  pourra  suffire 
de  rappeler  la  belle  expérience  à  Faide  de  laquelle  on  montre  le 
passage  liquide  à  Tétat  gazeux. 

On  chauffe,  dans  un  tube  résistant,  une  certaine  quantité  d*un 
liquide  volatil.  Ce  liquide  se  dilate  d'abord  énormément,  puis, 
lorsque  cette  dilatation  a  atteint  une  certaine  limite,  la  pellicule 
superficielle  disparait.  C'est  Técartement  moléculaire  correspon- 
dant à  une  dilatation  semblable  que  les  molécules  doivent  subir 
avant  de  constituer  une  vapeur.  Telle  est  sans  doute  la  raison 
pour  laquelle  cette  nouvelle  méthode  donne  un  diamètre  plus 
fort  que  celui  que  Ton  trouve  par  d'autres  procédés.  D'un  autre 
côté,  il  est  certain  que  notre  première  méthode  fournit,  pour 
l'eau,  un  résultat  trop  faible.  Si  nous  prenons  la  moyenne  de 
ces  deux  valeurs,  l'une  trop  forte,  Tautre  trop  faible,  nous  trou- 
vons un  diamètre  égal  è  0"",000. 000.227,  valeur  qui  approche 
beaucoup  de  celle  qu'a  donnée  M.  Herwig. 

En  appliquant  ces  méthodes  à  l'alcool,  à  Téther  et  au  sulfure 
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de  Carbon  e,  pour  lesquels  nous  possédons  les  éléments  de  calcul 
nécessaires»  nous  trouvons  : 

DUMÈTRE  DE  LA  MOLÉCULE. 
!*•  Btflhod*.  !■•  mélhod*. 

Éthep 0"«,000.000.237        O'»»,000,000,690 

Alcool O'n-jOOO.OOO.ilO        O-^.OOO.OOOjSSe 

Sulfure  de  carbone.    .    .    .    O^-.OOO  000.200       0«»»,000.000.820 

Les  résultats  que  Ton  obtient  par  la  deuxième  méthode  sont» 
ici  encore»  plus  forts  que  les  résultats  donnés  par  la  première 
méthode;  celle-ci  présente,  dans  le  cas  actuel»  plus  de  garanties 
d'exactitude  que  pour  Teau. 

M.  Louis  Henry  communique  à  la  section  les  résultats  de  ses 
travaux  sur  les  points  suivants  : 

l**  Sur  un  polymètre  du  dipropargyk. 

Ce  polymère  a  été  obtenu  comme  produit  accessoire  dans  la 
décomposition  du  composé  cuivreux  du  dipropargyle  par  Tacide 
chlorhydrique. 

C*est  un  corps  solide»  fort  soluble  dans  Téther»  d'où  il  cristal- 
lise en  lamelles  minces»  devenant  rougeétres  à  Tair  ;  il  fond  à  93^ 

La  densité  de  sa  vapeur  n*a  pas  pu  être  prise  avec  exactitude, 
ce  corps  se  décomposant  déjà  à  185%  température  d'ébullition 
de  Taniline.  La  densité  trouvée  est  6»  5;  celle  du  dipropargyle 
est  2,  69.  Peut-être  ce  corps  est-il,  comme  la  benzine  par  rap- 
port à  lacétyléne,  un  multiple  par  3  du  dipropargyle. 

^  Sur  la  solidarité  fonctionnelle  dans  les  composés  organiques 
et  la  classification  des  composés  poly-atomiques  d'après  ce  point 
de  vue. 

Cette  communication  fait  partie  d'un  mémoire  étendu  que 
M.  Henry  se  propose  de  présenter  à  la  section  dans  la  prochaine 
session.  L'auteur  a  jugé  préférable  de  ne  pas  en  donner  le 
résumé  dès  à  présent. 

3"  De  l'action  du  chlore  sur  l'acétate  de  méthyle. 

L'action  du  chlore  sur  les  éthcrs  des  acides  gras  constitue  un 
chapitre  intéressant  dans  l'histoire  de  la  doctrine  des  substitu- 


—  es- 
tions. M.  L.  Henry  rappelle  qu'il  s'en  est  occupé  lui-même^  il  y 
a  quelques  années,  en  reprenant  Tétude  des  produits  dérivés  de 
Faction  du  chore  sur  lacétate  de  méthyle,  parmi  lesquels  il  a 
trouvé  le  cbloro-acétate  de  méthylène  CHj  <  ^'^  q 

Sur  rinvitation  de  M.  L.  Henry,  M.  C.  Aschman  a  entrepris 
Tétude  de  Faction  du  chlore  sur  lacétate  d*éthyle.  Les  produits 
de  cette  action  sont  fort  complexes. 

En  Tabsence  de  M.  Aschman,  empêché  d'assister  à  la  séance, 
M.  Henry  rend  compte  des  recherches  faites  dans  cette  direction. 

M.  Aschman  a  constaté,  parmi  les  composés  divers  formés 
dans  ces  conditions,  plusieurs  dérivés  aldéhydiques,  et  notam- 
ment de  Taldéhyde  crotonique. 

Les  recherches  de  M.  Aschman  seront  exposées  dans  un 
travail  spécial  (*). 

i^  Sur  r addition  de  l'acide  hypo-chloreux  aux  composés  pro- 
pargyliques, 

M.  L.  Henry  a  entrepris  Tétudc  des  produits  d'addition  de 
Tacide  hypochloreux  (OH)  CI  aux  composés  à  triple  soudure. 

Il  a  commencé  par  les  composés  propargyliques.  Le  pouvoir 
additionnel  des  composés  à  triple  soudure  C  ^  G  s'exerçant  en 
deux  temps,  M.  Henry  espérait,  par  l'addition  d'une  seule  molé« 
cule  d'acide  hypochloreux  à  un  composé  télravalent,  obtenir  un 
véritable  akool  non  saturé  : 


CH,X  CH,X  CH,X 

I  i  I 

c        +0HC1=C(0H)    0U=     CCI 


CH  (OH), 


renfermant  un  chaînon 


C(OH)    ou     CH(OH) 


hydroxylé,  à  soudure  double. 


(*)  Voir  9^  partie,  page  3S9. 
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Son  espoir  ne  s  est  pas  réalisé.  Les  composés  propargyliques 
se  combinent  immédiatement,  en  se  saturant,  à  deux  molécules 
d'acide  bypoehloreux. 

M.  Henry  décrit  les  composés  fournis  par  les  éthers  méthyl 
et  éthyl  propargyliques.  II  entre  dans  diverses  considérations  sur 
la  nature  et  la  constitution  de  ces  composés. 

Ces  recherches  feront  Tobjet  d*un  mémoire  spécial. 

M.  Ommeganck  entretient  la  section  des  modifications  qu1l  a 
apportées  à  la  construction  des  paratonnerres.  Il  remplace  la 
pointe  de  fer  par  une  pointe  è  quatre  arêtes,  en  nickel  fondu. 

M.  Ommeganck  donne  également  des  détails  sur  les  améliora- 
tions qu'il  a  réalisées  dans  rétablissement  de  la  communication 
du  conducteur  avec  le  sol. 

La  section  procède  au  renouvellement  de  son  bureau.  Sont 
nommés  : 

Président,        MM.  G.  Bruylants. 
Vice- Présidents,  P.  De  Heen  et  le  R.  P.  Van  Tricht. 

Secrétaire,  A.  Springael. 


Troisième  Section. 


Jeudi,  28  octobre  1880.  —  M.  le  chanoine  Delvigne  lit  le 
travail  suivant  sur  les  publications  de  la  Société  de  l'Orient 
latin  : 

La  Palestine  restera  toujours  une  terre  privilégiée.  Le  chrétien 
se  sent  naturellement  reporté  vers  ces  lieux  où  s'accomplirent 
les  grands  mystères  de  sa  foi;  l'incrédule  lui-même  ne  saurait 
demeurer  indifférent  à  tant  de  travaux  qui  ont  été  publiés  au 
sujet  de  ce  petit  coin  de  terre  d*où  partirent  les  apôtres  du  chris- 
tianisme. 

La  paix  est  à  peine  rendue  à  TÉglise  par  Tédit  de  Milan  en  313 
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que  de  nombreux  pèlerins  se  rendent  à  Jérusalem  et  à  Bethléem; 
peu  contents  de  suivre  la  trace  des  pas  de  Notre-Seigneur  Jésus- 
Christ,  plusieurs  consignent  dans  un  journal  leurs  impressions 
de  voyage  et  nous  décrivent  les  localités  qu'ils  ont  visitées. 

Depuis  un  quart  de  siècle  surtout,  la  Terre-Sainte  a  été 
explorée  scientifiquement,  et  nous  devons  à  cette  émulation 
d'exactitude  dont  notre  époque  se  pique  des  œuvres  éminentes, 
par  exemple,  la  Description  géographique,  historique  et  archéo- 
logique de  la  Palestine,  par  M.  Victor  Guérin.  (Judée,  tome  1^% 
1868,  tomes  II  et  JJI,  1869.  Samarie,  tome  V\  1874,  tome  II, 
1875.  Galilée,  tomes  I  et  II,  1880.) 

Cet  heureux  et  intelligent  explorateur  écrivait  dans  Tavant- 
propos  de  son  premier  volume  .'«Toutes  les  scènes  de  TAncien  et 
du  Nouveau  Testament  se  déroulent  sous  les  pas  et  devant  l'es- 
prit du  voyageur.  A  mesure  qu'il  parcourt  le  pays,  les  grandes 
figures  des  patriarches  et  des  prophètes,  des  juges  et  des  rois, 
que  dis- je?  celle  du  Messie  lui-même,  semblent  lui  apparaître  a 
leur  tour.  Partout  le  doigl  de  Dieu,  qui  ailleurs  est  plus  caché 
et  plus  mystérieux,  a  laissé  là  une  marque  profonde,  que  les 
siècles  n'ont  pu  effacer.  C'est  ce  qui  communique  à  cette  terre 
des  prodiges  un  caractère  tout  particulier  et  ce  qui  la  distingue 
de  toutes  autres;  c'est  aussi  ce  qui  captive  si  puisamment  l'in- 
térêt de  tous  ceux  qui,  en  l'explorant,  regardent  la  Bible  comme 
leur  guide  le  plus  sûr  et  le  plus  fidèle,  et  s'inclinent  avec  une 
respectueuse  adhésion  devant  les  faits  surnaturels  qu'elle 
raconte.  » 

M.  Guérin,  arrivé  au  terme  de  sa  description  de  la  Galilée, 
écrivait  tout  récemment  :  c  Depuis  1852,  j'ai  sillonné  la  Pales- 
tine à  plusieurs  reprises,  dans  tous  les  sens;  j'ai  consacré  à  cette 
étude  la  meilleure  partie  de  mes  forces  et  de  mon  temps,  sans 
me  laisser  rebuter  par  la  fatigue,  par  la  maladie,  ni  par  aucun 
obstacle.  Mon  unique  ambition  a  été  de  contribuer,  selon  mes 
faibles  moyens,  à  jeter  une  nouvelle  lumière  sur  un  pays  qui, 
dans  les  desseins  de  la  Providence,  a  été  choisi  pour  préparer 
par  son  histoire  et  voir  ensuite  se  réaliser  dans  son  sein  le  grand 
mystère  de  la  Rédemption.  > 


C'est  également  en  vue  de  répondre  à  un  besoin  réel  que  s'est 
fondée  à  Paris,  il  y  a  six  ans,  la  Société  pour  la  publication 
de  textes  relatifs  à  l'histoire  et  à  la  géographie  de  VOrieni 
latin. 

Laissons  d'abord  les  fondateurs  de  celte  utile  institution  nous 
exposer  eux-mêmes  le  but  qu'ils  ont  en  vue. 

c  L'Académie  des  inscriptions  et  belles-lettres  a  entrepris  et 
poursuit  avec  persévérance  la  publication  du  Recueil  des  hîslo- 
riens  des  croisades,  œuvre  monumentale  destiné  à  servir  de 
fondement  à  toute  étude  historique  sérieuse  sur  I'Orient  Latin 
(royaumes  de  Jérusalem,  de  Chypre  et  d'Arménie ,  principautés 
d'Antioche  et  d'Achaîe,  empire  latin  de  Constantinople). 

>  Mais,  en  dehors  de  ces  textes  étendus,  et,  pour  ainsi  dire, 
classiques,  il  existe  dans  les  dépôts  publics  de  l'Europe ,  une 
grande  quantité  de  documents  historiques  et  géographiques 
d'ordre  secondaire,  de  ces  documents,  ou  encore  inédits,  ou 
devenus  d'une  rareté  telle,  que  certaines  pièces  de  Terre-Sainte 
arrivant  aujourd'hui  à  atteindre,  dans  les  ventes  publiques,  de 
véritables  prix  de  fantaisie,  ne  sauraient,  avant  de  longues 
années,  trouver  place  dans  le  Recueil  académique;  le  plus  grand 
nombre  d'ailleurs,  et,  en  particulier  les  pèlerinages  en  Terrc- 
Saiute,  ont  été,  dès  le  principe,  écartés  du  plan  de  cette  col- 
lection. > 

La  Société  de  l'Orient  latin  ,  composée  de  cinquante 
membres  titulaires  et  de  trois  cent  cinquante  associés  sous- 
cripteurs, a  présentement  —  octobre  1880  —  publié,  outre  ses 
rapports  annuels,  quatre  volumes  de  textes  historiques  et  géo- 
graphiques. Nous  nous  bornerons  aujourd'hui  aux  deux  tomes  qui 
ont  paru,  relatifs  aux  itinéraires  de  Terre-Sainte,  écrits  en  langue 
latine  du  IV  au  XI'  siècle.  Ces  volumes  remarquables  par  leur 
belle  exécution  typographique  sont  à  consulter  par  tous  ceux 
que  leur  profession  ou  leur  goût  pousse  vers  les  études  bibli- 
ques. MM.  Tobler  et  Molinier  ont  fait  une  sévère  révision  des 
textes  édités  par  eux;  ils  ont  eu  à  leur  disposition  les  éditions 
antérieures  et  des  manuscrits  qui  avaient  échappé  aux  recher- 
ches de  leurs  devanciers.  La  critique  a  été  poussée  si  loin,  si 


vif  était  le  désir  de  bied  faire  que  M.  Molinier,  ayant  découvert 
des  manuscrits  plus  corrects  de  la  relation  de  Théodose,  écrivain 
de  530,  s*est  cru  obligé  de  donner  une  nouvelle  édition  d*une 
notice  déjà  publiée  par  Tobler,  son  prédécesseur. 

La  Société  de  l'Orient  latin  n*est  guère  connue  en  Belgique. 
A  ce  titre,  nos  confrères  voudront  bien  accueillir  avec  un  sym- 
pathique intérêt  ces  quelques  notes  dont  nous  leur  donnons 
communication. 

Les  deux  tomes  des  Itinera  Hierosolymitana  et  descriptiones 
Terrœ  Sanctœ  bellis  sacris  anteriora  et  latina  lingua  exaratœ 
contiennent  seize  relations,  rangées  par  ordre  chronologique. 

La  première  en  date,  collationnée  sur  trois  manuscrits  et  onze 
éditions,  est  le  journal  très  connu  du  Pèlerin  de  Bordeaux  à 
Jérusalem  en  533.  Sans  doute  ce  travail  où  ne  se  trouve  qu'une 
sèche  nomenclature  de  noms  d*endroit  semble  au  premier  abord 
dépourvu  d'intérêt  par  son  manque  d'une  description  quel- 
conque, si  l'on  excepte  Jérusalem  à  laquelle  deux  pages  sont 
consacrées.  On  ne  peut  se  dispenser  toutefois  de  le  mentionner 
à  cause  de  son  antiquité  et  de  son  exactitude  habituelle. 

Le  nom  de  saint  Jérôme  se  rattache  par  des  liens  puissants 
aux  études  bibliques.  Nous  nous  bornerons  à  rappeler  ici  qu'il 
est  l'auteur  de  la  Peregrinatio  Sanctœ  Paulœ  en  404,  et  <]u'il 
tint  la  plume  pour  Paula  et  Eustochium  dans  leur  lettre  à  Mar- 
cella  sur  les  lieux  saints.  Le  passage  concernant  Bethléem  est 
véritablement  émouvant  et  empreint  des  accents  de  la  grande 
éloquence.  Le  texte  a  été  revu  sur  deux  manuscrits  et  six  édi- 
tions. 

S.  Eucher,  évêque  de  Lyon,  ne  visita  pas  la  Palestine.  Ayant 
eu  l'occasion  d'entendre  divers  pèlerins  de  Terre-Sainte,  il  réu- 
nit leurs  témoignages,  ainsi  qu'il  le  dit  lui-même,  au  résumé  de 
ses  lectures  et  il  écrivit  ainsi,  en  440,  sa  lettre  au  prêtre  Faus- 
tin.  Les  éditeurs  n'ont  pas  eu  de  manuscrit  à  leur  disposition. 
Notons  en  passant  que  la  basilique  du  S.  Sépulcre,  élevée  par 
Constantin  le  Grand,  porte  le  nom  de  martyrium  dans  cette 
relation,  et  que  l'auteur  mentionne  les  deux  églises  très  célèbres 
sises  sur  le  mont  des  Oliviers. 


Vient  mainleDant  en  cinquième  lieu  un  Abrégé  de  Jérusalem, 
Breviarius  de  Hierosolymaf  écrit  vers  550  et  demeuré  inédit 
jusqu*à  présent.  On  n*en  connaît  qu*un  seul  manuscrit.  Cest 
sans  doute  une  description  fort  raccourcie,  mais  elle  se  distingue» 
par  sa  clarté  et  sa  précision,  et  pour  ne  comprendre  que  la  seule 
ville  de  Jérusalem,  elle  est  d'autant  plus  explicite  sur  les  églises. 
<  Dès  qu'on  entre,  dit-il,  dans  l'église  de  Saint-Constantin,  on 
trouve  à  l'occident  une  grande  abside  où  étaient  déposées  les 
trois  croix.  I/autel  est  en  or  et  en  argent,  soutenu  par  neuf 
colonnes.  Dans  le  pourtour  de  l'abside  se  dressent  douze  colonnes 
et,  chose  tout  à  fait  incroyable,  ces  colonnes  sont  surmontées 
de  douze  coupes  d'argent.  » 

Nous  rencontrons  présentement  une  œuvre  contemporaine  de 
la  précédente,  et  due  à  un  certain  Théodore,  ou  plus  justement 
Théodose,  d'après  le  manuscrit  de  Rome  et  celui  de  Louvain, 
diacre  ou  archidiacre. 

Antonin  le  Martyr  ne  doit  pas  cette  appellation  à  une  déci- 
sion de  l'Église;  il  souffrit  beaucoup  durant  le  pèlerinage  qu'il 
fit  en  570.  Le  texte  publié  par  la  Société  de  VOrienl  latin  a  été 
collationné  sur  quatorze  manuscrits  et  cinq  éditions.  Il  est  assez 
surprenant  que  cet  écrivain,  cité  du  reste  par  les  Bollandistes, 
ait  été  omis  par  Dom  Ceillier,  dans  son  Histoire  des  auteurs 
sacrés  et  ecclésiastiques, 

Antonin  quitta  la  ville  de  Plaisance,  poussé  qu'il  était  par  le 
désir  de  marcher  sur  les  traces  du  Christ  et  de  voir  les  miracles 
des  prophètes.  Il  se  rendit  d'abord  à  Constantinople,  puis  en 
Chypre;  il  parcourut  l'ancienne  Phénicie,  et  de  là  pénétra  en 
Galilée.  A  propos  de  Nazareth,  il  ne  manque  pas  de  signaler  la 
beauté  des  femmes  de  cette  ville,  réputées  les  plus  belles  de  la 
Palestine.  Elles  doivent  ce  privilège  singulier  à  une  faveur  de 
la  sainte  Vierge.  Antonin  a  vu  de  ses  yeux  et  tenu  dans  ses 
mains  le  titre  de  la  croix.  Pour  lui,  la  croix  est  en  bois  de  noyer. 
Au  troisième  mille  de  Jérusalem,  à  Rama,  on  rencontre  le  tom- 
beau de  Rachel,  elle  y  repose.  Trois  milles  plus  loin,  nous  avons 
Bethléem, /oca/i7é  splendide;  les  serviteurs  de  Dieu  y  sont  nom* 
breux.  c  Là  se  trouve  la  grotte  où  naquit  le  Sauveur;  la  crèche 
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qu'oD  y  conserve  est  couverte  d'or  et  d*argent;  des  lampes  y 
brûlent  le  jour  et  la  nuit.  L*ouverlure  de  lagrottecsl  fort  étroite. 
Le  prêtre  Jérôme  tailla  lui-même  le  rocher  à  Touverture  de  la 
caverne  et  s*y  fit  un  tombeau  où  il  fut  déposé.»  Antonin  le  mar- 
tyr traversa  ensuite  le  désert  d'Arabie,  visita  THoreb  et  le  Sinaî. 
La  source  près  de  laquelle  Moïse  paissait  son  troupeau,  quand 
le  Seigneur  lui  apparut  dans  la  vision  du  buisson  ardent, 
est  comprise  présentement  c  dans  un  monastère  où  se  trouvent 
trois  abbés  connaissant  les  langues  latine,  grecque,  syriaque, 
égyptienne  et  persane. .  Enfin ,  après  avoir  parcouru  tant  de 
lieux  pleins  de  miracles...,  fatigués  par  un  voyage  si  long,  nous 
avons  commencé  à  songer  au  retour.  Après  un  trajet  de  mer, 
nous  sommes  arrivés,  avec  l'aide  de  Notre  Seigneur  Jésus-Christ 
dans  l'Italie  qui  est  notre  pays.  Nous  sommes  restés  avec  allé- 
gresse dans  notre  endroit  natal,  la  ville  de  Plaisance,  assise  sur 
le  fleuve  qu'on  appelle  le  Pô.  » 

Un  siècle  après,  Arculfe,  que  quelques-uns  prétendent  avoir 
été  évêque  de  Périgueux,  cingla  à  son  tour  vers  la  Palestine. 
C'était  trente  ans  environ  après  que  le  Khalife  Omar  se  fut 
rendu  maître  de  Jérusalem.  Revenant  de  voyage,  il  fut  jeté  sur 
les  côtes  d'Ecosse  et  recueilli  à  l'abbaye  de  Hi  par  Adamnanus. 
Cet  abbé  accueillit  le  pèlerin  avec  joie;  sa  curiosité  vivement 
excitée  le  porta  à  consigner  leur  récit  par  écrit.  Nous  devons 
donc  au  zèle  intelligent  de  ce  moine  une  description  des  lieux 
saints,  de  plus  de  soixante-dix  pages  de  texte  imprimé.  La  lec- 
ture admise  par  la  Société  de  VOrient  latin  a  été  collationnée  sur 
treize  manuscrits  et  cinq  éditions. 

Nous  apprenons  dans  le  prologue  qu'Arculfe  a  séjourné  neuf 
mois  à  Jérusalem.  Il  a  compté  quatre-vingt-quatre  tours  dans 
l'enceinte  emmuraillée.  <  A  ce  lieu  fameux  où  fut  autrefois  un 
temple  magnifique  à  proximité  du  mur,  les  Sarrasins  ont  présen- 
tement construit,  en  forme  de  carré,  une  maison  de  prière;  les 
matériaux  en  sont  grossiers;  cette  maison,  s'il  faut  en  croire  la 
rumeur  publipue,  peut  contenir  trois  mille  personnes.  »  Il  faut 
bien  distinguer  entre  le  monument  et  le  sépulcre.  Le  sépulcre 
est  proprement  la  caverne  située  dans  la  partie  nord  du  monu- 
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ment,  où  le  corps  da  Sauveur  ,  entouré  d'un  linceul,  fut  déposé: 
sa  longueur  est  de  sept  pieds,  mesu  rée  par  Arculfe  lui-même. 
Ce  sépulcre  n'est  pas  double,  comme  quelques-uns  le  croient  à 
tort.  Arculfe  vit  de  ses  yeux  le  suaire  qui  enveloppa  la  tête  de 
Jésus-Christ,  et  rapporta  Thistoire  de  la  revendication  de  cette 
relique  que  les  chrétiens  poursuivirent  devant  le  roi  des  Sarra- 
sins Mavia,  quelques  années  auparavant.  Au  mont  des  Oliviers, 
réglise  de  TAscension,  en  forme  de  rotonde,  est  à  ciel  ouvert. 
<  La  relation  de  notre  Arculfe,  dit  le  docte  abbé,  concorde  donc 
avec  le  témoignage  de  diverses  personnes  affirmant  unanime- 
ment que  l'empreinte  laissée  sur  la  (erre  par  les  pas  du  Sauveur 
à  cet  endroit  n'a  jamais  réussi  à  être  couverte  d*un  abri  quel- 
conque. »  Interrogé  sur  les  mesures  de  la  mer  Morte,  Arculfe 
lui  donne  cinq  cent  quatre-vingts  stades  de  longueur,  et  cent 
cinquante  de  largeur.  Les  sauterelles  frites  à  Thuile  constituent 
la  nourriture  des  pauvres.  Quant  au  miel  sauvage,  voici  Vexpé- 
rience  que  raconta  Arculfe  à  son  interlocuteur  :  J'avais  vu  dans 
le  même  désert  quelques  arbres  dont  lesfeuilles  rondes  et  larges 
ont  la  couleur  du  lait  et  la  saveur  du  miel;  la  nature  de  ces 
feuilles  est  fort  tendre;  ceux  qui  veulent  en  faire  leur  nourriture 
commencent  par  les  broyer  entre  les  mains.  Et  voilà  ce  miel 
sauvage  qu'on  trouve  dans  les  forêts.  Arculfe  visita  également 
Nazareth,  Damas,  Tyr,  Alexandrie,  Constantinople. 

Le  récit  qu'il  nous  a  fait,  dit  Adamnanus  ,  d'Alexandrie 
et  du  Nil,  ne  diffère  en  rien  de  ce  que  nous  avons  lu  ailleurs. 
Les  crocodiles  vivent  dans  Peau  du  fleuve  le  Nil  ;  ces  quadru- 
pèdes ne  sont  pas  fort  grands,  mais  d'une  voracité  telle  et  d'une 
.  telle  force  que  s'ils  surprennent  à  l'improviste  par  la  patte  un 
cheval  ou  un  àne  paissant  l'herbe  le  long  des  rives,  ils  l'entraî- 
nent sous  l'eau  et  le  dévorenlà  peu  près  en  entier. 

Le  huitième  siècle  —  720  environ  —  est  représenté  dans 
notre  collection  par  une  notice  du  Vénérable  Bède  de  locis  Sanc- 
tUy  collationnée  sur  vingt-deux  manuscrits  et  six  éditions.  Ce 
travail  ne  fut  pas  estimé  de  tout  temps  à  sa  juste  valeur;  un  pré- 
jugé peu  justifié  ne  voulait  y  voir  qu'une  réédition  du  voyage 
d'Arculfe;  tout  le  monde  sait  que  l'illustre  moine   n'a  jamais 


quitté  le  sol  de  TAngleterre.  Mais  en  y  regardant  de  plus  près,  on 
remarque  que  le  Vénérable  Bède  a  consulté  avant  d'écrire  son 
travail  les  livres  de  Flave  Josèpbe  et  d'autres  auteurs  qui  nous 
ont  renseigné  sur  la  Palestine. 

A  répoque  où  le  vénérable  Bède  résumait  dans  une  substan- 
tielle notice  le  fruit  de  ses  recherches  et  de  ses  lectures,  saint 
Willibald,évéque  d'Eichstadt,  foulait  en  pèlerin  le  sol  de  la  Terre- 
Sainte  (723-726).  Il  ne  consigna  pas  lui-même  par  écrit  la  narra- 
tion  de  son  voyage  ;  une  religieuse  du  monastère  d'Heidenheim 
se  chargea  de  ce  soin  et  publia,  en  787,  le  récit  tel  qu'elle  Tavait 
entendu  de  Fauteur  lui-même.  Ce  récit,  réédité  d'après  six  manu- 
scrits et  six  textes  imprimés,  est  assez  succinct;  il  faut  néanmoins 
Testimer  hautement  puisqu'avec  Arculfe  et  Antonin  le  martyr 
nous  n'avons  pas  d'autres  témoins  que  l'évéque  d'Eichstadt  pour 
la  période  mérovingienne. 

Willibald  note  que  le  Calvaire,  situé  hors  de  l'enceinte  de 
Jérusalem,  y  fut  enclavé  par  sainte  Hélène,  quand  elle  eut 
retrouvé  la  vraie  croix.  Les  trois  croix  étaient  placées  en  ce 
temps-là  à  l'extérieur  de  l'église  du  Saint-Sépulcre,  sous  un  toit. 
Les  pèlerins,  c'est-à-dire,  le  saint  évêque  accompagné  de  son 
père  et  de  son  frère,  arrivés  à  Tyr, durent  longtemps  attendre  un 
navire  pour  les  ramener  en  Europe. 

Enfin  ils  s'embarquèrent  le  jour  de  la  fête  de  saint  André, 
naviguèrent  durant  tout  l'hiver  et  réussirent  à  débarquer  à  Con- 
stantinople  la  semaine  avant  Pâques.  Avant  de  se  rendre  en 
Palestine,  nos  pèlerins  avaient  passé  par  Rome.  Au  retour,  saint 
Grégoire  III,  prévenu  de  leur  arrivée,  voulut  entendre  de  leur 
bouche  le  récit  de  leurs  aventures.  Le  pontife  informa  alors  Wil- 
libald que  saint  Boniface,  archevêque  de  Mayence  et  légat  du 
Saint-Siège,  le  réclamait  pour  occuper  un  siège  épiscopal  en 
Allemagne  et  devenir  ainsi  l'un  des  apôtres  de  la  Bavière. 

Le  récit  dû  à  la  religieuse  d'Heidenheim  est  suivi  dans  notre 
édition  d'une  œuvre  analogue,  mais  demeurée  anonyme.  Ce  tra- 
vail, publié  d'après  un  seul  manuscrit,  a  beaucoup  moins  de 
valeur  que  le  précédent. 

Le  Commemoratorium  de  casis  Dei  vel  monasieriis^  publié 
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d*après  uo  seul  manuscrit, dc  compte  que  cioq  pages.  Ce  précieux 
manuscrit,  rédigé  en  808,  nous  renseigne  sur  le  notnbre  et  la 
population  des  monastères  à  Jérusalem  et  ses  environs.  A  Téglise 
du  Saint-Sépulcre,  par  exemple,  on  comptait  neuf  prétres,quatorze 
diacres,  six  sous-diacres,  vingt-trois  clercs-chanoines,  treize  cus- 
todes appelés  frageliteSyquikrMie  et  un  moines.  Au  mont  des  Oli- 
viers, il  signale  une  église  construite  en  l'honneur  de  la  très 
sainte  Vierge.  Il  énumère  parmi  les  reclus  de  la  montagne  des 
Oliviers  onze  grecs,  quatre  géorgiens,  six  syriens,  deux  arméniens, 
cinq  latins  et  un  arabe.  A  Bethléem  se  trouvaient  alors  des  sty- 
lites,  imitant  saint  Siméon.  La  dépense  du  patriarcat  pour  con- 
tribution due  aux  Sarrasins  se  montait  à  580  sols  (d*or,  sans 
doute?). 

En  870,  un  moine  appartenant  au  royaume  des  Franks  Gt  le 
voyage  de  Terre-Sainte.  Notre  texte  a  été  collationné  sur  quatre 
manuscrits  et  quatre  éditions.  Guillaume  de  Malmesbury  men- 
tionne ce  travail,  sans  donner  d'autres  détails  sur  son  auteur, 
qui  était  peut-être  originaire  de  Tancienne  Armorique.  Bernard, 
comme  on  rappelle,  se  mit  en  route  avec  d('ux  de  ses  frères  en 
religion  dont  il  nous  a  laissé  ignorer  le  nom.  Chose  curieuse, 
Bernard  ne  parle  point  du  tombeau  de  Jésus-Christ;  il  se  borne 
à  renvoyer  son  lecteur  aux  travaux  historiques  de  Bède.  Bétha- 
nie,  située  au  midi,  est  à  un  mille  du  mont  des  Oliviers.  A 
Bethléem,  il  a  vu  la  crèche  du  Sauveur.  L'entrée  de  la  crypte 
est  au  midi,  la  sortie  au  levant.  Au  retour  de  son  excursion,  il 
se  sépara  à  Rome  de  ses  compagnons  de  route  et  visita  le  mont 
Gargan.  Il  termine  par  quelques  mots  sur  la  paix  dont  jouissent 
les  Bretons. 

La  Société  de  l'Orient  latin  a  également  compris  dans  sa  pu- 
blication une  Descriplio  parrochiae  lerusalem^  rédigée  en  460 
environ  et  revue  sur  six  manuscrits.  C^est  une  simple  énuméra- 
tion  des  évéchés  compris  dans  la  circonscription  des  quatre  mé- 
tropoles de  Césarée,  Scythopolis,  Petrea  et  Bostra  relevant  du 
patriarcal  de  Jérusalem. 

Ce  travail  est  suivi  d'une  Notice  sur  les  patriarcats  d'Antioche 
et  de  Jérusalem  au  Vl'siècle.  La  métropole  de  Tyravait  13  é\é- 
V.  9 


chés  suffragants,  Tarse  5,  Ëdesse  10,  Apamée  7,  Hierapolis  8, 
Bostra  19 ,  Anavarza  9,  Séleucie  24,  Damas  10,  Amida  7, 
Sergiopolis  4,  Theodosiopolis  7,  Émèse  4,  huit  mélropolilains 
sans  suffragants,  douze  archevêques.  La  circonscription  du  pa- 
triarcat de  Jérusalem  fut  remaniée  :  Césarée  à  la  mer  eut  dix- 
neuf  évéchés  suffragants,  Scylhopolis  8,  Rabba  de  Moab  12, 
Beceira  34. 

Enfln  notre  collection  se  termine  par  une  courte  notice  écrite, 
à  ce  qu'il  semble,  peu  de  temps  avant  la  première  croisade. 
<  Celui,  dit  Tauteur,  qui  songe  à  visiter  Jérusalem  doit  toujours 
monter  dans  la  direction  du  lever  du  soleil  et  ainsi,avec  la  grâce 
de  Dieu,  il  arrivera  à  Jérusalem...  On  entre  dans  l'église  de 
Saint-Sépulcre  par  la  porte  sépulcrale  et  Ton  en  sort  par  la  porte 
placée  au  midi.  Il  n'y  a  qu'une  seule  porte  pour  entrer  dans  le 
tombeau  du  Sauveur.  »  Il  se  borne  à  mentionner  la  situation  du 
temple  de  Salomon.  Nous  notons  cette  erreur  qu'il  place  Beth- 
léem à  quatre  milles  de  Jérusalem. 

Nous  espérons  que  cette  notice  que  nous  avons  l'honneur  de 
soumettre  aux  membres  de  la  troisième  section  aura  pour 
résultat  de  faire  connaître  tant  soit  peu  parmi  nous  la  Société 
de  l'Orient  latin.  Nous  croyons  rendre  service  à  nos  amis  en 
leur  signalant  une  œuvre  sérieuse,  entreprise  dans  un  esprit 
rigoureusement  scientifique  et  digne  d'encouragement  à  tous 
égards. 

Une  discussion  s'engage  entre  plusieurs  membres  au  sujet  de 
remplacement  du  Saint-Sépulere,  question  incidemment  traitée 
par  M.  Dclvigne. 

M.  Delgeur  dépose  sur  le  bureau  une  très  intéressante  mono- 
graphie sur  la  Cartographie  des  anciens.  Des  remerciments  lui 
sont  votes.  L'auteur  donne  quelques  explications  sur  les  cartes  et 
dessins  contenus  dans  sa  brochure. 

M.  labbcBoulay  fait  part  à  la  section  des  observations  qu'il  a 
faites  sur  plusieurs  espèces  de  Muscinées.  On  exprime  le  vœu  de 
voir  M.  Boulay  publier  son  travail  dans  les  Annales, 

Une  conversation  s'engage  entre  MM.  Rachon  et  Delgeur  au 


sujet  de  la  grande  pyramide  d'Egypte  et  sur  la  signification  sym- 
bolique que  lui  attribue  M.  Piazzi  Smyth  dans  Fou  vrage  intitulé: 
On  ihe  Antiquity  of  intelleclual  Man  from  a  practical  andastro- 
nomical  point  ofview. 

Un  résumé  de  ce  livre  a  été  donné  par  M.  Tabbé  Moigno  dans 
ses  Splendeurs  de  la  foi.  M.  Tabbé  Racbon  en  a  extrait  quelques 
détails  d'un  vif  intérêt  qu'il  communique  à  la  section. 

M.  Tabbé  Boulay,  qui  a  assisté  au  congrès  de  botanique  orga- 
nisé à  Bruxelles  à  Toccasion  du  cinquantenaire  de  Tindépendance 
belge,  expose  qu'on  y  a  traité  au  long  et  au  large  la  question  de 
renseignement  de  la  botanique  dans  les  écoles  primaires,  et  il  a 
cru  remarquer  une  tendance,  de  la  part  de  certains  orateurs,  à 
donner  une  importance  exagérée  à  cet  enseignement  qui  doit  res- 
ter tout  à  fait  élémentaire. 

M.Proost  ne  craint  pas  l'exagération  en  cette  matière,  pourvu, 
bien  entendu,  qu'on  se  serve  d'une  bonne  méthode  d'exposition. 
Il  importe,  ajoute-l-il,  que,  sur  le  terrain  de  l'éducation  et  de 
l'instruction,  nous  ne  nous  laissions  jamais  devancer.  Il  s'en  rap- 
porte, du  reste,  pour  le  développement  de  sa  thèse,  aux  considé- 
rations qu'il  a  publiées  antérieurement  dans  les  Annales  de  la 
Société. 

Jeiuli,27  janvier  1881.  —  M.  de  Fierlant  fait  une  communi- 
cation sur  un  échantillon  minéralogique  trouvé  à  Quenast,  et 
remarquable  par  la  quantité  d'Epidote  rouge,  ou  Piémontite, 
mêlée  à  l'Épidote  verte.  Cette  dernière  substance  est  commune, 
à  Quenast;  on  y  trouve  des  spécimens  de  cristaux,  parfaitement 
terminés,  d'un  diamètre  de  7  à  8  millimètres,  ce  qui  est 
considérable.  L'Épidote  verte  est  plus  rare  et^  jusqu'à  présent, 
n'a  été  rencontrée  que  sous  forme  de  cristaux  très  petits,  sem- 
blables à  ceux  que  l'on  peut  voir  sur  l'échantillon  présenté  à  la 
section.  On  remarque,  au  milieu  de  celui-ci,  des  cristaux  de 
Quartz  disposés  en  droite.  Sur  le  côté,  est  un  petit  cristal  de 
Quartz  hyalin  bien  terminé.  Enfin ,  sur  le  bord,  deux  cristaux 
de  Quartz  hyalin  très  limpides  se  croisent  et  forment  une  espèce 
de  macle.  Le  tout  repose  sur  une  masse  de  Diorite  guartzeuse  de 
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Qucnast,  de  teinte  rougeàtre,  qui  est  la  matière  exploitable  ser- 
vant à  la  confection  des  pavés. 

M.  Delgeur  donne  lecture  de  son  rapport  sur  le  travail  pré- 
senté par  M.  le  chanoine  Delvignc,  président  de  la  section,  à 
la  séance  du  28  octobre  1880.  M.  Oomen,  second  rapporteur , 
se  rallie  entièrement  aux  conclusions  émises  par  M.  Delgeur. 


Nous  avons  relu  avec  beaucoup  d*inlérét  le  travail  de  M.  le 
chanoine  Delvigne  sur  les  publications  de  la  Société  de  l'Orient 
latin.  Nous  croyons  que  celte  société  est  venue  à  son  temps. 
Depuis  le  commencemeet  du  christianisme  et  durant  tout  le 
moyen  âge  des  milliers  de  pèlerins  se  sont  rendus  en  Terre- 
Sainte,  malgré  les  difficultés  du  voyage. 

Depuis  la  réforme,  ce  zèle  pour  visiter  le  -tombeau  de  Jésus- 
Christ  avait  beaucoup  diminué  parmi  les  catholiques,  et  les 
protestants,  tout  on  jurant  par  la  Bible,  se  souciaient  fort  peu  des 
lieux  saints  et  rangeaient  les  pèlerinages  parmi  les  superstitions 
papistes. 

Aujourd'hui  tout  est  changé  à  cet  égard.  La  vapeur  a  diminué 
les  distances,et  il  ne  se  passe  pas  d'années  que,  de  tous  les  pays  de 
TEiirope,  il  ne  se  rende  à  Jérusalem  une  ou  plusieurs  caravanes 
de  pèlerins  catholiques.  Les  protestants  aussi  ont  changé  d'idée, 
TAngleterre  et  la  Prusse  ont  fondé  à  frais  commims  un  évéché 
protestant  à  Jérusalem  ;  mais,  chose  remarquable,  tandis  que  tous 
les  chrétiens,  catholiques  romains,  hérétiques  et  schismatiques  de 
toutes  dénominations  dont  plusieurs  remontent  aux  premiers^ 
siècles,  vénèrent  les  mêmes  lieux  saints,  les  sectateurs  de  Luther 
et  de  Calvin  —  à  très  peu  d'exceptions  près  —  traitent  de  supersti- 
tion monacale  cet  accord  universel  de  tous  les  peuples,  et  placent 
le  Calvaire,  qui  hors  de  la  porte  de  JafFa,  qui  au  mont  des 
Oliviers. 

La  Sociétés  de  FOrient  latin  contribuera  à  combattre   ces 
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erreurs  modernes  en  établissant  par  des  textes  authentiques  et 
indiseutables  la  vérité  de  Taneienne  tradition,  dont  les  monu- 
ments écrits  remontent  par  une  chaîne  ininterrompue  jusqu  au 
temps  de  Constantin.  Nous  croyons  donc  devoir  engager  la  sec- 
lion  à  voter  l'impression  du  remarquable  travail  de  notre  prési- 
dent. Mais  avant  de  finir  nous  vous  demandons  la  permission 
de  faire  une  remarque  sur  les  assertions  de  deux  de  ces  anciens 
pèlerins.  Théodose  nous  dit  que  la  distance  du  Calvaire  au 
Saint-Sépulcre  est  de  15  pas.  Si, comme  il  est  probable,  lauteur 
parle  de  pas  géométriques  de  5  pieds  romains,  ce  serait  22  mètres 
environ. 

D  abord  cette  distance  nous  a  paru  trop  petite;  nous  ne  pen- 
sions point  à  Tenceinte  de  la  cathédrale  grecque  qui  se  trouve 
au  milieu  de  Téglise  et  qui  oblige  à  faire  un  détour.  Une 
mesure,  prise  sur  le  plan  de  Téglisc  publié  dans  Texcellent 
livre  de  Fr.  Liévin, donne  17  mètres  en  ligne  droite  entre  l'entrée 
de  la  chapelle  actuelle  du  Saint-Sépulcre  et  le  pied  de  Tescalier 
qui  montre  au  Calvaire;  celui-ci  ayant  environ  5  mètres  de  lon- 
gueur nous  donne  la  distance  de  Théodose. 

Antoine  le  Martyr  dit  que  la  sainte  croix  lui  a  paru  être  en 
bois  de  noyer.  M.  Rohault  de  Fleury,  dans  son  remarquable 
ouvrage  «  sur  les  instruments  de  la  Passion,  »  nous  apprend 
que  Texamen  microscopique  de  diverses  reliques  fait  par 
MM.  Ducaisne  et  Pietro  Savi  a  démontré  qu'elle  était  en  bois 
de  sapin.  Le  noyer  d'ailleurs  est  très  rare  en  Palestine  et  nous 
ne  nous  rappelons  pas  en  avoir  rencontré.  Il  parait  pourtant 
qu'il  s'en  trouve  en  Galilée  et,  si  je  ne  me  trompe,  Josèphe  en 
parle.  —  La  Bible  mentionne  cet  arbre  une  seule  fois  (Cant. 
VI,  10).  La  Vulgate  il  est  vrai,  décrivant  le  costume  du  grand 
prêtre,  parle  de  scyphi  in  nucismodum;  elle  suit  en  cet  endroit  la 
version  des  Septante  qui  dit  également  èxTerunaiiêysi  kol^uujkow^  ; 
mais  d'autres  traducteurs  sont  d'un  autre  sentiment.  Aquila  rend 
le  mot  hébreu  par  k^ytik\tyêx\i<jfiém  «  en  forme  d'amande  »,  tandis 
que  Symmaque  se  contente  de  mettre  èvreropvsufiévoi  «  tournés  » . 

Les  conclusions  du  rapport  sont  adoptées.  Le  travail  de  M.  le 
chanoine  Deivigne  est  inséré  plus  haut. 
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M.  Henri  Lefebvre  donne  communication  d'une  étude  qu'il  a 
faite  sur  la  race  né^re, en  s'aidant  des  plus  récents  travaux  de  l'an- 
thropologie. 

La  section  charge  MM.  labbé  Swolfs  et Delgeur  de  faire  rap- 
port sur  cette  étude. 

M.  Proost,  membre  de  la  i*  section,  désirerait  que  Ton  s'occu- 
pât des  nègres  océaniens  qui  sont  probablement  les  descendants 
de  populations  malaises,  comme  les  nègres  africains  tirent  leur 
origine  de  races  asiatiques.  Si  cette  hypothèse  était  vérifiée,  elle 
servirait  à  prouver  plus  facilement  l'unité  de  l'espèce  humaine. 
Ce  serait  du  moins  un  argument  de  très  grande  valeur. 

Une  discussion  s'engage  entre  plusieurs  membres  sur  lepoint 
de  savoir  si  Ton  doit  faire  remonter  l'origine  des  nègres  à  Cham- 
M.  Proost  demande  si  l'on  ne  pourrait  pas  les  rattacher  directe- 
ment à  Gain,  bien  qu'un  texte  de  saint  Pierre  semble  s*y 
opposer. 

M.  Swolfs  ne  croit  pas  que  ce  texte  résout  complètement  la 
question.  Mais  un  verset  de  la  Genèse  :  «  Ex  bis  tribus  {Sem^ 
Japhetf  CAam) disseminatum  est  genus  humanum  super  terram,  » 
lui  semble  concluant.  Cependant  quelques  exégètes  croient  pou- 
voir, avec  quelque  vraisemblance,  restreindre  l'extermination 
causée  par  le  déluge  aux  seuls  descendants  de  Seth,à  l'exclusion 
de  ceux  de  Caïn. 

D'après  cette  opinion,  les  Caïnites  se  seraient  réfugiés  sur  les 
montagnes  de  l'Afrique  et  pourraient  être  regardés  comme  les 
ancêtres  des  Nègres.  Cuv  ier  pensait  que  les  hommes  qui  furent 
la  souche  des  races  mongole  et  éthiopienne  ont  pu  échapper  au 
déluge. 

On  tire  aussi  argument  contre  l'universalité  du  déluge,  de  ce 
que  Mathusalem  serait  mort  quatorze  ans  seulement  après  le  dé- 
luge et  de  ce  que  les  peuplades  nègres  n'ont  pas  de  traditions  sur 
le  grand  cataclysme.  Mais ,  en  ce  qui  concerne  Mathusalem^  l'ar- 
gument ne  se  base  que  sur  les  chiffres  du  texte  grec  des  Septante 
conservé  au  Vatican.  Or, ce  manuscrit  est,  sur  ce  point, en  désac- 
cord avec  le  manuscrit  Alexandrin  de  Londres  (d'après  celui-ci 
Mathusalem  serait  mort  six  ans  avant  le  déluge),  aussi  bien 
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qu'avec  les  textes  hébreu  et  samaritain  »  qui  font  mourir  le  pa- 
triarche Tannée  même  du  déluge.  Quant  à  Fabsence  de  traditions 
chez  les  nègres,  ce  n'est  qu'un  argument  négatif,  impuissant  de- 
vant les  preuves  positives  fournies  par  les  traditions  des  autres 
peuples. 

M.  Swolfs  ajoute  que  si  Topinion  qu'il  vient  de  combattre 
manque  de  fondement,  elle  n'est  pourtant  pas  hérétique.  Le 
dogme  du  péché  originel  donne  à  la  certitude  de  la  descendance 
adamique  un  caractère  absolu  que  n'a  pas  celle  de  sa  descendance 
noachique. 

M.  Delgeur  fait  observer  qu'il  serait  difficile  de  déterminer 
l'époque  de  l'apparition  de  la  race  nègre  sur  la  terre.  Ainsi  les 
ancêtres  des  Berbères,  qui  sont  bruns  ou  noirs,  sont  figurés 
comme  blancs  sur  les  monuments  égyptiens  de  la  dix-huitième 
dynastie. 

M.  Proost  communique  le  résultat  d'expériences  faites  par 
MM.  les  docteurs  Heger  et  Casse.  On  sait  que  M.  Broca ,  prési- 
dent de  la  Société  d'anthropologie,  partage  Tespèce  humaine  en 
races  frontales  et  en  races  occipitales.  Les  parties  antérieures  du 
cerveau  sont  moins  développées,  chez  celles-ci,  les  nerfs  sont  plus 
gros. 

Dans  ses  expériences  faites  sur  des  crânes  de  criminels,  le 
D'  Heger  a  trouvé,  pour  ces  crânes,  une  capacité  anormale  par 
suite  du  développement  des  parties  occipito-pariétales.  Ces  expé- 
riences tendent  à  donner  raison  à  la  thèse  de  M.  Broca. 

Le  D'  Casse, cependant,  nie  leur  valeur,  parce  que  l'étude  des 
localisations  cérébrales  lui  prouve  que  la  moindre  lésion  du  cer- 
veau, la  capacité  restant  la  même ,  peut  amener  les  plus  graves 
perturbations  mentales  et  morales. 

S'appuyant  sur  ces  théories,  encore  à  l'état  d'hypothèse ,  une 
revue  belge  a  publié  un  article  dû  à  la  plume  d'un  de  ses  princi- 
paux collaborateurs,  et  dans  lequel  l'écrivain  affirme  que  le  cri- 
minel est  le  sauvage  de  la  société  moderne.  C'est  notre  passé 
qui  se  révolte  contre  nos  acquisitions  mentales  nées  du  dévelop- 
pement lent  des  parties  cérébrales  antérieures. 

Il  est  vrai,  dit  M.  Proost,  que  la  versatilité  d'esprit  est  la 
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preuve  de  Tinsuffisance  cérébrale.  Ainsi,  pour  en  donner  une 
preuve  pathologique,  la  circulation  et  la  nutrition  cérébrales 
incomplètes,  par  défaut  de  pression  ou  par  décomposition  du 
sang,  sont  toujours  accompagnées  d'inconséquence  et  d'impré- 
voyance, ce  qui  explique  la  sottise  humaine,  attribuée  souvent 
à  tort  à  la  perversion  morale;  mais  dire  que  le  crime  est  un 
produit,  comme  le  sucre  et  le  vitriol,  c'est  se  rendre  coupable 
d'un  véritable  délit  contre  le  sens  commun. 

Lundi  25  avril  1881.  M.  Delgeur  donne  lecture  de  son  rap- 
port sur  le  travail  de  M.  Henri  Lefebvre:  La  race  nc^^re,  présenté 
à  la  séance  du  27  janvier  1881. 


J'ai  lu  avec  le  plus  grand  intérêt  la  belle  et  savante  monogra- 
phie de  la  race  nègre,  présentée  à  la  section  par  M.  Henri 
Lefebvre.  C'est  un  travail  consciencieux  et  qui  a  dû  coûter  beau- 
coup de  recherches.  L'auteur  avoue  modestement  qu'il  s'est 
borné  à  classer  les  travaux  des  autres,  surtout  ceux  du  grand  an- 
thropologiste  M.  deQuatrefages,  et  semblecroire  qu'il  n'a  rien  fait 
d'extraordinaire.  Gomme  si  c'était  peu  de  chose  de  rechercher  dans 
de  nombreux  volumes  les  faits  dont  on  a  besoin,  de  les  classer, 
de  les  présenter  de  manière  à  les  rendre  abordables  à  tous.  — 
Si  nous  exceptons  le  langage  dont  l'auteur  ne  parle  pas  et  des 
conjectures  sur  l'origine  de  la  race  nègre  qu'il  néglige  à  dessein, 
son  travail  est  complet.  Il  montre,  par  des  exemples  choisis  avec 
soin,  que  ni  la  couleur  de  la  peau,  ni  l'abondance  plus  ou  moins 
grande  des  poils,  ni  la  couleur  de  Tiris,  ni  la  longueur  exagérée 
des  bras,  ni  même  la  stéatopygie  des  femmes  hottentotes,  ni 
l'odeur  qui  caractérise  les  noirs,  ni  la  petitesse  de  leur  angle 
facial  et  de  leur  capacité  crânienne,  ni  la  dolichocéphaliene  sont 
propres  aux  nègres,  et  qu'on  rencontre  des  faits  analogues  chez 
toutes  les  races.  Dans  certaines  contrées  de  l'Afrique,  leur  vie  est 
plus  courte,  dans  d'autres  et  en  Amérique,  elle  s'allonge;  ils 
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sont  moins  sujets  à  contracter  certaines  maladies,  mais  la  même 
chose  existe  pour  les  blancs  et  les  mongols;  seulement,  les  mala- 
dies diffèrent. 

La  civilisation  a  fait  certains  progrès  chez  plusieurs  d'entre 
eux,  et  ils  montrent  très  souvent  beaucoup  de  goût  pour  les 
beaux-arts.  Le  livre  remarquable  du  D'  Schweinfûrlh  «  Artes 
africanœ  »  en  est  la  preuve.  Contrairement  à  ce  que  Ton  a  sou- 
vent prétendu,  les  peuples  de  race  noire  croient  à  lexistence  de 
Dieu  et  à  la  vie  future.  Si  un  grand  nombre  adressent  leurs 
prières  aux  fétiches  ou  aux  mauvais  esprits,  c'est  que  le  Dieu 
suprême  est  trop  au-dessus  de  nous  et  a  chargé  les  fétiches  du 
gouvernement  des  choses  terrestres,  que  le  Dieu  suprême  est 
trop  bon  pour  nuire  à  Thomme  et  qu'il  faut  tâcher  de  se  conci- 
lier la  bienveillance  des  mauvais  esprits,  qui  sans  cela  tourmen- 
tent les  hommes. 

Nous  regrettons  que  M.  Lefebvre  ait  entièrement  négligé  la 
partie  linguistique.  Il  aurait  trouvé  des  renseignements  précieux 
sur  ce  sujet  dans  l'introduction  à  la  grammaire  nubienne  de 
Lepsius  et  dans  la  partie  linguistique  du  voyage  de  la  Novara. 
J'avoue  que  cette  partie  de  sa  tâche  est  extrêmement  difficile,  vu 
le  peu  de  sources  que  l'on  possède  sur  les  langues  africaines  e^ 
océaniennes. 

Aussi  ne  ferons-nous  pas  un  reproche  à  notre  confrère 
d'avoir  entièrement  omis  cette  partie,  si  intéressante  qu'elle 
puisse  être.  Son  travail,  d'ailleurs,  forme  un  tout  complet  en 
soi  et  figurera  avec  honneur  dans  les  publications  de  la  Société 
scientifique. 

M.  l'abbé  Swolfs,  second  rapporteur,  se  rallie  aux  conclusions 
de  M.  Delgeur,  qui  sont  adoptées,  par  la  section,  a  l'unanimité 
des  membres  présents. 

Le  travail  de  M.  Henri  Lefebvre  est  inséré  dans  la  deuxième 
partie  (pp.  139  et  suiv.). 

M.  Proost  donne  communication  d'un  passage  du  travail  qu'il 
a  préparé,  pour  une  prochaine  assemblée  générale,  sur  k parasi- 
tisme.  D'après  l'auteur,  le  transformisme  (qu'il  ne  faut  pas  coi'.- 
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fondre  avec  le  darwinisme,  car  celui-ci  prétend  expliquer  fepoiir- 
quoi  de  révolution,  tandis  que  le  transformisme  se  contente  de 
constater  un  fait,  sans  essayer  d*en  déterminer  la  cause)  rend 
parfaitement  compte  du  parasitisme.  Il  prête  encore  un  grand 
appui  à  la  doctrine  de  la  finalité,  et  base  lui-même  ses  principes 
sur  le  parallélisme  étonnant  qui  existe  entre  le  progrès  organique 
et  le  progrès  géologique  des  espèces.  Les  grandes  lignes  de  la 
vie  apparaissent,  dans  les  étages  géologiques,  suivant  la  même 
progression  que  dans  les  classifications  naturelles  des  espèces 
actuelles.  M.  Proost  demande,  en  terminant,  si,  au  point  de  vue 
dogmatique,  on  peut  admettre  ce  système,  qui  a  pour  lui  de  fortes 
présomptions. 

M.  Swolfs  n'y  voit  pas  d'impossibilité  absolue;  mais,  quant  à 
lui,  il  ne  fait  pas  grand  fond  sur  une  théorie  laissant  encore  tant 
de  faits  sans  explication. 

M.  Proost  répond  que  s*arréter  aux  objections  de  cette  espèce 
serait  la  ruine  de  toute  science.  L'hypothèse  du  transformisme 
a,  sur  lancienne  hypothèse  de  la  fixité  des  espèces,  la  même 
supériorité  qu'a,  en  physique,  l'hypothèse  des  ondulations  sur 
celle  de  Yémission.  Elle  rend  compte  de  toutes  les  anomalies 
inexplicables  autrement,  parmi  lesquelles  il  faut  citer  les  nom- 
breux organes  rudimcntaires  et  inutiles. 

Le  transformisme  est  l'adaptation  des  organismes  aux  milieux 
changeants  de  la  vie.  M.  Proost  cite  à  ce  propos  l'ouvrage  de 
M.  Gaudry,  Les  enchaînements  du  monde  animaly  qui  montre 
comment  les  pachydermes  de  Fépoque  tertiaire  à  doigts  pairs  et 
impairs  ont  engendré  tous  les  types  de  nos  animaux  domesti- 
ques. 

M.  Dcigeur  rappelle  une  erreur  de  M.  de  Saporta,  qui  doit 
engager  les  naturalistes  à  se  prononcer  avec  une  grande  cir- 
conspection. 

M.  Proost  reconnaît  que  les  naturalistes  ne  sont  pas  infaillibles, 
mais  il  insiste  sur  ce  point  que,  sauf  trois  ou  quatre  exceptions, 
tous  les  grands  botanistes  de  notre  époque  sont  transformistes. 

M.  Delgeur  cite  trois  cas  d'erreurs  reconnues  sur  des  arbres 
faciles  à  étudier.  Ne  pourrait-on  pas  en  constater  un  bien  plus 
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grand  nombre  sur  d*autres  offrant  plus  de  difficulté  au  con- 
trôle des  observateurs?  Tant  que  l'on  n'aura  pas  montré  le  fil 
reliant  les  espèces  entre  elles ,  le  transformisme  ne  sera  pas 
démontré. 

M.  Proost  répond  que  les  botanistes  ont  u*ouvé  ce  fil,  même 
dans  les  espèces  végétales  supérieures.  Il  suffit  de  lire  les  tra- 
vaux de  CandoUe  et  de  Hooker  pour  s'assurer  de  la  confusion 
inextricable  d*un  grand  nombre  d'espèces  et  de  genres.  De  plus, 
les  transitions  ont  été  rencontrées  dans  les  espèces  animales 
inférieures.  Les  transformations  de  Tespèce  dans  le  temps  cor- 
respondent à  ses  transformations  dans  Tespace.  Et  ce  qui  est 
surtout  remarquable,  c  est  que  toutes  les  branches  des  sciences 
naturelles  apportent  des  contributions  à  Thypothèse  transfor- 
miste. 

M.  Storms  appuie  les  conclusions  de  M.  Proost. 

M.  le  Président  remercie  M.  Proost  de  son  intéressante  com- 
munication. 

La  section  procède  ensuite  au  renouvellement  de  son  bureau 
pour  Tannée  1881-1882. 

Sont  élus  au  scrutin  secret  : 

Président,       MM.  Dblgbur. 

Yice-Présid.y  Dblvigne  et  de  la  Roche  de  Marchiennes. 

Secrétaire,  Henri  Lefebvre. 

Mardi,  2l6  avril  4881.  —  M.  Proost  signale  à  la  section  un 
lépidoptère  australien  de  la  famille  des  noctuelles,  dont  Taspect 
rappelle  notre  «  cordon  rouge  >,  et  qui  attaque  les  oranges 
mûres  en  perçant  leur  écorce  au  moyen  de  sa  trompe.  Cette 
trompe  est  un  exemple  frappant  de  lanalogie  des  organes  les 
plus  divers  engendrée  par  leur  adaptation  aux  mêmes  fins.  Elle 
ressemble  à  la  tarrière  abdominale  des  hyménoptères  fouisseurs. 
Elle  est  fixe,  barbelée  comme  une  flèche  à  son  extrémité,  et 
forme  une  gouttière  hérissée  de  pointes  orientées  dans  différentes 
directions.  L*insecte  leur  imprime  un  mouvement  de  rotation  qui 
perfore  et  déchire  profondément  le  fruit. 
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Une  intéressante  conversation  s'engage  entre  M.  le  comte 
Fr.  vander  Straten-Ponthoz,  Proost  et  Quirini  sur  le  doryphora 
dont  la  propagation  s'étend  continuellement  depuis  une  dizaine 
d*annces,et  contre  l'invasion  duquel  des  mesures  de  préservation 
sont  indispensables.  Ces  mesures  ont  été  prises  en  Allemagne  et 
en  Russie. 

M.  le  comre  vander  Straten  fait  part  à  la  section  de  nombreux 
cas  de  guérison  de  la  Pleuropneumonie  constatés  par  un  agricul- 
teur des  environs  de  Nancy,  à  la  suite  d'un  traitement  homéopa- 
thique fourni  par  des  religieux  de  la  Trappe. 

Répondant  à  une  question  posée  par  M.  Quirini,  M.  Wood 
constate  que  la  Trichinose  apparaît  de  temps  en  temps  en 
Allemagne,  déterminée  par  l'emploi,  dans  l'alimentation,  de  lards 
importés  d'Amérique. 

M.  le  comte  vander  Straten  a  remarqué  que  la  plupart  des 
arbres  qui  avaient  résisté  aux  froids  intenses  de  l'hiver  dernier 
sont  morts  cette  année.  Les  pins  maritimes  ont  particulièrement 
souffert. 

M.  Quirini  pense  que  les  couches  superficielles  ont  seules 
été  atteintes  l'an  dernier,  et  que  la  sève,  montant  facilement  des 
couches  profondes  au  printemps,  s'est  heurtée  en  automne  aux 
couches  superficielles  privées  de  vie.  11  compare  les  courants 
glacés  qui  se  sont  produits  aux  tranchées  de  chemins  de  fer.  Il 
demande  enfin  comment  il  se  fait  que  sur  des  feuilles  de  pécher, 
placées  sous  abris  volants  et  que  la  gelée  avait  atteintes,  il  se  soit 
trouvé  au  matin  une  quantité  de  pucerons  blancs. 

M.  Proost  est  d'avis  que  ces  pucerons  préexistaient.  Il  cite  à 
ce  propos  la  brûlure  du  lin,  sur  lequel  M.  Ladureau  a  trouvé 
également  des  pucerons. 

Jeudi,  28  avril  1881.  —  Le  R.  P.  Renard  communique  à  la 
section  le  résultat  d'observations  faites  par  lui  dans  un  récent 
voyage  en  Ecosse.  11  donne  la  coupe  des  terrains  laurentiens  et 
paléozoïques  du  nord  de  ce  pays,  qu'il  a  visités  en  compagnie  de 
M.  A.  Geikie,  directeur  de  la  carte  géologique  de  cette  contrée.  Il 
admet  l'interprétation  stratigraphique  donnée  par  Murchison 
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pour  expliquer  la  succession  des  roches  dans  la  région  comprise 
entre  le  cap  Wrath  et  le  Loch  Brou  m. 

M.  de  Lapparent  est  peu  porte  à  admettre  une  structure 
stratigraphique  aussi  simple  que  celle  préconisée  par  le  Geolo- 
gkal  Survey  ;  il  croit  que  les  idées  de  Nicol,  qui  fait  appel  à  un 
système  de  failles^  ont  plus  de  probabilités  que  celles  de  Murchi- 
son  qui  considère  les  terrains  cambriens  et  siluriens  comme 
disposés  normalement. 

M.  Tabbé  Rachon  présente  la  suite  de  l'étude  qui  a  fait  Tobjet 
de  sa  conférence  à  l'assemblée  générale  du  27  avril.  11  démontre 
que  les  fouilles  faites  à  Myeèncs  par  M.  Schlieman  fournissent 
la  preuve  d'une  marche  descendante  suivie  par  la  civilisation 
dans  cette  contrée.  Abordant  un  autre  point,  il  expose  les  trans- 
formations qu'a  subies  l'image  de  Minerve,  épouse  du  Soleil  dans 
la  mythologie  troyenne.  La  découverte  du  tombeau  d'Aga- 
memnon,  dans  l'acropole  de  Myccnes^  à  une  profondeur  de 
10  mètres,  est  aussi  expliquée  par  M.  l'abbé  Raehon,  qui  termine 
en  faisant  remarquer  que  la  présence  d'une  masse  de  bronze 
au-dessous  d'instruments  de  pierre  est  d'une  grande  importance 
en  archéologie  préhistorique. 


Quatrième  Section. 


Séance  du  28  octobre  1880.  —  M.  le  D'  Desplats,  professeur 
à  la  Faculté  de  Lille,  donne  lecture  d'un  travail  intitulé  :  De 
Faction  de  l'acide  phénique  svr  la  température  des  fébricitants. 
Basé  sur  de  nombreuses  observations  comprenant  surtout  des 
cas  de  fièvre  typhoïde  et  de  variole,  ce  travail  peut  se  résumer, 
d'après  l'auteur  lui-même,  dans  les  conclusions  suivantes  : 

1.  L'acide  phénique  est  un  antipyrétique  sur,  prompt  et  dont 
l'action  est  courte.  Il  peut  être  employé  dans  toutes  les  malad  ies 
fébriles. 

2.  Il  doit  être  manié  avec  hardiesse,  quoique  ses  effets,  au 
début  surtout,  doivent  être  surveillés. 
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3.  L'administration  intermittente,  à  doses  massives,  donne  de 
meilleurs  résultats  que  l'administration  continue. 

4.  S'il  est  probable  que  les  sueurs  interviennent  pour  une 
part  dans  rabaissement  thermique,  on  ne  peut  dire  que  seules, 
elles  le  produisent,  puisqu'elles  manquent  souvent. 

5.  Lorsqu'on  recourt  pendant  longtemps  à  l'acide  phénique, 
il  faut  surveiller  l'état  du  cœur  et  des  reins;  quoique  jusqu'ici 
aucun  fait  positif  ne  permette  de  dire  que  l'administration,  long- 
temps continuée,  de  l'acide  phénique  amène  la  dégénérescence 
de  ces  organes. 

La  lecture  de  ce  travail  donne  lieu  à  diverses  obsen^ations. 
Contrairement  à  M.  Dcsplats,  M.  Venneman  pense  que  l'acide 
phénique  agit  comme  antiseptique  dans  l'abaissement  de  la  tem- 
pérature. D'après  les  doses  indiquées  par  M.  Desplats,  il  se 
trouve  à  peu  près  au  l/SO'  p.  7o>  dans  le  sang,  et  celle  propor- 
tion est  suffisante  pour  empêcher  la  fermentation. 

M.  Venneman  fait  ensuite  la  description  d'un  monstre  humain, 
qui  paraissait  arrivé  au  sixième  mois  de  vie  intra-utérine. 

Après  lui,  M.  Willième  décrit  un  autre  monstre,  né  à  terme, 
et  dont  les  extrémités  supérieures,  comme  les  inférieures,  man- 
quaient de  médius  et  d'index  et  n'avaient  que  les  rudiments  des 
autres  doigts.  Il  n'y  avait  dans  la  famille  aucune  influence  héré- 
ditaire. 

A  ce  propos,  M.  le  professeur  Lefebvrecile  le  cas  d'une  dame 
qui  mit  au  monde  un  enfant  ayant  le  lobule  des  oreilles  entière- 
ment fendu.  Il  croit  pouvoir  en  rapporter  l'origine  à  la  vive 
impression  que  fit  sur  la  mère,  pendant  sa  grossesse,  la  vue 
d'une  personne  dont  les  oreilles  avaient  été  fendues  par  des 
pendants. 

Enfin,  la  séance  se  termine  par  Texposé  de  divers  cas  de 
névralgies  du  nerf  trijumeau,  symptomatiques  d'afiections  céré- 
brales et  dans  lesquelles  MM.  Lefebvre  et  Willième  n'ont  obtenu 
qu'un  soulagement  momentané  par  le  bromure  de  potassium. 
Le  sulfate  de  cuivre  vanté  récemment  contre  les  névralgies  essen- 
tielles n'a  point  encore  été  suffisamment  employé  pour  donner 
une  appréciation  exacte  de  ses  effets. 
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Jeudif  27  avril  1881.  —  M.  le  professeur  Lefebvre,  de  Lou- 
vain,  traite  la  question  de  rhérédité  pathologique.  Depuis  long- 
temps déjà,  il  reeueille,  au  point  de  vue  héréditaire,  Thistoire  de 
certaines  affections  organiques  transmissibles  :  Surdi-mutité, 
cancer,  épilepsie,  affections  mentales...  Mais  avant  de  connaître 
le  coefficient  d*hérédité,  c'est-à-dire  le  nombre  de  cas  transmis 
sur  cent  cas  d'affections  constatées  chez  les  ascendants,  il  im- 
porte de  réunir  un  grand  nombre  d'observations.  Pour  faciliter 
les  recherches,  H.  Lefebvre  forme  un  tableau  comprenant  les 
diverses  conditions  d'âge,  de  santé,  de  parents...  Il  fera  connaître 
les  résultats  de  ses  études,  quand  ses  recherches  personnelles, 
jointes  aux  observations  qu'il  tiendra  de  la  bienveillance  de  ses 
confrères,  fourniront  un  chiffre  assez  imposant  pour  considérer 
ses  coefficients  comme  très  approximatifs. 

Le  D'  Cuylits,  médecin  de  la  maison  de  santé  d'Evere,  traite 
avec  une  compétence  toute  particulière  la  question  de  la  respon-- 
salrilité  morale  au  point  de  vue  scientifique.  Il  est  arrivé  parfois 
que  des  aliénés  ont  été  condamnés  comme  de  vulgaires  crimi- 
nels, et  il  faut,  à  tout  prix,  prévenir  aujourd'hui  ces  sentences 
regrettables.  La  science  peut  venir  en  aide  à  la  justice;  et  si  elle 
n'a  pas  dit  son  dernier  mot,  il  ne  sera  pas  mauvais  pourtant  de 
citer  l'opinion  de  quelques-uns  de  ses  représentants  les  plus  auto- 
risés. Voici  à  ce  propos  quelques  citations  de  H.  Cuylits  : 

'  Déjà  en  1844,  le  D' Voisin  disait  qiie  sur  25000  forçats  dont 
se  composait  la  population  des  bagnes,  23000  portaient  la  peine 
d'une  organisation  cérébrale  défectueuse  et  incomplète. 

En  1850,  sur  1996  condamnés,  Ferrus  n'en  trouvait  que  37, 
jouissant  d'une  intelligence  normale. 

M.  Benedikt,  de  Vienne,  examinant  le  cerveau  de  19  prison-, 
niers  hongrois,  qui  avaient  subi  la  peine  capitale,  y  trouva  des 
anomalies  telles  que  ces  cerveaux  se  rapprochaient  de  ceux  du 
chat,  du  renard  et  du  singe.  Aussi  déclare-t-il  que  c'est  une 
question  vidée  que  de  savoir  si  les  criminels  ont  une  conforma- 
tion défectueuse  du  crâne. 

M.  Broca  s'indigne  à  la  pensée  qu'un  savant  hésitât  encore  à 
déclarer  que  le  criminel  n'est  pas  un  homme  normal. 


—  11»  — 

Boudier  a  trouvé  sur  36  crânes  d'assassins  français,  décapités, 
42  lésions  pour  100  et  une  quantité  d  anomalies. 

D'un  autre  côté,  Hock-Tuck  rapporte  qu'en  Angleterre,  168 
criminels  sont  devenus  manifestement  fous  en  1877. 

Le  D'  Lunier,  inspecteur  général  des  prisons  de  France,  dit 
qu'il  y  a  dans  les  prisons  un  grand  nombre  de  criminels  recon- 
nus aliénés,  et  il  estime  qu'un  quart,  au  moins,  l'était  déjà  lors 
de  leur  condamnation.  Aussi,  quelques  maisons  centrales  se 
voient-elles  forcées  d'annexer  un  refuge  h  la  prison. 

Le  D**  Hurel  se  plaint  de  la  détention  des  épileptiques  dans  les 
prisons  en  France,  et  le  D'  Cuyiits  croit  pouvoir  déplorer  une 
pareille  situation  en  Belgique. 

Se  plaçant  à  un  autre  point  de  vue,  le  D'  Lombroso  a  étudié 
la  forme  et  les  dimensions  du  crâne  des  condamnés. 

Il  résulte  de  ces  recherches  que  la  microcéphalie  y  est  fré- 
quente et  coexiste  souvent  chez  les  assassins  et  les  meurtriers 
avec  la  brachycéphalie.  La  saillie  des  pommettes,  la  prédomi- 
nance du  prognatisme  achèvent  de  les  caractériser.  En  un  mot, 
d  après  Lombroso,  les  assassins  et  les  meurtriers  se  rapprochent 
des  races  inférieures  et  des  hommes  préhistoriques. 

Rappelant,  en  passant,  un  discours  prononcé  il  y  a  quelques 
mois  par  M.  Tyndall,  M.  Cuyiits  rapporte  que  le  directeur  d'un 
grand  pénitencier  d'Angleterre,  dans  un  entretien  avec  ce  savant, 
partageait  les  prisonniers  en  trois  classes  :  la  première  comprend 
h's  prisonniers  accidentels;  la  deuxième,  ceux  qui,  privés  de 
direction  morale,  deviennent,  selon  les  circonstances,  de  bons 
ou  de  mauvais  sujets;  la  troisième,  les  incorrigibles,  de  par  leur 
organisation  défectueuse.  Voici,  d'après  ce  directeur,  le  remède 
à  proposer  pour  chacune  de  ces  classes  :  mettre  la  première  en 
liberté;  faire  instruire  la  deuxième;  jeter  la  troisième  à  la  mer. 
Là-bas  comme  ici,  on  admet  donc  la  fatalité  organique,  congé- 
nitale ou  acquise.  On  sait  qu'il  faut  entendre  par  cette  dernière 
celle  qu'entraînent  certaines  affections  telles  que  la  syphilis,  l'épi- 
lepsie,  certaines  habitudes,  l'alcoolisme  ou  enfin  le  traumatisme. 
Mais  il  y  a  une  classe  de  criminels  dont  M.  Cuyiits  n'a  pas 
encore  parlé.  Il  s'agit  des  faussaires,  des  faux  monnaycurs,  des 
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voleurs...  A  ceux-là  il  accorde  une  entière  responsabilité.  D'ail- 
leurs le  nombre  des  irresponsables  es(,  pour  lui,  tellement  grand 
qu*il  embrasse  presque  toute  la  criminalité.  Partant  de  cetle 
idée  que  les  cri  mincis  sont  des  malades,  on  conçoit  que  la  pri- 
son ne  peut  être  le  remède  à  apporter  au  mal.  Ce  remède,  c'est 
Fécole,  c'est  Tasile  et  M.  Cuylits  constate  qu'il  est  en  commu- 
nauté d'idées  avec  le  récent  congrès  de  Stockholm  et  le  congrès 
qui  s'est  réuni  à  Cincinnati  en  1870,  bien  que  certaines  de  leurs 
conclusions  lui  paraissent  trop  timides  encore. 

On  le  voit,  le  travail  de  M.  Cuylits  est  riche  de  faits  et  de 
réflexions.  Mais  comme  nous  n'avons  pas  à  en  faire  la  critique, 
nous  devons  nous  borner  à  ce  simple  compte  rendu.  Nous  ren- 
dons hommage  à  l'ardeur  des  convictions  de  notre  confrère,  mais 
nous  lui  en  laissons  toute  la  responsabilité. 

La  quatrième  section,  appelée  à  constituer  un  nouveau  bureau 
pour  l'année  1881-1882,  a  nommé  : 

Président,  MM.  Cousot. 

Vice-Présidents,  Williéme  et  Verriest. 

Secrétaire^  Dumont.    • 


Cinquième  Section. 


M.  Gisler  émet  difTérentes  idées  relatives  à  l'assainissement 
des  villes.  M.  Gisler  préconise  l'établissement  de  coupe-air  à  tous 
les  regards  d'égout,  dans  les  rues  et  dans  les  habitations  ainsi  que 
de  hautes  cheminées  comme  exutoires,  pour  le  cas  de  forte  pres- 
sion atmosphérique  et  comme  prises  d'air  pour  les  collecteurs; 
pour  l'écoulement  des  eaux  d'égout,  continuer  le  collecteur  des 
villes  jusqu'au  fleuve  le  moins  éloigné,  par  un  petit  canal,  voûté 
à  proximité  des  agglomérations  et  à  ciel  ouvert  en  rase  campagne. 

Les  cinq  sixièmes  du  déblai  de  ce  canal  seraient  versés  d*un 
côté  et  le  restant  de  l'autre,  pour  servir  de  digue;  au  centre,  du 
grand  remblai,  on  ménagerait  une  large  rigole,  dont  le  fond  serait 
V.  h 
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recouverl  d'une  couche  de  terre  glaise  de  30  centimètres  d'épais- 
seur, à  l'",50  environ  au-dessus  du  niveau  des  terres  ou  des  prai- 
ries voisines,  lesquelles  pourraient  être  irriguées  au  moyen  de 
vannes. 

L'utilité  de  pareille  irrigation  est  incontestable;  mais  il  n'en  faut 
pas  abuser,  comme  dans  l'essai  tenté  en  Angleterre  ;  le  sewage 
ne  doit  être  qu'une  addition  d'engrais;  il  ne  le  faut  employer  que 
cinq  ou  six  fois  par  an  et  le  répartir  sur  de  grandes  surfaces. 

11  est  grandement  à  souhaiter  que  l'on  arrive  à  ce  double  résul- 
tat :  fertiliser  les  campagnes  et  cesser  de  vicier  les  rivières  par  les 
boues  des  villes.  —  Les  eaux  de  la  ville  de  Bruxelles,  mises  à  la 
disposition  de  la  Campine,  pourraient  augmenter  la  fertilité  de 
8,000  hectares.. Il  suffirait  pour  cela  que  le  Gouvernement  aidât 
In  ville  à  continuer  jusqu'au  Rupel  le  canal  commencé;  ces  tra- 
vaux ne  coûteraient  pas  plus  de  1,600,000  francs  et  à  partir  du 
Rupel,  l'initiative  privée  ne  ferait  pas  défaut  pour  les  compléter. 
M.  Gisler  soumet  à  la  section  une  brochure  publiée  par  lui  il  y  a 
quelques  années,  dans  laquelle  sont  décrits  trois  systèmes  d'irri- 
gation par  les  eaux  de  sewage. 

M.  le  comte  vandei*  Straten-Ponthoz  constate  les  merveilleux 
résultats  obtenus  en  différents  endroits,  dans  la  culture  maraî- 
chère, par  la  mode  d'irrigation  précité;  mais  il  ne  croit  pas  que 
Ton  puisse  amener  en  Campine  les  faux  de  Bruxelles.  Les  divers 
projets  qui  ont  été  présentés  ù  ce  sujet  sont  tous  impraticables  à 
cause  des  frais  considérables  qu'ils  nécessiteraient.  Aussi  les  idées 
semblent-elles  plutôt  se  porter  à  présent  sur  la  solidification  des 
matières  fécales.  En  cet  état,  le  transport  en  serait  plus  facile  et 
plus  économique. 

Après  un  échange  d'explications  sur  ce  sujet  entre  MM.  BarecI, 
vander  Straten  et  Gisler  qui  promet  encore  de  revenir  sur  cette 
question,  la  séance  est  levée. 
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ASSEMBLÉES  GÉNÉRALES 


ASSEMBLÉE   GÉNÉRALE    DU    JEUDI    28   OCTOBRE   1880. 

Il  y  a  plus  d'une  année  déjà  que  les  publications  scientifiques 
nous  parlent  de  la  matière  radiante.  On  a  donné  ce  nom,  non  pas 
à  un  fluide  nouveau,  ni  même  à  un  état  absolument  inconnu  de 
la  matière,  mais  au  résidu  gazeux  que  nos  pompes  pneumaiiques 
les  plus  puissantes  ne  parviennent  pas  à  extraire  des  tubes  où 
Ion  s'efforce  de  réaliser  le  vide  absolu. 

On  connaît  les  belles  expériences  faites  par  M.  W.  Grookes, 
de  la  Société  royale  de  Londres,  devant  les  membres  de  TAsso- 
dation  Britannique  réunis  en  congrès  à  Shellield.  Elles  ont  été 
bien  souvent  décrites;  mais  jusqu'ici  elles  n'avaient  été  repro- 
duites, en  dehors  des  iles  Britanniques,  que  devant  un  très  pefit 
nombre  de  savants.  Ce  sont  ces  mêmes  expériences  que  le  R.  P. 
Thirion  a  inaugurées  aujourd'hui  en  Belgique,  devant  les  mem- 
bres de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles. 

Après  avoir  exposé  brièvement,  en  l'appliquant  à  l'interpréta- 
tion des  mouvements  du  radiomètre,  la  théorie  de  la  constitution 
des  gaz,  telle  qu'elle  résulte  des  principes  de  la  thermodynamique, 
le  conférencier  a  fait  voir  la  série  des  phénomènes  qui  se  passent 
dans  un  tube  éclairé  par  l'étincelle  d'induction  et  où  le  vide  est 
rendu  de  moins  en  moins  parfait.  Non-conductibilité  électrique 
du  vide,  phosphorescence  du  tube  au  moment  de  la  décharge, 
lueur  nuageuse  et  stratification  pour  un  vide  moins  parfait,  enfin 
ligne  continue  de  lumière,  allant  d'un  pôle  à  l'autre,  pour  un  vide 
moins  parfait  encore. 

Reprenant  ensuite  ces  phénomènes  un  à  un,  il  a  montré  à 
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laide  d'appareils  spéciaux,  que  la  matière  radiante  est  énergi- 
qucmcnl  repoussée  par  le  pôle  négatif.  Ce  fait  explique  la  pré- 
sence de  lespace  noir  qui  entoure  le  pôle  négalif  d*un  tube  à  gaz 
très  raréfié,  et  pourrait  bien  ne  pas  être  étranger  à  la  stratifica- 
tion dans  les  tubes  de  Geissier;  que  le  résidu  gazeux  rayonne  du 
pôle  négatif,  normalement  à  la  surface  de  ce  pôle,  voyage  en 
ligne  droite,  sans  tourner  jamais  un  angle  et  cela  quelle  que  soit 
la  position  du  pôle  positif;  que  Taction  de  l'aimant  sur  la  matière 
radiante  est  bien  plus  énergique  et  toute  différente  de  Faction  de 
Taimant  sur  les  lueurs  nuageuses  des  tubes  à  gaz  peu  raréfiés.  Il 
semble  qu'il  y  a  dans  les  tubes  de  M.  Grookes  deux  courants  dis- 
tincts, Tun  d  électricité  et  Fautrede  matière  éleetrisée. 

Utilisant  ensuite  la  force  vive  du  jet  gazeux,  comme  on  utilise 
le  travail  emmagasiné  dans  un  cours  d'eau,  le  R.  P.  Thirion  a 
fait  passer  celte  énergie  invisible  dans  le  mouvement  visible  de 
roues  k  palettes,  habilement  disposées  à  Fintérieur  des  tubes.  Il 
s'en  est  servi  pour  rendre  phosphorescent  le  verre  d'Angleterre, 
le  verre  d'urane  et  le  verre  tendre  d'Allemagne.  Enfin,  les  rubis 
et  les  diamants  se  sont  illuminés  dans  ses  appareils. 

Ces  belles  expériences  ne  sont  pas,  comme  on  pourrait  le  croire, 
du  domaine  de  la  physique  simplement  amusante.  Si  l'interpré- 
tation que  tout  porte  à  leur  donner  se  confirme,  elles  auront  une 
portée  considérable  dans  la  science.  Les  mouvements  mécani- 
ques, les  effets  calorifiques,  lumineux  et  chimiques  qu'elles  réa- 
lisent trouvent,  en  effet,  un  lien  naturel  et  une  explication  bien 
simple  dans  la  théorie  moderne  de  la  constitution  des  gaz.  Elles 
résolvent  un  des  problèmes  posés  par  la  thermodynamique.  On 
sait  qu'il  résulte  de  la  théorie  mécanique  de  la  chaleur  que  tous 
les  corps  pondérables  qui  nous  entourent,  solides,  liquides  et  gaz, 
malgré  les  apparences  de  repos  et  d'équilibre  qu'ils  offrent  à  nos 
sens,  sont  dans  une  vive  et  incessante  agitation. 

Or,  dans  les  expériences  de  M.  Grookes  on  peut  voir^  pour  ainsi 
dire,  les  translations  des  molécules  des  gaz.  Il  en  résulte  donc 
une  nouvelle  démonstration  de  la  thermodynamique  et  une  preuve 
de  plus  de  la  théorie  atomique,  base  de  toute  la  physique  moderne. 
Ge  n'est  pas  tout.  La  remarquable  action  mécanique  du  pôle 
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négatif  sur  les  gaz  raréfiés,  la  coexistence  probable  dans  ces 
tubes  de  deux  courants  distincts,  les  nouveaux  faits  de  phospho- 
rescence, sont  des  découvertes  inattendues  qui  paraissent  pleines 
de  promesses;  on  peut  espérer,  semble-t-il,  que  ces  faits  avec  les 
conséquences  que  le  raisonnement  et  de  nouvelles  expériences  en 
feront  déduire,  permettront,  bientôt  peut-être,  d'édifier  solide- 
ment une  théorie  mécanique  de  rélectricité,  et,  par  suite,  vu  les 
nombreuses  liaisons  des  phénomènes  électriques  avec  les  princi- 
paux mystères  de  la  physique  et  de  la  chimie,  on  devra  probable- 
ment plus  tard  les  ranger  parmi  les  découvertes  les  plus  heureuses 
et  les  plus  fécondes  de  la  physique  moderne. 


II 
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M.  De  Marbaix,  professeur  à  FUniversité  de  Louvain,  a  pris 
pour  sujet  de  sa  conférence,  ralimcntatioii  du  bétail,  parce  que 
c*estune  des  opérations  les  plus  importantes  de  l'industrie  agri- 
cole, et  aussi  parce  que  ce  sujet  lui  pirnict  de  faire  ressortir  la 
puissante  influence  que  les  recherches  scientifiques  exercent  sur 
la  pratique.  Cette  démonstration  lui  a  paru  nécessaire,  attendu 
que  beaucoup  de  personnes  sont  encore  assez  disposées  à  préten- 
dre que  Tagriculture  n*est  qu'une  question  de  routine,  de  pra- 
tique. Or,  dans  la  lutte  qui  s'établit  entre  l'Amérique  et  l'Europe, 
véritable  lutte  pour  l'existence,  l'Europe  ne  devra  qu'à  la  science 
de  ne  point  être  vaincue.  A  tous  égards  les  avantages  sont  du 
côté  de  l'Amérique  :  plaines  immenses  qui  mettent  les  prix  de 
vente  et  de  location  à  des  chiffres  très  bas,  impôts  insignifiants,  pos- 
sibilité de  se  soustraire  aux  lois  de  restitution,  emploi  écono- 
mique de  toute  la  machinerie  agricole,  voilà  ce  contre  quoi  l'Eu- 
rope doit  s'eflbreer  de  lutter. 

L'univers  est  formé  d'un  certain  nombre  d'éléments  appelés 
corps  simples.  Tels  qu'ils  se  trouvent  dans  le  monde  inanimé, 
les  éléments  sont  inaptes  à  nourrir  les  animaux  :  ils  doivent  au 
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préalable  passer  par  le  laboratoire  du  monde  végétal.  Au  point 
de  vue  pratique  de  ralimentation,  quatre  corps  simples  seule- 
ment attirent  lattention,  Toxygène,  Thydrogène,  le  carbone  et 
Tazotc.  Les  autres  éléments  peuvent  être  négligés  attendu  qu'ils 
se  trouvent  très  généralement  en  quantité  et  en  proportion  con- 
venables dans  tous  les  aliments. 

L  oxygène,  Thydrogéne,  le  carbonne  et  Tazote,  associés,  com- 
binés d'une  certaine  façon  par  les  végétaux,  constituent  les  prin- 
cipes nutritifs  des  aliments  :  sucres,  fécules,  graisses,  matières 
albuminoïdes,  le  tout  joint  à  une  cerlaine  quantité  d'eau. 

On  sait  combien  il  faut  de  matière  nutritive  pour  un  poids 
vif  donné.  On  pourrait  donc  croire,  d'après  cela,  que  rien  n'est 
plus  facile  à  établir  qu'une  ration.  On  se  tromperait  gravement. 
Des  difficultés  se  présentent  qui  résultent  de  la  grande  différence 
de  composition  des  substances  alimentaires,  et  aussi  de  ce  fait 
que  les  principes  nutritifs  ne  sont  presque  jamais  intégralement 
ni  digérés  ni  absorbés.  Chaque  principe  nutritif  a  non  seulement 
un  coefficient  de  digestibilité  propre,  mais,  pour  un  principe 
donné,  ce  coefficient  peut  être  modifié  par  un  grand  nombre  d'in- 
fluences. 

Pour  que  les  aliments  produisent  le  plus  grand  effet  utile  pos- 
sible, les  principes  nutritifs  doivent  s'y  trouver  dans  un  certain 
rapport.  C'est  ce  qu'on  a  appelé  relation  nutritive.  En  général, 
les  matières  azotées  doivent  être  aux  matières  non  azotées 
comme  1  est  à  5.  Ces  chiffres  ne  sont  que  des  moyennes  dont  on 
devra  souvent  s'écarter  considérablement  dans  la  pratique. 
Pourtant,  ces  rapports  ne  peuvent  varier  que  dans  une  certaine 
mesure  :  trop  abondantes,  les  matières  albuminoïdes  sont  bien 
digérées  et  absorbées,  mais  elles  ne  tardent  pas  à  être  décompo- 
sées dans  l'organisme,  et  rejetées  avant  d'avoir  pu  produire  un 
un  effet  utile;  trop  peu  abondantes,  au  contraire,  leur  coefficient 
de  digestibilité  se  restreint,  et  elles  passent  indigérées.  Si  les 
matières  non  azotées  entrent  pour  une  trop  grande  part  dans  la 
ration,  une  partie  résiste  aux  forces  digestives  et  passent  dans  les 
excréments.  On  le  voit,  une  ration  mal  pondérée  dans  ses  élé- 
ments expose  le  cultivateur  à  des  pertes  certaines  et  multiples. 
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Passant  aux  modes  de  préparation  que  Ton  fait  subir  aux  ali- 
mentSy  le  concassage,  Taplatissage,  la  macération,  la  fermentation, 
la  cuisson,  le  conférencier  discute  la  valeur  de  divers  procédés, 
dont,  très  souvent,  on  a  exagéré  Fimportance.  Pour  ce  qui  con- 
cerne plus  spécialement  la  fermentation  du  maïs  ensilé,  il  est 
d'avis  qu'on  doit  la  restreindre  autant  que  possible,  attendu 
qu'elle  transforme  des  matières  de  grande  valeur,  le  sucre  et  la 
fécule,  en  produits  inutiles  et  nuisibles,  Talcool,  les  acides  acéti- 
que et  lactique. 

Enfin  il  établit  les  règles  du  rationnement.  Il  y  a. dans  la  ration 
totale,  la  ration  d'entretien  et  la  ration  de  production.  La  ration 
d'entretien  fournit  les  éléments  qui  permeuent  à  l'animal  auquel 
on  ne  demande  ni  travail,  ni  produit,  de  conserver  son  poids  ini- 
tial. La  ration  de  production  est  une  ration  surajoutée  que  l'ani- 
mal transforme  en  produit  ou  en  travail,  tout  en  conservant  son 
poids. 

Le  bénéfice  que  donne  le  bétail  est  d'autant  plus  grand  que  le 
rapport  de  production  de  la  ration  d'entretien  est  plus  considéra- 
ble. On  doit  donc,  dans  la  ration  totale,  aller  aussi  loin  que  les 
forces  digestives  le  permettent,  et  faire  en  sorte  que  la  ration 
d'entretien  n'en  soit  qu'une  minime  fraction. 

xVprès  avoir  donné  quelques  formules  de  la  ration,  le  confé- 
rencier termine  en  faisant  remarquer  combien  la  vraie  science 
éclaire  les  pas  du  praticien.  C'est  à  dessein  qu'il  emploie  ces  mots 
de  vraie  science,  car  il  ne  faut  pas  confondre  les  procédés  éclai- 
rés, prudents,  circonspects,  de  l'homme  qui  a  fait  de  l'agricul- 
ture une  étude  spéciale,  avec  ceux  de  ces  gobes-mouches  qui 
foisonnent  dans  le  monde  agricole.  Ceux-ci  ont  des  engouements 
soudains,  essaient  de  tout,  ne  réussissent  en  rien  et  mettent  ainsi 
la  science  en  suspicion  parce  qu'ils  lui  attribuent  des  insuccès 
dont  la  vraie  raison  n'est  que  dans  leur  ignorance. 

Conclusion  :  Si  vous  voulez  faire  de  l'agriculture  scientifique, 
commencez  par  l'apprendre  ;  si  vous  ne  voulez  pas  rapprendre, 
contentez-vous  de  faire  de  la  routine.  Seulement,  dans  ce  dernier 
cas,  il  est  douteux  que  vous  puissiez  longtemps  encore  nouer  les 
deux  bouts. 


—  i»o  — 

M.  Verriest  professeur  à  TUniversité  de  Louvain,  parle  ensuite 
sur  les  maladies  infectieuses,  leur  histoire  et  la  place  qu'elles 
occupent  dans  la  science  médicale.  Après  un  tableau  coloré  du 
parasitisme  tel  qu'il  existe  dans  la  nature,  —  parasitisme  récem- 
ment révélé  à  la  science  grâce  au  perfectionnement  de  ses  procé- 
dés investigateurs,  —  M.  Verriest  retrace  le  progrès  fait  depuis 
vingt  ans  par  ce  que  nous  appellerons,  en  recourant  à  un  barbare 
solécisme,  la  science  parasUique.  Précédemment,  on  le  sait,  le 
parasitisme  n'était  connu  que  chez  les  insectes  (Maladies  des 
vers  à  soie,  fibrine).  Aujourd'hui  la  science  est  débarrassée  des 
hypothèses  anciennes  et  les  recherches  de  Davaine  en  France  sur 
le  charbon  qui  attaque  les  troupeaux  de  moutons  ainsi  que  celles 
d'autres  savants  ont  amené  un  ensemble  de  données  positives 
incontestables.  M.  Verriest  décrit  les  différentes  catégories  de 
parasites,  leurs  conditions  d'existence,  de  multiplication  et  de 
reproduction,  leur  action  scientifique,  leurs  modes  d'infiltration 
et  de  propagation.  Il  montre  ces  infiniment  petits,  si  petits  que, 
d'après  des  calculs  précis,  il  en  faut  jusqu'à  3  à  4  milliards  pour 
arriver  au  poids  d'un  milligramme. 

Les  infiniment  petits  répartis  dans  l'éther,  dans  l'eau,  dans  le 
sol  l'occupent  également;  il  se  demande  si  l'homme  peut  espérer 
de  sortir  vainqueur  de  cette  lutte  gigantesque  pour  laquelle  il  est 
mal  armé...  Oui,  dit-il,  car  Dieu  nous  a  donné  l'intelligence  et 
nous  avons  su  dompter  la  nature  visible. 

M.  Verriest  termine  par  une  esquisse  des  moyens  d'action 
dont  l'homme  dispose  pour  combattre  le  parasitisme.  La  question 
de  l'assainissement  des  villes  et  des  maisons  y  est  magistrale- 
ment traitée,  ainsi  que  le  projet  digne  du  génie  moderne  d'orga- 
niser une  action  commune  entre  tous  les  peuples  civilisés  pour 
attaquer  le  choléra  jusque  dans  ses  foyers  d'origine,  c'est-à-dire 
d'assainir  les  bouches  du  Gange. 


—  i»i  — 
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Le  R.  P.  Ga'rbonnellc,  secrétaire  de  la  Société  scientifique,  lii 
le  rapport  suivant  : 

Messieurs, 

Il  est  de  mode,  dans  un  certain  monde,  de  représenter  le 
christianisme  au  XIX"  siècle  comme  se  débattant,  sans  grand 
espoir,  contre  le  témoignage  de  plus  en  plus  accablant  des 
sciences  naturelles.  Le  monde  qui  vit  dans  cette  illusion  ou  de 
cette  illusion  peut  se  diviser  en  trois  classes  : 

La  première,  la  plus  nombreuse,  et  elle  est,  hélas!  aujourd'hui 
fort  nombreuse,  se  compose  de  personnes  également  étrangères 
aux  sciences  et  à  la  doctrine  chrétienne,  par  suite  absolument 
incapables  de  se  former  elles-mêmes  une  opinion  sur  ce  sujet, 
mais  qui  pensent  ainsi  parce  qu'on  leur  a  dit  qu'il  faut  penser 
ainsi.  C  est  la  classe  des  dupes. 

A  cette  classe  en  correspond  une  autre,  celle  des  charlatans 
qui  Texploitent.  Ils  sont,  pour  la  plupart,  presque  aussi  incom- 
pétents que  leurs  victimes;  mais  à  quoi  servirait  la  compétence, 
là  où  la  conviction  est  superflue  parce  que  Tintérét  seul  fait  la 
loi?  Leur  prédication  ne  vise  pas  à  éclairer  et  à  améliorer  les 
prosélytes,  mais  à  mettre  en  lumière  et  à  faire  valoir  les  apôtres; 
ce  qu'ils  débitent  n'est  pas  fait  pour  servir,  mais  pour  être 
vendu. 

La  Société  scientifique  ne  s'occupe  pas  directement  de  ces 
deux  catégories,  sur  lesquelles  la  science  n'a  évidemment  aucune 
prise.  Il  y  a  dans  la  grande  société  chrétienne  d'autres  institu- 
tions et  d'autres  moyens  pour  ramener  ces  égarés.  Mais  ce  qui 
nouft  appartient  en  propre,  c'est  la  troisième  classe,  classe  fort 
importante  aujourd'hui,  où  je  range  également  ceux  qu'une 


science  mal  comprise  et  mal  digérée  éloigne  de  la  religion,  et  les 
savants  qui,  faute  de  bien  connaître  la  doctrine  religieuse,  la 
croient  sincèrement  en  contradiction  avec  la  science. 

C'est  à  ces  hommes  que  nous  démontrons  que  le  christianisme 
s'harmonise  avec  toutes  les  sciences,  aussi  bien,  pour  le  moins, 
que  les  diverses  sciences  s'harmonisent  entre  elles.  Et  cette 
démonstration  nous  ne  la  faisons  pas  seulement  par  nos  œuvres, 
par  nos  publications,  mais  on  peut  dire  qu'elle  résulte  déjà  de 
notre  seule  existence. 

Oui,  de  notre  existence;  car  en  nous  voyant  réunis  si  nom- 
breux et  de  foutes  les  parties  du  monde,  sans  autre  bien  commun 
que  l'amour  de  la  vérité  religieuse  et  de  la  vérité  scientifique, 
en  nous  voyant  faire  à  ce  double  amour  des  sacrifices  de  travail 
et  d'argent,  tandis  que  nos  adversaires  n'osent  pas  même  essayer 
de  nous  imiler,  on  est  bien  forcé  de  se  demander  si  l'incompati- 
bilité entre  les  deux  ordres  est  aussi  certaine  qu'on  le  dit;  et  ce 
doute  salutaire  est  un  premier  pas  qui,  posé  sincèrement,  décide 
bienlôt  les  pas  suivants  qui  font  enfin  sortir  de  l'illusion. 

Mais  pour  que  le  fait  de  notre  existence  sociale  ait,  à  lui  seul, 
tant  de  force,  il  faut.  Messieurs,  que  cette  existence  soit  prospère, 
il  faut  qu'elle  se  montre  vigoureuse  et  supérieure  aux  influences 
variables  et  parfois  pernicieuses  du  milieu  où  nous  vivons.  Tel 
est  heureusement  notre  cas;  car,  malgré  la  persécution  religieuse 
qui  sévit  au  delà  des  frontières  du  pays,  malgré  les  efforts  heu- 
reusement contrecarrés  qui  se  font  en  deçà,  et  qui  nous  ont  infligé 
des  perles  sensibles,  c'est  à  peine  si  le  nombre  de  nos  membres 
est  diminué.  Presque  tous  les  vides  produits  ont  été  comblés  au 
fur  et  à  mesure.  Nous  comptons  aujourd'hui  688  membres,  dont 
172  étrangers. 

Bien  qu'une  telle  situation  puisse  à  bon  droit  être  considérée 
comme  satisfaisante,  nous  croyons  qu'il  vaut  mieux  ne  pas  s'en 
contenter  et  nous  engageons  tous  les  membres  de  la  Société 
scientifique  à  concourir  énergiquement  à  la  prospérité  de  l'œuvre. 
Qu'ils  la  fassent  connaître  autour  d'eux,  qu'ils  nous  amènent  de 
nouveaux  adhérents.  Pour  la  cause  que  nous  défendons,  chaque 
nouvelle  recrue  est  un  nouvel  argument. 


—  t9S  — 

Ici  y  Messieurs,  payons  un  juste  tribut  de  regrets  à  Pun  de 
ceux  que  la  mort  nous  a  ravis  cette  année.  M.  Emile  de  Ville, 
qui  fut  toujours  un  de  nos  membres  les  plus  zélés  et  les  plus 
sympathiques.  Plusieurs  de  ceux  qui  m*écoutenl  ont  été  d'abord 
amenés  par  lui  à  nos  réunions,  et  vous  savez  tous  quel  dévoue- 
ment il  mettait  au  service  de  la  troisième  section  dont  il  était  le 
secrétaire.  Il  est  allé  mourir  à  un  poste  de  combat,  sur  cette  terre 
d'Afrique,  où  plusieurs  de  nos  amis  Favaient  précédé,  et  où  sa 
mort  n  a  pas  empêché  d'autres  de  le  suivre;  car  la  Société  scien- 
tifique est,  aujourd'hui  encore,  représentée  parmi  les  courageux 
pionniers  de  la  civilisation  dans  ces  contrées. 

Si,  comme  je  viens  de  vous  le  dire,  nos  listes  ont  subi  cette 
année  une  perte  de  quelques  unités,  il  est  une  autre  chose  qui, 
depuis  notre  début,  n'a  cessé  de  s'accroître,  c'est  notre  activité. 
Le  compte  rendu  de  nos  sessions  et  nos  publications  suffiraient 
pour  en  témoigner,  et  je  vais  bientôt  vous  en  apporter  une  autre 
preuve  encore. 

Nos  AnualeSf  publiées  régulièrement  à  la  (in  de  chaque  année 
sociale,  sont  toujours  et  de  plus  en  plus  appréciées  par  les 
hommes  spéciaux;  souvent  on  les  a  mentionnées  dans  les  réu- 
nions académiques  et  dans  les  recueils  scientifiques  les  plus 
estimés.  A  moins  d'être  complètement  aveuglé  par  les  préjugés 
des  sectaires  contemporains,  on  est  bien  forcé,  devant  des  tra- 
vaux aussi  sérieux,  publiés  par  une  Société  qui  professe  nos 
principes,  de  reconnaître  qu'il  n'y  a 'pas  d'opposition,  dans  la 
nature  humaine,  entre  l'esprit  scientifique  et  l'esprit  religieux. 

Notre  Revue  des  questions  scientifiques  se  répand  de  plus  en 
plus  à  l'étranger,  et  elle  reçoit  souvent  d'illustres  encourage- 
ments. Il  nous  a  été  donné  plus  d'une  fois  de  constater  qu'elle 
attaignait  son  but  le  plus  élevé,  non  seulement  en  fortifiant,  par 
les  témoignages  de  la  science,  les  convictions  des  chrétiens,  mais 
encore  en  éclairant  les  esprits  égarés,  en  les  ramenant  à  la  vérité 
religieuse,  en  leur  montrant  qu'il  n'y  a  pas  In  moindre  opposi- 
tion entre  les  découvertes  scientifiques  et  les  renseignements  de 
la  religion. 

Mais  ce  que  je  vous  dis  ici,  j'ai  déjà  du  vous  le  dire  les  années 
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précédentes;  ce  qu'il  me  reste  à  dire  constitue  un  développe- 
ment tout  nouveau  de  notre  activité  sociale.  La  proposition  de  fon- 
der des  prix  et  des  subsides  pour  encourager  les  recherches 
scientifiques  a  été,  vous  le  savez,  très  sérieusement  étudiée  et 
discutée  celte  année  par  le  conseil.  Nous  espérions  même  vous 
présenter  aujourd'hui  une  solution  définitive.  Je  puis  du  moins 
vous  annoncer  que  cette  solution  ne  se  fera  plus  attendre.  Tous 
les  détails  ont  été  successivement  réglés,  et  il  ne  reste  plus  qu'à 
voter  Tensemble  du  nouveau  règlement.  Malgré  Pexiguîté  de  nos 
ressources,  nous  pouvons,  grâce  à  la  prudente  économie  qui  les 
a  toujours  ménagées,  consacrer  à  cet  objet  des  fonds  qui  ne 
seront  pas  trop  insuffisants.  Désormais  la  moitié  de  l'excédant 
de  chaque  excercice,  et  le  revenu  de  tout  l'excédant  de  nos  pre- 
miers exercices,  nous  permettront  de  fonder  chaque  année  un 
nouveau  prix  dont  la  valeur  ne  sera  jamais  inférieure  à  500  francs, 
et  d'accorder  en  outre  des  subsides  efficaces  pour  des  recherches 
déterminées.  Dès  que  le  règlement  sera  définitivement  arrêté,  il 
sera  porté  par  une  circulaire  à  la  connaissance  de  tous  les  mem- 
bres, et  nous  sommes  certains  que,  grâce  à  votre  zèle,  ce  nouvel 
effort  de  la  Société  ne  restera  pas  stérile,  qu'il  provoquera  des 
travaux  importants,  et  contribuera  puissamment  aux  progrés  des 
sciences  qui  nous  sont  chères. 

Je  ne  m'arrêterai  pas.  Messieurs,  à  développer  ces  considéra- 
tions. Vous  me  saurez  gré  d'abréger,  et  de  ne  pas -vous  priver 
plus  longtemps  du  plaisir  d'entendre  la  conférence  de  notre  pré- 
sident. Vous  vous  rappelez  l'intéressante  causerie  de  l'année 
dernière,  où  cet  intrépide  explorateur  de  l'Afrique  nous  a  dépeint 
les  Oromo.  Aujourd'hui,  c'est  Tinfatigable  astronome,  l'explora- 
teur du  ciel,  qui  va  nous  faire  profiter  de  sa  grande  expérience. 
Avec  une  pareille  perspective,  je  dois  m'empresser  de  terminer, 
bien  assuré  que,  de  toutes  mes  périodes,  celle  qui  vous  plaira  le 
plus.  Messieurs,  ce  sera  la  dernière. 

M.  A.  Brifaut,  trésorier,  lit  le  rapport  suivant  : 
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Messieurs, 

Conformémentà  Tarlicle  1 5  des  Statuts^  votre  trésorier  a  Thon- 
neur  de  vous  présenter  le  compte  détaillé  des  recettes  et  des 
dépenses  de  Texercice  écoulé,  arrêté  au  28  février  dernier,  ainsi 
que  la  situation  de  notre  capital  social. 

Recettes. 

Encaisse  au  1"  mars  1880 fr.  26,605  02 

579  cotisations  à  15  francs 8,685  00 

Vente  de  publications 178  00 

1,069  abonnements  à  la  Revue  des  questions  sdeth 

/f/79tie«àl5francsetplus 18,602  47 

Subside  de  rÉtat 1,000  00 

Dons  divers 37  05 

Coupons  du  portefeuille 746  00 

Intérêts  en  banque  au  31  décembre  1880    .     .     .  1,305  26 

Fr.  57,158  80 

Dépenses. 

Frais  de  bureau fr.  117  05 

Mobilier 322  55 

Frais  de  recouvrement  (poste  et  banquier)  ...  171  72 
Impression  des  Annales  et  des  circulaires  et  frais 

d'expédition 4,347  49 

Frais  de  sessions 743  70 

Indemnité  aux  secrétaires  de  sections 300  00 

Revue  des  questions  scientifiques  : 

a)  Impression 9,418  65 

6)  Honoraires 4,827  79 

Fr.  20,248  95 

Encaisse  au  1«' mars  1881 36,909  85 

Fr.  57,158  80 


Situation  du  capital  au  t8  février  i8Sf. 

Actif.  7,400  fr.  Emprunt  de  TÉtat 
belge  4  V»  à  fr  105,50  intérêts  non 
compris fr.      7,807  00 

30  actions  privilégiées  chemin  de 
fer  Bruxelles- Lille-Ca lais,  intérêts 
non  compris,  à  398     .     .    .     .  fr.     11,940  00 

19,747  00 

Espèces  provenant  de  5  rachats 
perpétuels  effectués  en  1880  (à  pla- 
cer en  fonds  publics)  .     .     .     .  fr.  750  00 

Total.     .  fr.  20,497  00 

Passif.    29    parts   de  fondateurs   de 

500  francs fr.     14,500  00 

24  rachats  perpétuels  de  150 
francs  (dont  5  ont  été  effectués  en 
1880) fr.      3,600  00    18,100  00 

Excédant  d'actif fr.       2,397  00 

L* Assemblée  nomme,  pour  vérifier  le  compte  rendu  de  M.  le 
trésorier,  MM.  Herman  de  Prêter  et  Jean  Otto. 

M.  Antoine  d'Abbadie,  membre  de  Tlnstitut  de  France  et  pré- 
sident de  la  Société  scientifique,  prend  ensuite  la  parole  pour 
une  conférence  «Sur  quelques  desiderata  de  TAstronomie.  »  Cette 
conférence  est  publiée  plus  loin,  seconde  partie,  pp.  123  et  sui- 
vantes. 
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ASSEMBLÉE   GÉNÉRALE   DU   MARDI   t6    AVRIL    1881. 

M.  Verriest,  professeur  à  TUniversilé  de  Louvain,  reprend  le 
sujet  du  parasitisme,  déjà  traité  par  lui  dans  rassemblée  géné- 
rale du  jeudi  27  janvier.  Dans  celle  première  conférence, 
M.  Verriest  avait  exposé  Thisloire  des  découvertes  relatives  à  la 
nature  parasitaire  végétale  des  maladies  infectieuses;  il  nous 
avait  fait  connaître  la  constitution,  les  formes  diverses  et  les 
modes  de  multiplication  de  ces  êtres  inférieurs  infiniment  petits. 
Aujourd'hui  il  s'est  occupé  spécialement  du  rôle  de  ces  orga- 
nismes dans  leurs  rapports  avec  la  maladie.  Présents  dans  Teau, 
dans  Tair,  dans  le  sol,  ils  constituent  une  menace  permanente  à 
laquelle  Tbommc  n'échappe  que  grâce  à  la  résistance  de  son 
organisation.  C'est  le  rapport  entre  la  puissance  d'invasion  du 
germe  toujours  présent  et  la  puissance  de  résistance  de  l'orga- 
nisme qui  détermine  le  maintien  de  la  santé  ou  le  développe- 
ment de  la  maladie.  Que  la  puissance  des  germes  s'exhale,  que 
leur  nombre  s'accroisse,  ils  pourront  envahir  un  organisme  nor- 
mal. Que,  d'autre  part,  l'organisme  s'aiïniblisse,  qu'un  défaut  se 
produise  dans  sa  cuirasse  (plaie,  inoculation,  etc.)»  et  la  même 
invasion  aura  lieu.  Lorsque  les  deux  conditions  coexistent,  le 
rapport  maximum  s'établit  et  la  maladie  apparaît  dans  sa  plus 
violente  intensité.  L'orateur  étudie  le  mode  d'action  de  ces 
microbes;  il  discute  la  question  de  leur  spécificité,  et  montre 
d'une  part  la  petitesse  infinie  de  ces  organismes  (30  milliards  de 
certains  d'entre  eux  ne  pèsent  pas  la  50"**  partie  d'un  grain  de 
blé),  de  l'autre  les  ravages  gigantesques  qui  résultent  de  leur 
action.  Que  pouvons-nous  contre  cet  ennemi  qui  nous  décime 
depuis  des  siècles,  mais  que  nous  ne  connaissons  que  d'hier?  Le 
détruire  dans  ses  sources  mêmes ,  par  exemple,  en  assainissant 
les  marais  paludéens,  etc.,  en  organisant  l'hygiène  des  villes, 
des  hôpitaux,  des  habitations  privées;  en  coupant  les  voies  à  sa 
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propagation  :  enfin,  en  organisant  la  résistance  individuelle  par 
la  création  d'immunités  artificielles  telles  que  celles  que  procure 
la  vaccination,  immunités  que  des  travaux  récents  permettent 
d'étendre  à  la  plupart  des  maladies.  Une  dernière  ressource  se 
trouve  enfin  dans  le  traitement  des  maladies  elles-mêmes,  trai- 
tement auquel  les  notions  nouvelles  ne  peuvent  manquer  d  ap- 
porter des  secours  précieux  et  une  précision  que  Ton  n'a  pu 
espérer  aussi  longtemps  que  la  nature  même  des  maladies  était 
demeurée  un  mystère. 


ASSEMBLÉS  GÉNÉRALE  DU  MERCREDI  37  AVRIL  1881. 

Les  découvertes  de  M.  Schlieman  à  Hissarlik  (Troie)  à  Ty- 
rinlhe  et  à  Mycènes  offrent  un  grand  intérêt  au  point  de  vue 
littéraire.  Elles  jettent  aussi  une  vive  lumière  sur  ce  que  Ton 
appelle  la  science  préhistorique,  la  science  des  religions.  C'est  ce 
côté  scientifique  de  la  question  qu'a  traité  M.  l'abbé  Rachon.  Il 
nous  apporte  le  résultat  d*éludes  sérieuses  faites  dans  les  fouillesy 
dans  les  musées  d*Athènes,  dans  les  livres  écrits  sur  ce  sujet,  et 
aussi  dans  de  précieux  entretiens  avec  M.  Schlieman  et  le  re- 
gretté M.  de  Saulcy. 

A  l'aide  d'un  plan  dessiné  par  lui,  le  conférencier  décrit  les 
couches  de  débris  et  de  ruines  laissés  sur  le  coteau  d'Hissarlik 
par  les  quatre  peuples  qui  l'ont  occupé  successivement ,  et  les 
principales  découvertes  faites  dans  chacune  d'elles.  Puis,  dans 
des  dessins  —  prés  de  300  —  pris  sur  place  ou  des  photogra- 
phies publiées  à  Athènes,  il  présente  les  types  principaux  parmi 
tous  ces  objets  trouvés.  Et  il  arrive  à  cette  conclusion  que  les 
traces  d'une  civilisation  supérieure  augmentent  avec  la  profon- 
deur des  fouilles,  jusqu'au  sol  primitif. 

Vaincu  par  l'évidence  des  faits,  M.  Schlieman  abjura  à  His- 
sarlik même  ses  opinions  évolutionnistes.  On  sait  que  les  adeptes 
de  cette  école  jonglent  —  c'est  l'expression  de  M.  de  Saulcy  — 
à  qui  mieux  avec  les  milliers  d'années. 
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M.  Racbon  étudie  ensuite  la  religion  des  Troyens  diaprés  les 
nombreux  symboles  religieux  védiques,  assyriens,  phéniciens, 
égyptiens  et  autres  trouvés  à  Troie;  il  démontre  Tidentilé  de  race 
et  de  religion  des  quatre  peuples  qui  se  sont  superposés  dans  la 
suite  des  temps.  Les  découvertes  faites  à  Tyrinthe  et  à  Mycènes 
sont  venues  compléter  celles  d'Hissarlik,  et  ont  mis  au  jour  des 
richesses  archéologiques  uniques  en  leur  genre;  ils  confirment  la 
condamnation  dont  les  découvertes  de  M.  Schlieman  ont  frappé 
les  théories  évolutionnistes.  On  est  autorisé  à  croire  que  les 
tombes  découvertes  par  M.  et  M"*^  Schlieman  sont  bien  celles 
d*Agamemnon  et  de  ses  compagnons  massacrés  à  leur  retour  de 
Troie. 

Parmi  ces  corps  à  demi  consumés ,  il  en  est  un  qui  s'est  con- 
servé à  peu  près  à  Tétat  de  momie.  M.Tabbé  Rachon  estime  que 
c'est  le  corps  du  «  Roi  des  hommes.  » 

Pendant  et  après  cette  conférence,  M.  Rachon  a  mis  sous  les 
yeux  de  rassemblée  un  très  grand  nombre  de  dessins  et  de  pho- 
tographies représentant  les  objets  entamés  par  M.  Schlieman,  et 
les  coupes  des  fouilles  exécutées  par  ce  savant. 

M.  Vicaire,  professeur  de  chemins  de  fer  à  FEcole  des  mines 
de  Paris,  parle  ensuite  de  la  question  des  freins,  importante  pour 
la  sécurité  des  voyageurs. 

Après  avoir  analysé  rapidement  les  conditions  générales  de  la 
sécurité  sur  les  chemins  de  fer,  Torateur  tient  que  des  freins  è 
action  prompte  et  énergique  sont  une  des  plus  importantes.  Leur 
rôle, au  point  de  vue  de  la  sécurité, n*est  pas  seulement  d'arrêter 
rapidement  un  train  en  présence  d'un  obstacle,  mais  aussi  de 
l'empêcher  de  s'accélérer  indûment  sur  les  pentes.  Ils  intervien- 
nent en  outre,  non  plus  comme  moyen  de  sécurité,  mais  comme 
moyen  nécessaire  d'exploitation,  pour  l'arrêt  aux  stations. 

Il  ne  faut  pas  arrêter  brusquement  un  train;  cela  produirait 
précisément  le  choc  même  que  l'on  veut  éviter.  Donc  il  faut  re- 
|)0usser  tout  procédé  qui  serait  fondé  sur  une  liaison  rigide  éta- 
blie entre  le  train  et  les  pièces  de  la  voie.  On  obtient  des  résul- 
tats suffisants  en  faisant  intervenir  la  résistance  produite  par  le 

^  V.  i 


—  ISO  — 

rrotlement.  Les  freins  à  patins,  qui  semblent  le  procédé  le  pliu 
naturel,  n'ont  pas  réussi.  On  n'emploie  que  des  freins  à  sabots. 
Les  divers  systèmes  ne  diiTèrenl  entre  eux  que  par  la  manière 
d'agir  sur  les  sabots. 

M.  Vicaire  énumère  les  conditions  principales  que  doivent 
remplir  les  freins.  Il  insiste  sur  ce  fait  curieux,  dont  il  donne 
rexplicaiion,  que  pour  obtenir  des  freins  le  maximum  d'effet,  il 
faut  éviter  avec  soin  de  les  serrer  assez  pour  immobiliser  les 
roues,  pour  les  caler. 

Un  intérêt  spécial  s'attache  aujourd'hui  aux  freins  dits  continus 
ou  a  transmission  qui  peuvent  être  mis  en  action  sur  toute  la 
longueur  d'un  train  par  une  manœuvre  unique  opérée  par  le 
mécanicien,  par  un  autre  agent,  ou  même  par  un  voyageur. 
L'orateur  donne  quelques  détails  sur  les  deux  systèmes  aujour- 
d'hui les  plus  répandus,le  frein  Smith-Hardy  et  le  frein  Wesiing- 
house  ainsi  que  sur  le  frein  électrique  de  M.  Achard.II  compare 
ces  systèmes  et  résume  les  conditions  générales  auxquelles  doi- 
vent satisfaire  les  freins  continus;  il  fait  ressortir  notamment 
l'importance  de  ce  qu'on  appelle  ïautomaticité  des  freins. 


Toast  prononcé  par  M.  Antoine  d'Abbadie,  Présidentp  an  banqpiet 

dn  mercredi  27  juillet  1881. 

Messieurs, 

Nous  obéissons  bien  moins  à  une  tradition  aimée  qu'à  un 
besoin  de  nos  cœurs  en  acclamant  à  la  fois  S.  S.  Léon  XIII  et 
S.  M.  le  Roi  des  Belges.  Ces  noms  vénérés  résument  ce  que  vous 
avez  de  plus  intime  et  de  plus  cher  :  la  foi  catholique  et  la  patrie. 

Il  est  permis  à  un  ancien  voyageur  en  Afrique  de  redire  que 
par  une  touchante  coïncidence  ces  deux  Souverains  travaillent  en 
ce  moment  à  porter  la  lumière  dans  le  sombre  continent,  l'un 
par  ses  missionnaires  apostoliques,  l'autre  par  ses  voyageurs 
dévoués;  et  si  les  dangers,  les  maladies,  la  mort  même  n'arrêtent 
pas  le  cours  de  leurs  travaux  surhumains,  c'est  parce  qu'ils  sont 
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inspirés  par  ce  qu'il  y  a  de  plus  beau  au  monde  :  la  religion  et 
la  science. 

Heureuse  de  prospérer  à  Tabri  de  ces  grands  noms,  la  Société 
scientifique  de  Bruxelles  donne  aux  savants  étrangers  une  grande 
leçon  en  montrant  aux  plus  incrédules  qu'on  peut  s'ébattre  à 
Taise  dans  le  champ  sans  bornes  du  savoir  humain  tout  en  restant 
fidèle  aux  principes  immuables  de  respect,  de  morale  et  de  foi 
qui,  après  avoir  fondé  les  nations,  peuvent  seuls  les  conserver  et 
les  faire  grandir.  Au  besoin  incessant  de  changement  de  nou- 
veauté et  de  progrès  qui  tourmente  Thomme,  vous  offrez  les 
recherches  à  faire,  les  questions  à  résoudre,  les  théories  incer- 
taines qui  attendent  encore  leurs  formes  et  leurs  solutions.  A 
ceux  qui,  vieillis  dans  les  tumultes  du  monde,  aspirent  surtout 
au  repos,  vous  rappelez  les  croyances  tranquilles  et  les  saintes 
traditions  de  nos  pères.  Seule  de  toutes  les  Sociétés  savantes,  la 
nôtre  maintient  son  activité  en  harmonie  avec  l'inspiration  féconde 
de  l'Eglise.  C'est  par  là  qu'elle  vivra  et  que  son  autorité  grandira 
à  travers  les  âges. 

Honneur  et  gloire  au  Prince  qui  gouverne  les  Belges!  Puisse 
Sa  Majesté  trouver  toujours  dans  une  alliance  à  jamais  illustre 
ces  joies  intimes  qui  forment  le  plus  grand  bonheur  sur  la  terre! 

Honneur  et  gloire  au  chef  visible  de  notre  Église  !  Que  Dieu 
conserve  longtemps  Sa  Sainteté  pour  garder  les  précieuses  tradi- 
tions de  notre  foi  et  continuer  la  sagesse  séculaire  de  Rome. 

A  S.  S.  le  Pape  Léon  XHI. 
A  S.  M.  le  Roi  Léopold  II. 


\E 


ASSEMBLÉE   GÉNÉRALE    DU    JEUDI    28   AVRIL    188t. 

M.  A.  de  Lapparent,  professeur  de  géologie  à  l'Institut  catho- 
lique de  Paris,  fait  une  conférence  sur  le  relief  du  Globe  terrestre. 

Le  premier  essai  d'évaluation  de  l'attitude  moyenne  des  con- 
tinents est  dû  à  Humboldt.  En  dressant,  à  travers  les  continents, 
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des  séries  de  profils  parallèles,  dont  il  calculait  la  surface  en 
raison  des  données  géographiques  recueillies  de  son  temps^  et  en 
multipliant  la  surface  de  chaque  profil  par  la  largeur  de  la  bande 
qui  le  séparait  du  profil  voisin,  Humboldt  partageait  la  terre 
ferme  en  une  suite  de  prismes  de  volume  connu  ;  il  suffisait  alors 
de  diviser  les  volumes  par  les  surfaces  pour  avoir  les  chiffres  rela- 
tifs à  l'altitude  moyenne.  De  celte  manière,  le  célèbre  voyageur 
avait  trouvé  306  mètres  pour  Tenscmble  de  la  terre  ferme;  l'al- 
titude de  l'Asie  était  évaluée  à  355"  ;  celle  de  l'Europe  à  205. 

Il  est  certain  que  les  chiffres  de  Humboldt  sont  trop  faibles; 
la  démonstration  en  a  été  donnée  pour  l'Europe ,  il  y  a  peu  de 
temps,  par  M.  Leipoldt.  En  se  servant  de  cartes  hypsométriques 
et  en  évaluant  les  surfaces  comprises  entre  deux  courbes  consé- 
cutives, M.  Leipoldt  a  trouvé  que  l'altitude  moyenne  de  l'Europe 
n  était  pas  inférieure  à  296  mètres  et  que  l'Espagne,  en  particulier, 
à  laquelle  Humboldt  accordait  500°",  n'en  avait  pas  moins  de  711. 

M.  de  Lapparent  a  essayé  d'appliquer  aux  diverses  parties  du 
monde  une  méthode  semblable  à  celle  de  M.  Leipoldt.  En  s'aidant 
de  l'Atlas  de  Stieler,  il  a  construit  des  cartes  hypsométriques  à 
petite  échelle,  dont  il  s'est  servi  pour  évaluer  les  surfaces  des 
régions  suivantes  :  0  à  SOO*";  200  à  500;  500  à  1,000;  1,000  a 
2,000:  au-dessus  de  2,000.  Pour  l'Asie,  il  lui  a  suffi  de  se  servir 
de  l'excellente  carte  hypsométrique  jointe  au  VP  volume  de 
M.  Elisée  Reclus.  En  outre,  pour  l'altitude  moyenne  de  chaque 
zone,  il  a  eu  soin  de  prendre  un  chiffre  intermédiaire  entre  les 
deux  altitudes  extrêmes  ;  ainsi  300  a  été  choisi  pour  la  zone  de 
200  à  500,  1,500  pour  la  zone  de  1,000  à  2,000,  etc.  :  enfin,  en 
même  temps  que  ce  résultat  moyen,  M.  de  Lapparent  a  calculé 
un  résultat  minimum,  correspondant  au  cas  où  l'on  n'applique- 
rait à  chaque  zone  que  l'altitude  de  sa  limite  inférieure. 

Dans  ces  conditions,  l'altitude  moyenne  des  continents  est  cer- 
tainement supérieure  à  cinq  cents  mètres  et  plus  probablement 
voisine  de  six  cents.  L'Asie  seule,  qui  est  la  mieux  connue,  grâce 
à  la  carte  de  Reclus  et  qui  représente  le  tiers  de  la  terre  ferme,  a 
un  relief  moyen  de  plus  de  huit  cents  mètres. 

La  profondeur  moyenne  des  océans,  évaluée  par  le  même  pro- 
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cédé,  à  Taide  des  cartes  de  TAtlas  de  Slielcr,  se  montre  égale  à 
quatre  mille  deux  cents  mètres. 

M.  de  Lapparent  entrelient  ensuite  rassemblée  des  efforts  qui 
ont  été  faits  à  diverses  reprises  pour  mettre  en  évidence  la  symé- 
trie des  accidents  du  relief  terrestre. 

Ëlie  de  Beaumont  avait  cru  en  trouver  la  loi  dans  le  réseau 
pentagonaL  Si  Ton  veut,  à  la  surface  de  la  sphère,  obtenir  une 
division  symétrique,  il  suffit  de  recourir  à  Tun  quelconque  des 
polyèdres  réguliers  de  la  géométrie;  celui  qui  donne  le  plus 
grand  nombre  d'éléments  est  Vicosaèdre,  par  lequel  la  sphère  est 
divisée  en  vingt  triangles,  se  groupant  cinq  par  cinq  autour  d'un 
même  sommet.  L'ensemble  de  ces  cinq  triangles  concourants 
forme  un  pentagone  et  si  on  joint,  de  deux  en  deux,  les  sommets 
de  ce  pentagone,  on  en  obtient  un  autre  plus  petit,  dont  la  sur- 
face est  le  douzième  de  la  sphère  et  qui  correspond  à  l'inscription 
d'un  dodécaèdre pentagonal  régulier.  Ce  dodécaèdre  a  cela  de  par- 
ticulier que  chacun  des  côtés  de  l'un  des  pentagones  qui  le 
composent  est  perpendiculaire  à  un  côté  du  pentagone  voisin.  Si 
donc,  à  la  surface  du  globe,  parmi  des  accidents  du  relief  qui 
aient  la  même  nature,  on  en  trouve  deux  qui  soient  respective- 
ment perpendiculaires,  on  pourra  s'en  servir  pour  orienter  le 
réseau.  Tel  est  le  cas  de  l'axe  volcanique  de  la  Méditerranée,  ou 
ligne  joignant  l'Etna  à  Ténériffe,  qui  est  à  angle  droit  sur  la  ligne 
Etna-Vésuve. 

Malheureusement,  le  réseau  ainsi  orienté  n'offre  pas  de  coïn- 
cidences suffisamment  frappantes  entre  les  lignes  orographiques 
du  globe  et  les  grands  cercles  principaux  du  pentagone  :  il  faut, 
pour  observer  de  telles  coïncidences,  descendre  à  des  cercles 
dérivés,  obtenus  par  des  intersections  de  deuxième  ou  de  troi- 
sième ordre  et,  dans  ce  cas,  les  coïncidences  peuvent  être  regar- 
dées comme  illusoires,  la  direction  d'une  chaîne  de  montagnes 
ne  pouvant  être  appréciée  qu'à  quelques  degrés  près. 

M.  Lov^thian  Green,  dans  son  livre  intitulé  «  Vestiges  of  the 
molten  globe,  »  paraît  avoir  trouvé  une  formule  beaucoup  plus 
satisfaisante  et  dont  il  reconnah,  du  reste,  que  l'idée  lui  a  été 
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donnée  par  la  lecture  des  travaux  d'Elie  de  Beaumont. 
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M.  Green  s'arrête  au  réseau  téiraédrique,  c'est-à-dire  formé 
par  l'inscription,  dans  la  sphère,  d'un  trétraèdre  régulier.  Pour 
lever  de  suite  l'objection  relative  au  peu  de  similitude  du  sphé- 
roïde terrestre  avec  une  figure  aussi  pointue  que  celle  d'un 
tétraèdre,  M.  Green  fait  observer  que  Vhexa tétraèdre  ou 
tétraèdre  à  pointements  sextuples,  qui  est  une  des  figures  habi- 
tuelles de  la  cristallisation  du  diamant,  peut,  moyennant  des 
faces  courbes,  se  rapprocher  autant  qu'on  veut  de  la  surface 
d'une  sphère. 

Cela  posé,  puisque  le  triangle  équilatéral  est,  par  expérience, 
la  figure  que  prend  la  section  d'un  tube  cylindrique  soumis  à 
l'écrasement,  il  est  naturel  de  penser  que  le  sphéroïde  terrestre, 
en  s'écrasant  par  suite  du  refroidissement  de  la  masse  interne,  a 
dû  prendre  une  figure  qui  soit  à  la  sphère  ce  que  le  triangle  est 
au  cercle,  c'ost-à-dire  une  figure  tétraédrique. 

Or,  en  admettant  que  le  tétraèdre  soit  tellement  placé  que  l'un 
de  ses  axes  principaux  coïncide  avec  l'axe  des  pôles,  et  que  la 
mer  soit  une  sphère  décrite  du  centre  de  gravité  du  tétraèdre 
comme  centre,  on  aura  :  au  pôle  nord,  une  mer;  dans  l'hémi- 
sphère boréal,  trois  saillies  continentales,  finissant  en  pointe  vers 
le  sud  et,  au  pôle  sud,  un  continent.  Telle  est  justement  l'ordon- 
nance générale  du  globe  terrestre. 

Mais,  dans  le  progrès  de  l'écrasement  du  tétraèdre  terrestre, 
sa  partie  australe,  se  rapprochant  beaucoup  plus  de  l'axe  de  ro- 
tation, tandis  que  la  partie  boréale  s'en  éloignait,  la  première  a 
dû  conserver  un  notable  excès  de  vitesse  vers  l'est  et  le  tétraèdre 
a  été  obligé  de  se  décoller,  en  quelque  sorte,  suivant  un  plan  de 
macle.  C'est  justement  ce  qui  a  lieu  :  la  trace  de  ce  décollement 
est  la  grande  dépression  méditerranéenne  qui  coupe  l'Amérique 
en  deux,qui  sépare  l'Europe  de  l'Afrique,  l'Asie  de  l'Australie  et 
au  sud  de  laquelle  le  prolongement  austral  des  masses  continen- 
tales est  toujours  rejeté  vers  l'est. 

Enfin  si  l'on  imagine  un  tétraèdre  assujetti  à  tourner  autour 
du  soleil,  l'équateur  de  rotation  ne  pourra  continuer  à  coïncider 
avec  l'écliptique.  Les  trois  saillies  boréales ,  attirées  tour  à  tour 
vers  le  soleil,  feront  incliner  l'axe  de  rotation  jusqu'à  ce  que  le 
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eone  formé,  autour  de  ce  dernier,  par  les  irois  auires  axes  prin- 
eipaux  du  tétraèdre,  soit  tangent  à  Téeliptique.  Or,  en  prenant 
pour  éoliptique  le  plan  moyen  d*attraction  du  soleil  et  de  la  lune, 
on  trouve,  selon  M.  Green,  que  Taxe  terrestre  doit  faire  avec  ce 
pian  un  angle  à  quelques  minutes  près  égal  à  celui  que  les  ob- 
servations astronomiques  ont  établi. 

Ainsi,  quelle  que  soit  la  valeur  intrinsèque  de  la  conception 
de  M.  Lowthian  Green,  elle  offre  Tavantage  de  grouper,  autour 
d'une  idée  simple,  tous  les  traits  fondamentaux  de  la  géographie 
terrestre.  A  ce  titre  seul,  cet  ingém'eux  système  mérite  d'attirer 
l'attention  de  tous  ceux  qui  croient  à  Futilité  des  théories. 

M.  le  Président  annonce  que  les  deux  commissaires  nommés 
lundi  dernier  pour  la  vérification  des  comptes  présentés  par  le  tré- 
sorier, MM.  H.  de  Prêter  et  J .  Otto,  déclarent  que  les  comptes  sont 
en  règle.  Il  invite  donc  TAssemblée  à  les  approuver.  {Ad/iésion.) 

Il  proclame  ensuite  le  résultat  des  élections  (voir  p.  47). 

M.  de  Lapparent  prend  place  au  fauteuil  au  milieu  de  vifs 
applaudissements.  Après  avoir  remercié  en  termes  chaleureux  la 
Société  scientifique  de  Tbonneur  qu'elle  lui  fait  en  l'appelant  à 
diriger  ses  travaux,  il  déclare  la  session  close. 
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SECONDE  PARTIE 


MÉMOIRES 


SUR 

UNE  PROPRIÉTÉ  DE  L4  FONCTION  DE  POISSON 

ET  SUR 

LA  MÉTHODE  DE  JACOBI 

POUR  L'INTÉfiRATION  DES  ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES  DU  PREIIER  ORDRE. 

PAR 

M.  Ph.  GILBERT, 

Profetteor  à  rUalveniM  catholique  de  LoaTslo. 


Soient  Xj^,  x^y ...,  x.,  p^,  p2y ...,  p.,  2n  variables  quelconques, 
f  et  i/;  deux  fonctions  explicites  de  ces  variables.  La  fonction  de 
Poisson  est  définie  par  Inégalité 


^^'  "^^      ^i\dxj  dpj      dpj  dx/ 


ou,  suivant  une  notation  adoptée  pour  les  déterminants  fonction- 
nels, 

(1) (T^^'I^'IV"^)- 

i=i    ^»  PjI 

C*est  sur  les  propriétés  de  cette  fonction  que  repose,  comme 
on  sait,  la  méthode  de  Jacobi  pour  l'intégration  des  équations 
partielles  du  premier  ordre. 

V.  1 


2. 
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§1. 


Supposons  qu'il  existe,  entre  les  variables  x  etp,  m  équations 

données, 

F,(xi,  ...,  x„,  pi,  ...,  j)„)  =  0, 

F,(xo  .  .,  x„,  pi,  ...,  p„)  =  0, 


(2)    .     .    .    . 


Fm(a?i>  ••.!  a?„.  Pi,  ...,  p„)  =  0, 


dont  on  lire  les  valeurs  de  m  variables  p-i, ...,  p«  en  fonction  des 
autres,  en  sorte  que  Ton  ait 



Désignons  par  A  le  déterminant  fonctionnel 


c/F, 
dp, 

dp. 


dF, 
dp, 
dF, 
dpi 


dK 
dpi 

dpt 


dF,      dp;  dF^ 

rfp-.'    rfp«'       '   rfp« 


Vpif  Pt,  •••»  pJ 


et  par  A^  le  mineur  de  ce  déterminant  résultant  de  la  suppres- 
sion des  colonnes  de  rang  r  et  «  et  des  lignes  de  rang  i  et  k.  On 
sait,  par  une  propriété  des  déterminants,  que  si  t  et  A:  désignent 
deux  indices  différents,  pris  dans  la  suite  1,  % ...,  m,  on  a  toujours 

(4).    .    .     A  =  (-i)'-^*Q(-<r-A^D(^), 

KJ  \P<>  P*/ 


r.ê 


le  symbole  V  indiquant  une  somme  qui  s*étend  à  toutes  les  com*- 


r,f 


binaisons  deux  à  deux  des  indices  r  et  ^  pris  dans  la  suite 
1^  2, ...  m,     . 
Gela  posé,  soit  u  Tune  quelconque  des  viuriables  indépendantes 


—  3  —  5. 

^1 9  •'•^m9pm  +  it  •••»  Pn-  ^^  différentlaiit  par  rapport  à  u  les  équa- 
tions (2),  on  a 

dFj  rfF|  dpi  dF,  dpt  dFi  rfp« 

du  dpi  du  dpi  du  dp„  du         ' 

,  rfF,  dF,  dp,  dF,  dp^  dF,  dp^ 

W-     •     •  ^  du  dp,  du  dpi  du  dp^  du 

du        dpi  du       dp^  du  dp„  du 

et  Ton  tire  aisément  de  là 

du  A     U,  p„  ...,  pj* 

(6)    .    .    .    .{  dtt  A    \p,,  ti,  ...,  pj' 

du  A    \p,,  p,,  ...,  u  / 

Prenons  deux  quelconques  des  équations  (Si);  soient  r  et  5  les 
indices  de  F  qui  y  figurent;  faisons-y  uc=x^,y  étant  Tun  des 
nombres  i,  S, ...,  n;  multiplions  ces  deux  équations  respective- 
ment par  g^,  —  Ç^y  et  ajoutons-les.  Il  vient,  comme  on  le  voit 
sans  peine , 

,7).,.D(!:iI-i-.D(?^-)*i-.D(!:iI-]^-....-.D(£:iI-)^=o. 

\x^ ,  PjI        \p„  p/  dary         \p, ,  pjl  dxj  \p„,  p/  dxj 

Multiplions  toute  Péquation  par  ( —  ly  AU,  fx  désignant  pour 
abréger  la  somme  r  H-  «  -f-  i  -f-  2,  puis  faisons  la  somme  de 
toutes  les  équations  semblables  obtenues  en  attribuant  à  r  et  à  « 
toutes  les  valeurs  comprises  dans  la  suite  1,2,  ...,9».  Nous  aurons 


(8).. 


A,  —  4  — 


Il  suffit  maintenant  de  comparer  le  coefficient  de  ~  dans  cette 
équation,  savoir 


S<-"'^:-»(^)' 

avec  le  second  membre  de  Téquation  (4)»  pour  reconnaître  qu*il 
ne  diffère  de  A  que  par  la  substitution,  dans  la  deuxième  ligne 

dV      dV 

du  déterminant  A,  des  dérivées  partielles  —'>  -r-î, ...,  aux  déri- 

dF     dF  '•'       x^ 

vées  3-^1  T--, ...,  c'est-à-dire  que  ce  coefficient  n  est  autre  chose 
que 

On  aura  de  même,  pour  le  coefficient  de  ^, 


r,$ 


et  quant  aux  coefficients  de  ^,  ...,  -^,  ils  se  réduiront  à  zéro 
comme  déterminants  qui  ont  deux  lignes  égales,  ce  qui  se  voit 
sans  peine  par  la  loi  de  formation  (4).  L'équation  (8)  se  réduit 
donc  à  celle-ci  : 

O  \^J^PjI  \PiyPfi"*iPJ0Xj  \Pj,  Ptf '-^y  pj  dXj 

Faisons  successivement  dans  cette  équation  y  &=  1, 2,  «..,  n,  et 
ajoutons  membre  à  membre,  en  observant  que 


1"d[^)=(f„f.). 


Nous  aurons 


«-C,-irAr..(P„F.).llD(î;i^::i)'^-D(!!J^riI.W 

U  J^d   Vpi,  Pj , ...,  pj  dxj        \pj,  p„  ...,  pjdxj) 

r,« 

Mais  le  coefficient  do  ^,  s^annule,  comme  déterminant  ayant 
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o 


deux  lignes  égales  »  pour/ =  I,  3, ...,  ?w,  et  se  réduit  à  A  pour 

j  =  2.  De  même,  le  coefficient  de  ^  est  nul  pour  ;  ==  2,  3, ..., 

m,  et  se  réduit  à  — A  pour/ =  1.  Enfin,  pour  les  autres  valeurs 
y  ara  m  +  1,  m  +  2, ...,  f),  Ics  expressions  de  £es  coeOicients 
nous  sont  données  par  les  relations  (6),  où  il  suffit  de  poser 
u=^Pj  pour  obtenir 

pf-^^' M ^rfp,^ 


^ftiP«»  ••>?«/  dpj 


Substituons  tous  ces  résultats  dans  Téquation  ci-dessus  ; 
remarquons,  de  plus,  que  les  fonctions  jd^  etp^  qui  figurent  ici 
ne  sont  autre  chose,  en  réalité,  que  nos  fonctions  ^^  et  ^  des 
équations  (3)  ;  nous  trouverons  évidemment  le  résultat  suivant  : 

MrA,.(F„F.)-.A^--^-|J-_---)J  =  0. 

On  reconnaît  sans  peine,  par  la  définition  de  la  fonction  de 
Poisson,  que  la  quantité  entre  crochets  dans  cette  équation  n'est 
autre  chose  que  —  (pi  —  ^i  ,/)j  —  ^).  On  a  donc 

Cest  d'ailleurs  uniquement  pour  faciliter  l'exposition  que  nous 
avons  raisonné  sur  les  fonctions  ïi  et  >2  ;  le  même  raisonnement 
s'applique  sans  changement  à  deux  autres  fonctions  quelconques 
X^etX^;  nous  pouvons  donc  écrire  en  général  l'équation 

(A).  .  .  (p,  -  i,,  p,  -  h)  =  ^-~    j^(- 1  ;'+-A;;  .  (F„  F.) , 


r.f 


qui  constitue  la  propriété  de  la  fonction  de  Poisson  que  nous 
avions  en  vue  d'établir.  Ce  théorème  subsiste  intégralement  si 
les  seconds  membres  des  équations  (2),  au  lieu  d'être  nuls,  sont 
des  constantes  quelconques  ;  car  cela  ne  change  rien  aux  dérivées 
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partielles  des  fonctions  Fi^  ..,  F«,  par  conséquent  la  démonstra- 
tion se  fait  de  la  même  manière. 

L*équation  (A)  peut  être  généralisée,  mais  nous  ne  nous 
occupons  ici  que  de  ce  qui  se  rapporte  à  l'intégration  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles. 


§  H. 


Celte  propriété  (A)  donne  lieu  aux  conséquences  suivantes  : 
l*'  Supposons  que  les  fonctions  F^ ,  Fj, ...,  F^  vérifient,  pour 

des  valeurs  quelconques  de  r  et  de  5  prises  dans  la  suite  1,  2,.., 

m,  la  relation 

(B). (F„  F.)  =  0. 

m 

et  qu'en  outre  le  déterminant  A  ne  soit  pas  nul,  c'est-à-dire  que 
les  fonctions  F|,  F2,...9  F,»  soient  bien  distinctes  les  unes  des 
autres.  Il  suit  évidemment  de  Téquation  (A)  que  Ton  aura,  pour 
deux  indices  quelconques  t  et  k  pris  dans  la  suite  1,  2,  ...,  m, 
régalité 

(C) (Pi—hy  Pk  —  h)  =  0. 

Cette  équation  est  fondamentale  dans  la  théorie  de  Jacobi ,  et 
il  y  a  à  son  sujet  deux  observations  essentielles  à  faire  :  d'abord, 
la  démonstration  que  nous  venons  de  donner  ne  suppose  nulle- 
ment que  Pi ,  P2,  ...9  p»  soient  les  dérivées  partielles,  par  rapport 
aux  variables  Xj,  x^, ...,  x«,  d'une  même  fonction  z  de  ces  varia- 
bles, mais  uniquement  que  les  conditions  (B),  au  nombre  de 
m {m^  1)^  soient  vérifiées.  —  En  second  lieu,  les  équations  (B) 
peuvent  être  des  identités^  indépendantes  de  toute  relation  entre 
les  variables  x^, ...,  x,,  p^,  ...,/>,;  elles  peuvent  être  des  équa- 
Honsy  résultant  des  équations  données  F|  =s  0, ...,  F»  =  0;  dans 
l'un  et  l'autre  cas  les  égalités  (C)  auront  lieu  identiquement, 
quelles  que  soient  les  valeurs  des  variables  X|, ...,  x,,  Pm^-o  •••» 
Pn9  9^i  y  figurent  seules.  En  effet,  ces  variables  ont  été  traitées 
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dans  tout  le  calcul  comme  des  variables  indépendantes  :  il  ne 
peut  donc  exister  entre  elles  que  des  relations  identiques. 

3*  Il  y  a  un  autre  théorème ,  qui  est  fondamental  dans  la 
théorie  de  Jacobi,  et  dont  on  rencontre  en  passant  la  démonstra- 
tion lorsque  Ton  établit  Téquation  (A).  Supposons  que  m  soit 
^1  à  ity  et  par  conséquent  que  les  équations  (2)  ou  (3)  donnent 
les  valeurs  de  Pi»  Ps»  ...^p»  en  fonction  des  seules  variables  x^ , 
^a>  •••>  ^m*  L'équation  (7)  peut  s'écrire  alors 

^»Py/      <=!    \piy  PjI  dxj 

Si»  dans  cette  équation,  on  pose  successivement /  =  i ,  %  ...» 
n  et  que  Ton  ajoute  les  équations  ainsi  obtenues,  il  viendra, 
d'après  (1), 

(p„pj.'2'fD(tiI=)4-o. 

|éî>=l      \PiyPj/dXj 

Mais,  dans  la  somme  double,  les  coeiBcients  de  -P-  et  de 
^  sont  évidemment  des  déterminants  égaux  et  de  signes  con- 
traires; on  aura  donc  cette  équation  : 

la  somme  indiquée  s'étendant  à  toutes  les  combinaisons  diffé- 
rentes des  nombres  t  et  j  depuis  zéro  jusqu'à  n. 

Admettons  maintenant  que  les  valeurs  depi,  ...,/>.  tirées  des 
équations  (2)  soient  telles,  que  pi  dx^  -+-  ...  -f-  p,  dx^  soit  une 
différentielle  exacte:  on  aura  alors,  pour  toutes  les  valeurs  de 
t  et  dey  comprises  dans  la  série  ci-dessus , 

dpi^dpj 
dxj      dxi 

et  par  conséquent,  les  fonctions  F^, ...,  F,  vérifieront,  pour  des 
valeurs  quelconques  de  r  et  de  s  prises  dans  la  suite  i,  2,  ...,  n, 
la  relation 

(B).    .    .• (Fr,F.)  =  0. 
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C'est  une  des  formes  principales  de  la  condition  d'intégrabiliié 
données  par  Jacobi,  et  celle  que  nous  voulions  établir.  Il  va  de 
soi  que  ce  qui  précède  subsiste  également  lorsque  les  seconds 
membres  des  équations  (2)  sont  des  constantes  quelconques. 

Z^  Quant  à  la  réciproque  de  ce  dernier  théorème,  elle  est 
immédiatement  comprise  dans  notre  équation  (A);  il  suffit  encore 
de  supposer  m  =  n  dans  les  équations  (2),  (3),  et  (A). 

Les  fonctions  F^ , ...,  F,  satisfaisant,  par  hypothèse,  à  la  con- 
dition (B)  pour  toutes  les  valeurs  de  r  et  de  «  comprises  dans  la 
suite  1,2, ...,  n,  on  aura,  pour  des  valeurs  quelconques  de  t  et 
de  k  comprises  dans  la  même  suite,  la  relation 

(P<— >o  Pk  —  h)  =  0, 

m 

équation  qui  se  réduit,  \  et  \  ne  renfermant  aucune  lettre  p,  à 
celle-ci 

dxt      dXi 

qui  n*est  autre  chose  que  la  condition  d'intégrabilité  de  Texpres- 
sion  X|  dx^  -i-  ...  -h  i,  dx^.  Si  donc  les  conditions  (B)  sont  véri- 
fiées, les  valeurs  dep^ , ...,  p.  tirées  des  équations  (2)  seront  les 
dérivées  partielles  d'une  même  fonction  de  x^ , ...,  x.. 

Ce  théorème,  que  Ton  démontre  habituellement  par  une  voie 
détournée  et  assez  pénible,  ne  nous  sera  d'ailleurs  pas  nécessaire 
dans  notre  exposition  de  la  méthode  de  Jacobi. 


§  III. 


L^utilité  de  ces  principes,  dans  la  théorie  de  l'intégration  des 
équations  différentielles  partielles,  va  ressortir  des  remarques 
suivantes  sur  la  marche  que  l'on  suit  d*ordinaire  dans  Texposi- 
tion  de  cette  théorie. 

Il  semble,  en  premier  lieu,  que  ni  Jacobi,  ni  les  géomètres 
distingués  qui  ont  simplifié  ses  travaux  (IMM.  Imschenetsky, 
Graindorge,  Mansion,etc.,)  n'aient  indiqué  avec  une  précision 
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suffisante  I  parmi  les  équations  qui  représentent  sous  diverses 
formes  les  conditions  d'intégrabilité,  celles  qui  sont  des  identités, 
ayant  lieu  indépendamment  de  toute  relation  entre  les  variables 
X  et  p  qui  y  figurent ,  et  celles  qui  sont  simplement  des  équations^ 
s*appuyant  sur  les  relations  entre  ces  variables. 

Ainsi,  les  équations  qui  fourniraient  les  valeurs  des  dérivées 
partielles  p^ ,  p^» ...,  p.  étant  supposées  mises  sous  la  forme 

H  =  a,  Hi  =  o,,  ...,  H,_|  =  a,_i, 

si  on  les  suppose  résolues  de  proche  en  proche,  en  sorte  que 
Ton  ait 

P«  =  /i(^i»  •••>  ^n»  «>  Piy  •••>  Pu)» 

Pi=^fj^Xiy  ...,  ar„,  a,  Oj,  ps,  ...,  pj, 


on  sait  que  Ton  a,  d'après  Jacobi  (Nova  methodus,  etc.,  §  6), 

{Pi  —  fiy  P*-A)  =  0. 

Ces  relations  sont-elles  des  identités?  Jacobi  semble  le  dire, 
et  M.  Imschenctsky  le  dit  formellement.  Or,  un  exemple  très 
simple,  emprunté  à  ce  dernier,  suflit  pour  montrer  qu*il  n'en  est 
rien.  Soit  Téquation  donnée 

H  =  (Xspa  -4-  Xspsjx,  -*-  a(p,  —  ps)pi  =  a. 

La  condition  (H,  H^)  =  0  conduit,  pour  seconde  relation,  à 

H|  =  (x,  H-  Xj)  (p2  -*-  Pi)  =  fli  1 
et  Ton  déduit  de  ces  égalités  les  valeurs 

a  —  (xsp,  H-  x,pj)xj 


Pi=fi  = 


<Pi  —  Pi) 


P«=/t  = Ps 

X,  H-  Xj 


d'où  Ton  tire,  sans  difficulté  aucune,  Texpression 


10.  —  10  — 

Il  est  clair  que  cette  expression  n'est  pas  identiquement  nulle, 
et  ne  le  devient  qu'en  vertu  de  Tégalité  ci-dessus  H|  =  a^.  Il 
serait  facile  de  multiplier  ces  exemples,  mais  celui-ci  suffit  pour 
notre  but,  qui  est  de  montrer  que  les  conditions  d'intégrabilité, 
sous  les  différentes  formes  que  Jacobi  leur  a  données,  ne  sont 
pas  toujours  des  identités. 

Ce  point  est  important,  car,  dans  la  théorie  de  Jacobi,  on  se 
sert  de  ces  conditions  d'intégrabilité  pour  prouver  que  certaines 
équations  aux  dérivées  partielles,  dans  lesquelles  les  variables  p 
figurent  comme  variables  indépendantes,  sont  vérifiées.  Rappe- 
lons brièvement  la  suite  des  raisonnements. 

Après  avoir  tiré  de  Téquation  partielle  proposée  (H  =  a)  la 
valeur  de  pi ,  soit 

on  cherche  une  deuxième  égalité  d*où  Ton  puisse  déduire  la 
valeur  deps» 

et,  pour  cela,  il  faut  que  la  fonction  cherchée  f^  vériGe  Téqua- 
tion  linéaire 


(r)...  (pi  — >i,/i)=0,  ou 


rfxi      jkt^dpj  dxj      dxj  dpjl 


Ayant  donc  trouvé  une  intégrale  fi  de  cette  équation  et  par 
suite  réquation  ((3),  on  tire  des  équations  (a)  et  (|3)  les  valeurs 
de  Pi  et  dep2  en  fonction  des  autres  quantités,  en  sorte  que 

/.v  (  Pi  =  A<i(X|,...,a:„,a,  ai,p5,...,pj, 

et  Ton  a,  en  vertu  d'une  des  formes  de  la  condition  d*intégrabi- 
lité  de  l'expression  p^  dx^  -h  ...  -t-  p,  rfar,,  la  relation 

W (Pi  — PnPi— pJ  =  0. 


-  il  -  H. 

Il  faut  ensuite  trouver  une  troisième  relation  fournissant  la 
valeur  de  p^,  de  la  forme 

et  pour  cela  on  doit  déterminer  une  fonction  f^  vérifiant  simul- 
tanément les  deux  équations  partielles  linéaires 

Soit  9  une  intégrale  de  la  première  ;  on  forme  l'expression 

9i=(P«  — f*«»9)' 

et  Ton  montre  que  9i  est  encore  une  intégrale  de  la  première  des 
équations  (>?),  au  moyen  de  la  célèbre  identité 

(A.  (B,C)  )  +  (B,  (C,  A))  +  (C,  (A,  B))  =0, 

en  observant  que(j}f  — j^i>9)est  nul  en  vertu  de  Thypothèse, 
et  que  (p^  —  f^i ,  Pj  —  pj)  est  nul  en  vertu  de  la  condition  (c). 
Mais  comme,  dans  la  première  des  équations  (>?),  les  variables 
Ps 9  ...y  p.  figurent  comme  variables  indépendantes  y  il  est  indis- 
pensable,  pour  que  9^  soit  une  intégrale  dans  le  vrai  sens  du 
mot,  que  Féquation  (e)ait  lieu  pour  des  valeurs  quelconques  de 
ees  variables,  ou  soit  une  identité  relativement  à  toutes  les  varia- 
bles qui  y  entrent.  Or,  c'est  ce  qui  ne  nous  semble  pas  indiqué 
avec  une  précision  suffisante. 

La  même  observation  se  représente  à  chaque  opération  de  la 
méthode.  L'équation  (C)  trouvée,  on  en  tire  la  valeur  deps  que 
Ton  reporte  dans  les  équations  (d),  et  Ton  a  ainsi 

Pi=»'l.       Ps^Vtf       P5  =  >'8i 

^19  ^29  vs  ^^'^^  ^^^  fonctions  de  X|,  ...^x.,  a^  ai^^  a^,  p^»  ...|  p«. 
Les  conditions  d'intégrabilité  fournissent,  entre  ces  expressions, 
les  relations 

I  (Pi  — ï'n  P%  —vt)  =  0, 
W l  (pi  — «'i,  Ps  — >'3)  =  0, 

(Pt'-yu  Pï  — ''3)  =  o, 
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et  Ton  se  sert  de  ces  relations,  supposées  identiques,  pour  pro- 
céder aux  intégrations  ultérieures;  et  ainsi  de  suite. 


§  IV. 


La  lacune  que  nous  venons  de  signaler  dans  la  théorie  qui 
nous  occupe  nVst  pas  la  seule.  Il  en  est  une  autre ,  si  nous  ne 
nous  trompons,  que  nous  allons  formuler  avec  toute  Thésitation 
que  commande  le  grand  nom  de  Jacobi. 

Sur  quoi  s'appuie-t-on  pour  admettre  l'exactitude  des  relations 
(e),  (y.),  et  autres  semblables,  qui  jouent  un  rôle  si  important  dans 
cette  théorie  ?  Sur  ce  théorème  établi  par  Jacobi  (Nova  meth., 
§  12):  «  Si  Pu  '"iPn  sont  des  fonctions  des  variables  Xf ,  ...»x.^ 
telles  que  p^  dX|  -i-  ...  -+-  p«  dx^  soit  une  différentielle  exacte,  et 
si  Ton  exprime  deux  de  ces  fonctions,  /},  et/}*,  au  moyen  des 
variables  x  et  d'autres  quantités  p  en  nombre  quelconque  (ce  qui 
peut  se  faire  d'une  infinité  de  manières),  en  désignant  par  (p,  et  9>i 
leurs  expressions,  on  aura  toujours  la  condition 

(p.  —  ?.»  P*— ?*)  =  0.  j» 

Mais  lorsque,  en  suivant  la  marche  que  nous  avons  résumée 
plus  haut,  on  détermine  successivement  les  équations 

qui,  avec  Téquation  (a),  doivent  former  le  système  intégrable, 
d'où  Ton  déduira  pour  />|, ...,  />.  des  valeurs  (elles  que  p^  dx^ 
4-  ...  -H  p.  rfjT,  soit  une  différentielle  exacte,  on  ne  sait  pas  en- 
core, au  moment  où  Ton  vient  d'obtenir  Tune  quelconque  de  ces 
équations  ((3),  (Ç), ...,  si  elle  fait  réellement  partie  de  ce  système. 
En  effet,  la  fonction /f,  par  exemple,  doit  satisfaire  à  l'équa- 
tion linéaire  (y).  Or,  l'intégration  de  cette  équation  (y)  dépend 
de  celle  d'un  système  de  2n  —  2  équations  différentielles  ordi- 
naires, admettant  2n  —  2  intégrales  distinctes,  et  l'on  prend 
arbitrairement  une  de  ces  intégrales,  /J  =  a^  (pourvu  qu'elle 
renferme  P2),  pour  en  former  l'équation  (|3),  sans  savoir  autre- 
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ment  si  c'est  bien  eelle-là  qui ,  combinée  avec  (a)  et  avec  d'autres 
intégrales  à  trouver,  formera  le  système  propre  à  donner  des 
valeurs  convenables  pour  p^,  P2>--  R<^n  n'autorise  donc,  jusque- 
là ,  à  appliquer  aux  valeurs  p^  =  fz^,  p2  =  {1-2  déduites  des  équa- 
tions (a)  et  (P),  celte  relation  (e)  qui,  en  vertu  du  théorème  de 
Jacobi,  appartient  exclusivement  aux  valeurs  de  pi  et  de  p^ 
déduites  du  système  intégrable ,  c'est-à-dire  du  système  d'équa- 
tions qui  donne  pourp^,p2  9  •—  des  valeurs  propres  à  rendre 
Pi  dX|  -+- ...  4-  p,  dx.  une  différentielle  exacte. 

De  même,  pour  trouver  la  fonction  f2  de  l'équation  (Ç),  il  faut 
obtenir  une  fonction  qui  vériGe  simultanément  les  équations  (>?). 
Or,  on  sait  qu'il  existe  plusieurs  fonctions  jouissant  de  cette  pro- 
priété; cela  résulte  de  la  méthode  même  que  l'on  emploie  pour 
en  trouver  une.  On  n'est  donc  pas  assuré  que  celle  que  l'on 
choisit,  en  se  déterminant  généralement  par  la  simplicité  des 
calculs,  soit  bien  celle  qui,  égalée  à  une  constante  a^,  fournira 
une  des  équations  du  système  intégrable.  Dès  lors,  on  n'a  pas  le 
droit  d'appliquer  aux  expressions 

Pi  =  ^'i j  Pf «=•  Vf,  pz  =  vj, 

déduites  des  équations  (a),  ((3)  et  (;),  les  relations  (x)  qui  sup- 
posent qu'elles  appartiennent  au  système  intégrable. 

Et  cette  obsei*vation  se  répète  à  chaque  opération. 

11  semble  bien,  d'après  cela,  que  le  procédé  d'intégration,  tel 
qu*il  a  été  présenté  depuis  Jacobi,  ne  repose  pas  sur  des  prin- 
cipes solidement  établis. 


§v. 


Toutes  ces  difficultés  s'évanouissent,  et  la  théorie  gagne  beau- 
coup en  simplicité,  lorsqu'on  fait  usage  des  principes  développés 
dans  nos  §§  I  et  II.  Nous  allons  indiquer  rapidement  la  marche 
des  raisonnements  dans  ce  cas. 

Partant  encore  de  l'équation  proposée  H  =  a,  d'où  l'on 
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déduit  la  valeur  de  p^  sous  la  forme  (a),  on  écrit  cette  dernière 
équation  comme  il  suit  : 

puis  on  procède  à  la  recherche  de  la  deuxième  équation 

(?)••-•      /î(^n  •••»  ac„,  a,  p,,  .../>„)  =  01. 

Or,  d'après  le  théorème  établi  plus  haut  (§  II,  2""),  Téqua- 
tion  (B),  dans  laquelle  on  fera  F^  e=  p^  —  >^  ^  p^  s_  ^^  ^  nous 

fournira  pour  déterminer  la  fonction  /^  Téquation  linéaire 

(y) (Pi->.. /;)=o, 

dont  on  cherche  une  intégrale  par  la  méthode  bien  connue.  Les 
équations  (a)  et  (P)  trouvées,  on  en  déduira  les  valeurs  pi=fjL|, 
P2  *=  f^  d^  Pî  et  p^  en  fonction  des  autres  variables,  et  Ton  aura 
immédiatement,  en  vertu  de  Téquation  (y)  et  du  corollaire  1"*  du 
§  II,  ou  de  réquation  (C),  la  relation 

W (Pi  —  H^Pt  —  f*f)  =  0. 

Cette  équation  (e)sera  d'ailleurs,  comme  nous  Tavons  montré, 
une  identitéy  ce  qui  écarte  toute  difficulté  dans  l'application  que 
Ton  en  fera  ultérieurement. 
Procédant  en  suite  à  la  recherche  de  Téquation 

(ç).    .    .     .    /i(x,,  ...,  x„,a,a,,p8,  ...,p„)  =  a,, 

nous  ferons,  dans  le  théorème  (§  11,2**),  F|=pj  —  (X|,F2=r 

P2  — 1^2»  F3  =  A>  et  ce  théorème  nous  apprendra  que/j  doit 
satisfaire  simultanément  aux  équations 

(if).    .     .    .     (pi  — fii,/;)  =  0,    (pt— fh,  ft)  =  0. 

Lorsqu'on  aura  trouvé,  par  la  voie  si  admirablement  tracée  par 
Jacobi,  une  fonction  /"j  vérifiant  simultanément  ces  deux  équa- 
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tionSy  et  que,  régalant  à  une  constante  a^,  ou  aura  formé  Téqua- 
tion  (Qy  les  valeurs p^  t=av^^  p^z=  y^^ p^  =  y,  déduites  des  trois 
égalités 

Pi  — A*i  =  0,  p,— fi,  =  0,  /i  =  a,, 

jouiront  évidemment  des  propriétés  définies  par  les  équations  (x). 
Il  suffit,  en  effet,  de  poser  F|  =/>|  —  FAt^t^^'Pt  —  P4>  Fj 
=  /i,  et  d'observer  qu'en  vertu  des  équations  (e)  et  (>?)  et  du 
corollaire  (§  II,  l"")  l'équation  (C)  est  ici  applicable.  De  plus, 
comme  on  l'a  observé  déjà,  ces  équations  (x)  seront  identiques, 
ce  qui  est  indispensable  pour  l'usage  que  l'on  en  fait  dans  les 
intégrations  ultérieures. 

On  continuera  de  la  même  manière,  sans  avoir  à  s'inquiéter 
si  les  équations  /^  =>  a|,  /^  =  o^, ...  que  l'on  obtient  successive- 
ment, appartiennent  réellement  au  système  qui  rend  p^  dx^  + 
—  +  Pn  ^»  une  différentielle  exacte  :  car,  dans  notre  méthode, 
les  relations  (e),  (x), ...  et  autres  semblables  sont  des  consé- 
quences des  équations  déjà  obtenues,  et  nullement  de  l'hypo- 
thèse que  ces  équations  font  partie  du  système  intégrable. 

C'est  seulement  à  la  fin  de  l'intégration,  lorsqu'on  a  obtenu 
les  n  équations  />i  =  ^i ,  ^  «=  a| , ...,  /l  _  |  =  a,.  | ,  nécessaires 
pour  exprimer  p^ ,  p^, ...  p.  en  fonction  de  Xi ,  Xj, ...,  x.,  que  le 
même  corollaire  (§  II,  l""),  s'appliquant  de  la  même  manière 
aux  expressions 

Pi  =  «i(xi,  ...,  x^,  a,ai,...,  a«_i), 


déduites  de   ces  équations,  nous  donne  immédiatement  les 
i^i^  relations  identiques 

(p<  — «o  p*— »*)«=0, 
t  et  Jt  ayant  des  valeurs  quelconques  prises  dans  la  série  1,3,..,  n. 
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Or,  ces  relations  se  réduisent,  d'après  la  remarque  déjà  faite 
(§  II,  3"),  à  celles-ci 

dxk      dXi 

et  montrent,  par  conséquent,  que  g>>|,  ...,  &>.  sont  bien  les  expres- 
sions dep^y  ...,  p^  qui  rendent  p^  dx|  +  ...  +p.  dx.  une  diffé- 
rentielle exacte. 

Les  principes  exposés  aux  §§  I  et  II  ne  sont  pas  moins  utiles 
dans  la  théorie  de  Tiniégralion  des  équations  simultanées  :  ils 
lèvent  immédiatement  les  difficultés  que  Bour  avait  laissé  sub- 
sister dans  cette  théorie,  et  conduisent  naturellement  à  la 
méthode  de  M.  A.  Meyer. 
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LES  ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 


PAR 

P.  MANSION, 

PSOrBSSBVB     A     LUmVBBSlTIÎ     DB     OAflU. 


INTÉGRATION  DES  ÉQLATIONS  LINÉAIRES  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 

DU  PREMIER  ORDRE. 

1.  Objet  de  cette  note.  M.  Gilbert  a  prouvé  récemment  que 
le  théorème  fondamental  de  la  théorie  des  équations  linéaires 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  n'a  jamais  été  établi 
d'une  manière  satisfaisante  {*).  On  peut  étendre  les  critiques  de 
M.  Gilbert  à  certains  systèmes  d'équations  linéaires  simultanées, 
qui  ont  été  étudiés  par  Jacobi  dans  un  de  ses  premiers  mé- 
moires (**). 

L'intégration  des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  est 
la  base  de  la  méthode  de  Lagrange  pour  intégrer  les  équations 
quelconques  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  à  deux 
variables  indépendantes.  De  même,  Jacobi  a  fait  reposer  Texten- 


(*)  Armales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  iSSO,  t.  IV,  2«  partie,  pp.  273-276. 
(**)  Journal  de  Crelle,  t.  II,  pp.  321-32:^  Voir  notre  Théorie  des  équations  aux  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre,  S  7,  pp.  58  et  suivantes. 

V.  2 
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■ 

sion  de  la  méthode  de  Lagrange  aux  équations  aux  dérivées 
partielles  contenant  plus  de  deux  variables  indépendantes,  sur 
rintégration  des  systèmes  simultanés  dont  nous  venons  de  parler. 

La  petite  remarque  de  M.  Gilbert  a  donc,  en  réalité,  ébranlé 
les  fondements  de  tous  les  travaux  de  Lagrange  et  des  premiers 
de  Jacobi,  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles. 

Le  but  de  la  présente  note  est  de  donner  ime  démonstration 
nouvelle,  et,  nous  Tespérons,  inattaquable,  des  théorèmes  fon- 
damentaux relatifs  aux  équations  linéaires,  isoléos  ou  non,  aux 
dérivées  partielles  et  du  premier  ordre;  et  de  raffermir  ainsi  les 
bases  de  la  méthode  d*intégralion  de  Lagrange,  pour  les  équa- 
tions non  linéaires. 

Cette  démonstration  est,  pour  ainsi  dire,  un  emprunt  fait  à  la 
méthode  générale  de  Cauchy,  telle  que  nous  Tavons  exposée 
dans  notre  Théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  pre^ 
mier  ordre  (*).  On  remarquera  que  nous  n'employons  d'ailleurs 
qu'une  partie  de  la  méthode  de  Cauchy,  celle-là  même  qui  ne 
peut  donner  lieu  à  aucune  difficulté  (**). 

J.  Équations  linéaires  du  premier  ordre  à  d^ux  variables 
indépendantes.  Considérons  l'équation  ' 

\p^Yq  =  Z (i) 

où  X,  Y,  Z  sont  des  fonctions  de  x,  //,  jz,  cl  p,  q,  les  dérivées  de 
z  par  rapport  à  x  et  a  y.  Soient 

v  =  ay     ttî  =  p, 

le  système  intégral  des  é({uations  différentielles  ordinaires 

dx      dy      dz 


(")  Théorie,  etc.,  livre  III,  chap.  I"",  pp.  221  et  suivantes. 

(••)  Nous  avons  signalé  cette  application  de  la  méthode  de  Cauchy, /<n«<ï/M,  etc.,  1880, 
t.  IV,  i^e  partie,  p.  89. 
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Toute  solution  de  l'équation  (l)sera  de  la  forme 

F(t?,  tr)==0. 

En  efiet,  soit  z  une  certaine  fonction  de  x  et  de  y,  qui  vérifie 
réquation  (1).  Considérons  une  fonction  u,  de  xet  y,  encore 
indéterminée  pour  le  moment;  y^  et,  par  suite,  z,  pourront  être 
exprimées  au  moyen  de  x  et  u.  Dans  cette  hypothèse, 

dz  dy 

Tx^^'^^di' 

Tirons  de  cette  relation  la  valeur  de  p  et  portons-la  dans  Téqua- 
Uon  donnée.  Il  viendra  : 


ou 


Déterminons  la  fonction  u,  en  posant 


ce  qui  entraine 


ày 

dx 


ax 


Les  deux  dernières  relations  peuvent  s*ccriie 

dx       dy       dz 

et  ont  pour  système  intégral 

où  a,  P  sont  des  constantes  par  rapport  à  x,  eVsl-à-dire,  des 
fonctions  de  u. 
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Si  l'on  élimine  u  entre  ces  deux  équations,  on  trouve  qu*il 
existe  entre  x,  y,  z,  une  relation  de  la  forme 

F(r,  w)  =  0, 
ce  qu*il  fallait  démontrer. 

5.  Équations  linéaires   du  premier  ordre  à  plus  de  deux 
variables  indépendantes.  Soit,  par  exemple, 

X,pi  H-  X,pt  -f-  XjPs  =  Z, 

une  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  où  Pf ,  p^,  p^  sont 
les  dérivées  de  z  par  rapport  à  X|,  Xj,  Xj,  variables  indépendantes. 
Supposons  que  ti^,  ti29  soient  des  fonctions  de  X|,  x^,  x^. 
Exprimons  z,  x^,  X2,  au  moyen  de  u^,  ti2>  ^s-  On  aura,  dans 
cette  hypothèse, 

dz  dxi  dxf 

dxz        '  rfxs  dxi 

Substituons  la  valeur  de  ps,  tirée  de  cette  relation,  dans  Péqua- 
tion  donnée.  II  viendra  successivement 

V  V  V  /^^  ^•^'  ^*\      ^ 

''^•^       f-     x,$^']  =  z-x/' 


,,(x.-x,^j-Hp,(x.- 


3/  >  dxj  dxi 

Posons,  pour  déterminer  ti|,  ti^, 

uXi  ClX« 

X,-X3— !  =  0,    X,-X5— '  =  0, 
«X3  (IX3 

ce  qui  entraine 

dz 
Z-  X3  — 

axj 

Les  trois  dernières  relations  peuvent  s'écrire  : 

(/X|       r/Xf      (/xj      dz 

A|  Af  As  i^ 
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Le  système  intégral  de  ces  équations  sera 

^îf  Vs9  ^3  é^^^  des  fonctions  de  Xf ,  Xj»  Xs,  z,  et  ol^,  ol^^  ol^j  des 
constantes  par  rapport  à  X3,  ou  des  fonctions  de  Uf ,  ti^.  En  élimi- 
nant u^9  U29  entre  ces  intégrales,  on  trouvera  donc  que  z,  Xi^Xj, 
Xj  sont  liés  entre  eux  par  une  relation  de  la  forme 

FK  r,,  t?s)  =  0, 

ce  qui  est  le  résultat  énonce,  mais  non  démontré,  par  les  conti- 
nuateurs de  Lagrange. 

4.  Système  de  Jacobi.  Pour  abréger,  nous  ne  considérerons 
que  deux  équations  linéaires  simultanées  à  quatre  variables  indé- 
pendantes : 

Xipi  -+-  Xjp,  H-  Xsps  H-  X4P4  =  Y, 

X.qfi  -♦-  X,qf,  -♦-  Xjç,  -*-  X4Ç4  =  Z. 

Les  quantités  X ,  Y,  Z  sont  fonctions  de  x^ ,  Xj ,  X3,  X4,  y,  z  ;  pi , 
Pi»  Ps,  774,  sont  les  dérivées  partielles  de  y,  et  91, 9^,  93, 94,  celles 
de  z,  par  rapport  à  X|,  X2,  X3,  X4. 

Soient  ti^,  u,,  U3,  trois  fonctions  de  X|,  Xj,  X3,  X4.  Imaginons 
que  2^,j;,X/|,X3,  X3  soient  exprimés  en  fonction  de  X4,  u^fU^jU^yU^- 
Dans  cette  liypothèse,  on  aura  : 


(/X4 

dxt 

dxt 

C/Xs 

-*-p« 

dz 
dxi 

dxi 

rfx, 

-*-9«  .     -^ 
0x4 

dxz 

^-9« 

Substituons  les  valeurs  de  p4,  94,  tirées  de  ces  relations,  dans  les 
équations  données.  Il  viendra  : 

^x.-..|).p.(x.-x.g.,.(x.-x.g-v-x*. 
„(x._x,g.,.(x.-x.D.,.(x.-x-j_z_x.^. 
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Posons 

x,-x,^=o,    x,-x,^-o,    x,-x,^'=o, 

dxi  dXi  dxt 

ce  qui  entrainc 

dfi  dz 

Y-X«-;^=0,       Z— X4-— =0. 

0X4  dxt 

Les  variables  X|,  x^,  X5,  X4,  y,  z  sont  donc  liées  entre  elles  par 
les  relations 

rfX|      rfxj      dxj      doTi      rfy dz 

Le  système  intégral  de  ces  équations  est  de  la  forme 

les  quantités  v  contenant  x^,  x^,  x^,  X4,  j^,  jz,  et  les  constantes 
étant  des  fonctions  quelconques  de  u^^u^y  tij.  Eliminant  U\y  tij» 
tij  entre  ces  cinq  relations ,  il  vient 

F(t?i»  t?„  rs,  t?4,  rj)=0, 

/"(Wl,    V„    Vs,    V4»    l?6)=0, 

pour  la  forme  de  tout  système  intégral  des  équations  données  (*). 


D 


APPLICATION  A  L*1NTÉGRATI0N  DE  l'ÉQUATION  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 

DES   SURFACES   GAUCHES. 

i.  Objet  de  celte  note.  Monge  a  fait  connaître ,  dans  le  §  XXI 
de  son  Application  de  l'Analyse  à  la  Géométrie,  I  équation  aux 


(*)  Nous  croyions  avoir  le  premier  établi  ce  théorème  dans  le  n«  31  de  notre  Théorie 
des  équations ,  etc.;  mais  il  est  facile  de  voir  que  l'on  peut  étendre  les  critiques  de 
M.  Gilbert  à  notre  démonstration. 
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dérivées  partielles  des  surfaces  réglées.  Celte  équation  s'obtient 
en  éliminant  la  quantité  &>  entre  les  deux  relations  : 

r»'H-2««-*-«  =  0 (i) 

tt«'  -+-  3iiiw*  -♦-  3u?»  H-  t?  =  0, (2) 

où  tiy  ui,  w  V  sont  des  dérivées  partielles  de  z  (variable  dépen- 
dante), par  rapport  à  x,  ?/  (variables  indépendantes),  savoir  : 

d*z        __  ^^         _^^ 
dx*  '  dxdy  '  dy*  ' 

^iPz  d^z  __    ifz  (Pz 

Il  a  démontré  également,  dans  ce  n""  XX],  que  les  équations 
(1)  (3)  ne  conviennent  qu'aux  surfaces  réglées.  Mais  la  méthode 
qu'il  emploie  pour  arriver  à  cette  réciproque ,  toute  naturelle 
qu'elle  soit,  est  tellement  hardie  que  nous  doutons  fort  qu*on 
la  trouve  aujourd'hui  irréprochable  au  point  de  vue  de  la  rigueur 
ou  de  la  clarté. 

Nous  avons  cherché  à  intégrer  les  équations  (1)  (2)  par  une 
méthode  plus  artificielle,  mais  qui  ne  laissât  aucun  doute  dans 
Tesprît  du  lecteur.  C'est  cette  méthode  que  nous  exposons  dans 
la  présente  note.  Nous  en  avons  déjà  publié  une  esquisse,  en 
juillet  1876,  dans  le  Messenger  of  Mathematics  de  Cambridge, 
2-  série,  t.  VI,  pp.  45-48. 

Cette  méthode  d'intégration  repose  sur  la  détermination,  en 
fonction  de  a>,  de  la  quantité  n  définie  par  la  relation 

^  =  p«-H  9, (3) 

où 

dz  dz 

dx  '  dy 

Cette  méthode  s'applique  d'ailleurs  à  d'autres  équations  que 
celle  des  surfaces  gauches,  comme  il  est  aisé  de  le  voir. 
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Dans  ce  qui  suit,  nous  ne  nous  appuyons  que  sur  la  proposi- 
tion fondamentale  établie  dans  la  note  précédente  :  Toutes  U$ 
solutions  d'une  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  du  pre^ 

mier  ordre 

Xp-*-Y9  =  Z, (A) 

sont  de  la  forme 
si 

M  :=  constante,     N  =  constante, 
sont  les  intégrales  du  système  auxiliaire  : 


dx       dy       dz 


(B) 


Autrement  dit,  la  surface  intégrale  de  Féquation  (A)  a  pour 
génératrice  la  courbe  intégrale  du  système  (B),  se  déplaçant 
diaprés  une  loi  quelconque. 

M.  Subdivision  de  la  question.  En  dérivant  successivement 
par  rapport  à  x  et  à  j^,  nous  tirons  de  féquation  (1)  les  rela- 
tions suivantes  : 

du 
ii«*  -♦-  2ui«  -f-  ti?  -4-  2-—  (ro  4-  «)  =  0 ,     .     .    (4) 

dx 

d(à 

ta«^ -♦- 2u?«-4^  t?-*-2-p-(r» -+- «)=  0.       .     .     (5) 

dy 

Multiplions  Féquation  (4)  par  &>  et  ajoutons-y  Téquation  (K); 
il  viendra 

_  ,  /    d«       da\ 

uor  -♦-  duior  -f-  3tr»  -♦- 1?  -+-  2 («-r-  -+-  -—j  (r»  -♦-  «)  s=  0,     (6) 

\   dx      dy/ 

ou,  à  cause  de  Féquation-  (S), 


(dn)      d6s>\ 
dx      dyl 


(r«  -f-  «)  =  0 (7) 
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L'équation  (7)  est  donc  une  conséquence  de  Téquation  (1),  ou 
de  réquation  (6)  qui  s  en  déduit,  et  de  Téquation  (2). 

Réciproquement,  si  cû  n*est  pas  constant,  de  (1)  ou  (6),  et  de 
(7),  on  peut  déduire  l'équation  (S);  si  &>  est  constant,  Téqua- 
tion  (6)  se  réduit  à  (2),  qui  devient  une  conséquence  de  Téqua- 
tion  (1)  seule. 

Donc,  dans  tous  les  cas,  le  système  (1)  (2)  peut  être  remplacé 
par  les  équations  (1)  et  (7).  Or,  pour  trouver  toutes  leç  solu- 
tions de  celui-ci,  il  suffit  d*intégrer  les  suivanis  : 

da       do 

I.  r«*-f-2«»-+-<  =  0,    w---^— =  0,     ...    (8) 

dx      dy 

ru  -f-  4  n'étant  pas  constamment  nul. 

II.  r»* -4- 2«« -f- (  =  0,     r«-f-«  =  0,     .    .     .    .    (9) 
m.  r»*  +  2«u  +  (  =  0 ,    »  =  constante,     .     .     .  (iO) 

On  verra  plus  bas  que  le  premier  système  comprend  les  deux 
autres  :  Téquation  (9)  et  aussi  Téqnation  (10)  (ce  qui  est  évident), 
ont  chacune  pour  conséquence  Téquation  (8). 

S.  Premier  cas  :  Système  (1),  (8).  Détermination  de  w. 
L'équation 

aux  dérivées  partielles  est  linéaire.  Les  équations  auxiliaires 
correspondantes 

dx      dy      da  ,  ,  , 

—  =  — =  —     ou  afi)  =  0,    dx  =  udyj 

ont  pour  intégrales  : 

a>  =  a ,     x  =  oLy  -^  p. 
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L'intégrale  de  (8)  est  donc 

.    x  =  »y-*-f«, (H) 

^  étant  une  fonction  arbitraire. 

4.  Détermination  de  Yi=ip(ù-hq,  En  dérivant  successivement 
par  rapport  à  x  et  à  y,  Téqiiation 

p«-4-<3f  =  if (3) 

donne 

da        dif 

r»H-,..p-=^ (i2) 

da       dii  ,     ^ 

,«^.*p_=-.      .....    (i3) 

Multiplions  la  première  par  o,  et  ajoutons-la  à  la  seconde.  Il 
viendra  : 

V   ffx       ay/  dx       dy 

c'est-à-dire,  à  cause  de  (1)  el  (8)  : 

dti       dii 
"T.^Ty-' (**) 

équation  linéaire  aux  dérivées  partielles,  où  il  faut  supposer  u 
remplacé  par  sa  valeur  tirée  de  (11). 

Les  équations  différentielles  auxiliaires  correspondantes  à  (14) 
sont 

dx      dy      dff 

ou  encore, 

dx  —  «dy  =  0,    <i^  =  0. 

Mais,  à  cause  de  (11), 

dx  —  oitly  =  da{y  ■+■  -^'o). 
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Donc,  sauf  si  y  -i-  v//'6>  est  nul^  cas  que  nous  examinerons  plus 
baSy  ces  équations  auxiliaires  deviennent  simplement 

f/B  =  0,    dv  =  0, 
ce  qui  donne 

tf  =  constante ,    if  =  constante. 

Par  conséquent,  Téquation  (14)  a  pour  intégrale 

v  =  ?«, (iJ>) 

f  étant  une  fom^tion  arbitraire. 

6.  Détermination  de  z.  A   cause  de   (15),   Téquation  (3) 

devient 

dz       dz 

ar       dy 

où  (0  est  toujours  défini  par  la  relation  (11).   Les  équations 
auxiliaires  correspondant  à  (16)  sont 

dx      dy      dz 

ùi  \  fCà 

La  première  de  ces  équations  ^=w,  combinée  avec  (H), 
donne  Téquation  de  Clairaut 


dx        ldx\ 


qui  a  pour  intégrale  générale 

y  étant  une  constante.  A  cause  de 

dx  dx 
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on  a  (OBsay,  ety  par  suite,  la  seconde  équation  différentielle 

dy      dz 

i        f>» 

devient 

dz 
dy=  —, 

et  a  pour  intégrale,  3  étant  une  nouvelle  constante, 

Donc  enGn  la  surface  intégrale  de  Téquation  (16)  est  une 
surface  réglée  engendrée  par  la  droite  ayant  pour  équation 

x^ry  •*-  ^,    z=^yfr  -^  xr^ 
X  étant  une  fonction  arbitraire. 

•.  Intégrales  qui  échappent  à  l'analyse  précédente.  \^  Sup- 
posons qu'outre  Téquation  (il),  il  existe,  entre  x,  y,  (o,  la 
relation 

y-^*'«  =  o, (M) 

auquel  cas,  on  ne  peut  plus  trouver  >?,  comme  au  n"  4.  Dans 

cette  hypothèse,  aucune  intégration  n'est  nécessaire  après  celle 

du  n*  3.  En  éliminant  co  entre  (11)  et  (17),  on  trouvera  une 

équation 

x  =  /y (i8) 

entre  les  coordonnées.  Elle  représente  un  cylindre  parallèle 
aux  z,  par  conséquent,  encore  une  surface  réglée. 

2^  L'équation  de  Clairaut  considérée  au  n*  5  a  une  solution 
singulière  donnée  par  les  équations  : 

X  =  yy  -¥-  tpyy     0  =  y  -♦-  ^V> 

identiques  à  (11)  et  (17),  sauf  que  y  remplace  (o.  Par  élimina- 
tion de  y,  on  trouve  donc 

x  =  /y (18) 
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On  tire  de  celle-ci  : 

Cette  valeur  de  dx  substituée  dans  les  équations  auxiliaires  du 
n*  K  conduit  aux  relations  : 

«  =  ry»    àz  =  rf[f'y']dy. 

On  a  donc  pour  seconde  intégrale  de  ces  équations  auxiliaires 

jze=Fy  H- con«(an(e, (19) 

F  étant  une  fonction  arbitraire  comme  9.  Les  équations  (18) 
(19)  représentent  les  génératrices  de  la  surface  intégrale  de 
(16).  Cette  surface  intégrale  se  réduit  donc  au  cylindre  x=/2^. 
Au  point  de  vue  de  Tintégration  des  équations  linéaires  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre,  le  cas  que  nous  venons 
d'examiner  est  digne  d'attention,  parce  que  Tintégrale  (18)  de 
(16)  est  déduite  d'une  solution  singulière,  au  moins  partielle- 
ment, des  équations  auxiliaires  correspondant  à  (16). 

7.  Deuxième  cas  :  Système  (1),  (9).  Détermination  de  >?. 
Retranchons  lequation 

r«-t-s  =  0, (9) 

multipliée  par  u,  de  Téquation  (1).  II  viendra 

««-^(  =  0, (20) 

Les  équations  (9)  (20) ,  d'où  l'on  déduit  par  élimination 

de  (0, 

ri  — s»  =  0, 

remplacent  (1)  (2).  L'équation  rt — s^=^0  convient  aux  sur- 
faces développables;  nous  allons  montrer  qu'elle  ne  convient 
qu'à  elles  seules,  en  trouvant,  au  moyen  de  (9),  (20),  l'intégrale 
démette  équation. 
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A  cause  de  (9),  (20),  les  relations  (12)  (15)  deviennent 

da        dtf           da        dij 
Prfi^rfï'    ^d^^d'y' ^*'> 

lesquelles  donnent  par  élimination  de  p, 

diÊ  da        dii  da  ,  ^ 

— 1— =0 (!22) 

dx  dx       dy  dx 

Cette  équation  aux  dérivées  partielles  en  x,  y,  >?,  est  linéaire. 
Les  équations  auxiliaires  correspondantes  : 

dx  dy         dti 


da                d<k>         0 

dy             dx 

peuvent  s'écrire 

da              da 

dx            dx^~^^'    rff  — 0, 

ce  qui  donne 

w  =  constante ,     y  =  constante. 

Par  conséquent,  Téquation  (22)  a  pour  intégrale 

»f  =  ?«, (12)) 

comme  I  équation  (14)  dans  le  cas  précédent. 

S.  Détermination  de  z.   Dérivons  la  dernière  relation   par 
rapport  à  x  et  y  : 

dij  ,    da        dif  ,    da 

dx  dx       dy       ^    dy 

De  ces  équations  comparées  à  (21),  on  tire,  même  dans  le  cas  où 
Tune  des  variables  x,  ]/,  manque  dans  &), 

P  =  ?'« (^3) 
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Les  valeurs  (15)  et  (23)  poriées  dans  (3)  donnent  ensuite 

ou 

9  =  y»  —  Uf'a (24) 

Exprimons  maintenant  que 

dp      dq 

dy      dx 
D'après  (23),  (24), 

dp        ^^    do       dq  ^^    doj 

dy  dy       dx  dx 

Donc 

do       do\ 


(do       do\ 


Nous  examinerons  plus  bas  le  cas  où  9^(0=0.  Si  cp'u  n'est 
pas  nuly  on  a,  comme  dans  le  premier  cas  : 

du       da       ^ 

o- — h-— =0 .     .     (8) 

dx       dy 

Cette  équation  a  pour  inlégrale,  d'après  le  n"*  4, 

x  =  «yH-^«, (H) 

Les  équations  (23),  (24),  (11)  nous  permettent  maintenant 
d'obtenir  z.  On  a,  en  effet, 

dz  =  pdx  -H  qdy  = 
^'a[ody  •*-  ydu  h-  ^udo)  h-  (y©  —  Of'oi)dy =t/f '«rf«-i-  ^«arfy-i-  y'«^'«d«, 

expression  immédiatement  intégrabic.  On  trouve 

2  -^  C  =  yfw  -t-  JJo'Çodita (^5) 

Les  équations  (11)  et  (23)  représentent  une  surface  réglée. 
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En  transformant  la  dernière  équation,  on  prouve  que  cette  sur- 
face est  Tenveloppe  d'un  plan.  On  a  successivement 

sssyti^'a  —  yfaf'iida  ■+■  ^OfO  —  J  f'td^uida 
=  y'«  (y©  H-  ^«)  —  yjlif'fàdtù  —  r^'oiltoado^ 

ou,  à  cause  de  (11), 

Z  -♦-  C  =  x/«  —  yfiàf'oidu  —  r^'u^ada  .  .     (26) 

L*équation  (26)  représente  un  plan,  si  u  est  considéré  comme 
un  paramètre  vanable.  La  dérivée  de  (26),  par  rapport  à  (>>,  est 

0  =  f'o{x  —  «y  —  ^«)  1 

c'est-à-dire  (il),  puisque (p'^u  n*est  pas  nul.  Donc  (1 1)  et  (25)  ou 
(26)  représentent  une  surface  développable. 

•.  Cas  où  <p"(a=0.  Si  y"«=»0,  on  trouve,  en  représentant  par 
C»  G,  deux  constantes  arbitraires, 

f'cde=C,     ^»  =s  Cm  +  G. 

Par  suite,  à  cause  des  équations  (23),  (24), 

p  =  C,    9  =  G, 
puis, 

dz  =»  Cdx  -♦-  Grfy ,     c  =  Cx  -h  Gy  -»-  H, 

H  étant  une  nouvelle  constante.  L*intégrale  représente  donc 
un  plan,  c'est-à-dire  encore  une  surface  développable. 

t#.  Troisième  cas  :  (ù  est  une  œnstante.  Dans  cette  hypo- 
thèse, on  tire  de  la  relation  (3),  comme  dans  le  premier  cas  : 

^"^  ^"f  A  fiA\ 
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Les  équations  différentielles  auxiliaires  correspondantes  : 

dx      dy      dif 

a  ^  i   ~Ô^' 

donnent  immédiatement 

X  —  »y  =  constante ,    y  =  constante, 

L*intégrale  de  (14)  est  donc,  F  étant  arbitraire, 

,y=F(x  — «y). 
L'équation  (3)  devient 

dz      dz 

à  laquelle  correspondent  les  équations  auxiliaires  : 

dx       dy  dz 

»         i        F(x  —  ay) 

qui  ont  pour  intégrales  : 

X  — »y  =  f,     jc  =  yFe-^C, 

li,  e  étant  des  constantes.  Ces  droites,  parallèles  au  plan  x — ci>j/=0, 
engendrent  une  surface  gauche  à  plan  directeur  ou  cylindroïde 

z  =  t/F(x  — »y)-f- J'(x  — «y),     ....     (tJ7) 

^  étant  une  fonction  arbitraire.  I/équation  (27)  est  Fintégralc  de 
(1)  (2),  quand  &>  est  constant. 


V. 
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NOUVELLE  DÉMONSTRATION 

d'un 

THÉORÈME  RELATIF  AUX  COURBES 

DU  SECOPID  GENRE 

PAR 

Le  R.  P.  d'ESCLAIBES,   S.  J. 


Clebsch  a  démontré  que  les  coordonnées  des  points  d'une 
courbe  d'ordre  n  admettant  (»  -  <Hw^a)  _  g  pQJnis  doubles,  peu- 
vent s'exprimer  en  fonction  rationnelle  d'un  paramètre  X  et  de 
la  racine  carrée  d'un  polynôme  du  sixième  degré  en  X.  Ce  théo- 
rème fondamental  permet  d'étudier  les  courbes  du  second  genre 
au  moyen  des  fonctions  ultra-elliptiques. 

Pour  évaluer  le  degré  du  polynôme  placé  sous  le  radical  qui 
figure  dans  l'expression  des  coordonnées,  l'illustre  analyste  se 
sert  de  considérations  géométriques  basées  sur  les  propriétés  du 
jacobien  de  trois  courbes  algébriques.  On  peut  arriver  au  résultat 
d'une  manière  plus  directe  et  plus  analytique,  en  suivant  une 
marche  analogue  à  celle  que  nous  avons  adoptée  dans  notre 
thèse  sur  les  applications  des  fonctions  elliptiques  à  l'étude  des 
courbes  du  premier  genre. 

Soit  une  courbe  de  degré  n  et  du  second  genre. 

0) />,»)  =  0. 

Ses  (*»-  <H»— >)  —  2  points  doubles  déterminent  un  faisceau  de 
courbes  d'ordre  n  —  3 

(2) Il  -H  XV  =0 


—  35  —  2. 

lesquelles  rencontrent  la  courbe  proposée  en  deux  points  varia- 
bles. Pour  exprimer  les  coordonnées  de  ces  deux  points  en  fonc- 
tion de  X,  supposons  qu'entre  les  équations  (1),  (2)  et  celle  d'un 
faisceau  linéaire  de  centre  quelconque,  par  exemple 

(5) x-^f*y  =  0, 

on  élimine  x  et  y.  Le  résultant  sera  un  produit  de  n  (n  —  3) 
facteurs  linéaires  en  fx;  en  supprimant  les  n(n  —  3) — 2  facteurs 
indépendants  de  \  il  restera  une  équation  de  la  forme 

(4)    .    .    .    .     Mf*«-f-2Nfi-^P  =  0(>,ft)  =  0 

laquelle  est  du  degré  n  en  X.  On  en  tire  : 

—  N=bl/N*— MP 
^^ M ' 

et  à  chacune  de  ces  deux  valeurs  correspondent,  au  moyen 
des  équations  (1),  (2)  et  (3),  des  valeurs  de  x  et  j/  rationnelles 

en  l  et  \/N«  — MP. 

Cela  posé,  je  dis  qu'on  a  N* —  MP=  HD*,  D  étant  un  poly- 
nôme de  degré  (n  —  3)  en  \  et  par  suite  II  étant  du  sixième  de- 
gré en  X. 

En  effet,  lorsque  les  deux  points  variables  d'intersection  des 
courbes  (i)  et  (2)  sont,  pour  une  certaine  valeur  de  X,  en  ligne 
droite  avec  le  centre  du  faisceau  linéaire  (3),  les  deux  valeurs 
de  II  se  confondent,  et  l'on  a  ^  =0.  D'ailleurs  on  a  aussi  ^=0, 
puisque,  parmi  les  n  valeurs  de  X  que  détermine  Téquation  (4) 
pour  une  valeur  donnée  de  fx,  il  y  en  a  deux  qui  dans  ce  cas  se 
confondent.  Leur  valeur  commune  est  donc  racine  double  du 
discriminant  N^  —  MP,  et,  si  D  désigne  le  produit  de  tous  les 
facteurs  qui  correspondent  à  ces  sortes  de  valeurs,  on  a 

N«— MP=:HD». 
Il  reste  a  évaluer  le  degré  de  D. 
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A  cet  effet,  remarquons  que  les  valeurs  de  fx  relatives  au  cas 
dont  il  s*agit,  sont  racines  doubles  de  lequation  obtenue  en  éli- 
minant X  entre  les  équations  $  =3  0,  ^  ==  0.  Or  le  discriminant 
de  0  considérée  comme  fonction  de  X  est  d'ordre  2  (n —  1)  par 
rapport  aux  coefficients  de  $,  et  par  suite  d'ordre  4  (n  —  1)  en  fx. 
Outre  les  valeurs  de  fx  dont  on  vient  de  parler,  il  admet  encore 
pour  racines  1"*  celles  qui  correspondent  aux  tangentes  menées 
de  Torigine  à  la  courbe  f,  car  alors  deux  valeurs  de  X  se  confon- 
dent pour  une  même  valeur  de  fx  ;  le  nombre  de  ces  tangentes 
est,  d'après  la  formule  de  Plûcker, 


eest-à~dire 


n(n  — i)  — 2rf—  3r, 

2(nH-  1)  — r, 


puisque  rf  -h  r  =  i!LzJH«-^^  _  2; 

2"*  les  r  valeurs  relatives  aux  droites  joignant  l'origine  aux 
points  de  rebrousscment  de  la  courbe  /*,  car  alors  encore  deux 
valeurs  de  1  deviennent  égales  pour  une  même  valeur  de  jx.  En 
défalquant  ces  deux  espèces  de  valeurs,  il  reste 

4(n  — 1)  — 2(w-t-  i)  =  2(i»  — 3) 

racines  égales  deux  ù  deux.  Le  facteur  correspondant  D  dans  le 
premier  discriminant  N*  —  MP  est  donc  d'ordre  n  —  3,  et  par 
suite  le  polynôme  II  qui  reste  sous  le  radical  dans  l'expression 
des  coordonnées  est  du  sixième  degré. 

M,  Scliwartz  a  donné  dans  le  Journal  de  Liouville  (1880)  une 
démonslration  de  ce  théorème  empruntée  à  des  considérations 
toutes  différentes.  La  méthode  qui  précède  nous  semble  recom- 
mandable  par  son  extrême  simplicité. 


3û 


Ml! 


/N_ 


5^ 


} 
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RECHERCHES 


SUR 


LA  VERTICALE 

31.    Antoine    d.'A^]BADIE3 

Membre  de  rioBtitut  de  Pnine*. 


La  grandeur  de  la  terre  est  la  première  base  qui  permet  de 
8*éleyer  à  des  mesures  dans  les  espaces  célestes.  C*est  en  for-- 
mant  un  réseau  de  triangles  étudiés  et  en  les  contrôlant  par  des 
latitudes  qu'on  obtient  des  notions  exactes  sur  les  dimensions 
du  globe  terrestre.  Tous  ces  travaux  sont  fondés  sur  Timmobi- 
lité  de  la  verticale.  Lalande  écrivait  il  y  a  plus  d'un  siècle  :  «  Je 
supposerai  comme  un  principe  d'hydrostatique  démontré  par 
rexpérience  et  par  le  raisonnement  que  la  pesanteur  agit  tou- 
jours perpendiculairement  à  la  surface  de  la  terre,  quelle  que 
soit  sa  figure.»  Cette  assertion  présentée  avec  raison  par  Lalande 
sous  forme  d'hypothèse  est  prouvée,  selon  lui,  par  les  résultats 
des  nivellements  et  elle  continue  à  être  acceptée  comme  un 
axiome  qui  soutient  tacitement  les  immenses  labeurs  des  géodé- 
siens  et  des  astronomes. 

Leurs  travaux  ont  fait  voir  que  les  excursions  de  la  verticale 
autour  de  sa  position  moyenne  sont  fort  petites.  On  s'est 
demandé  si  elles  sont  réellement  nulles  et  la  première  idée  qui 
se  présente  est  de  constater  si  la  bulle  d'un  niveau  fixe  ne  se 
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dérange  jamais.  Le  contraire  me  parut  clairement  établi  par 
deux  mois  d'observations,  en  1837,  à  Olinda  dans  T Amérique  du 
Sud.  Dans  le  sens  Est-Ouest  la  bulle,  ordinairement  sujette  à  de 
petils  déplacements,  finit  par  revenir  à  son  point  de  départ;  dans 
la  direction  du  méridien  elle  continuait  à  marcher  suivant  le 
même  sens.  Je  constatai  un  résultat  du  même  genre  à  Gondar  et 
à  Saqa  dans  la  Haute-Ethiopie,  mais  le  manque  de  caves  et  de 
murs  solides  en  ces  contrées  ne  me  permit  pas  d'attacher  une 
grande  valeur  à  toutes  ces  observations  de  quatre  niveaux  assem- 
blés deux  à  deux.  Dès  Tannée  1850,  à  mon  retour  en  Europe, 
j*étudiai  les  divisions  de  ces  niveaux  et  les  trouvai  défectueuses. 
A  cette  époque  on  ne  savait  pas  faire  en  France  les  bons  niveaux 
qu'on  y  prépare  aujourd'hui;  il  en  était  de  même  en  Angleterre, 
et  après  plusieurs  essais  je  n'en  obtins  de  satisfaisants  que  chez 
M.  Rcpsold,  à  Hambourg.  Cet  artiste  me  fournit  aussi  une  éprou- 
velte  pour  contrôler  dans  ses  niveaux  la  valeur  de  leurs  divi- 
sions. Cet  instrument  devrait  exister  dans  tous  les  observatoires 
comme  à  celui  de  Pulkowa  où  Struve  en  a  inauguré  l'usage; 
mais  l'illustre  astronome  parait  n'avoir  envisagé  que  les  varia- 
tions de  la  température  qui,  en  changeant  la  longueur  de  la 
bulle,  amenait  ses  extrémités,  où  l'on  fait  la  lecture,  à  des  par- 
ties de  la  fiole  qui  peuvent  être  inégalement  rodées.  On  n'avait 
pas  songé  il  y  a  trente  ans  aux  changements  que  les  niveaux  en 
verre  doivent  subir,  comme  les  thermomètres,  par  ce  qui  semble 
être  un  travail  moléculaire  qu'on  étudie  toujours  sans  être 
encore  parvenu  ni  à  l'expliquer  ni  à  en  prédire  le  sens  et 
rétendue. 

Ayant  fait  maçonner  un  gros  bloc  de  pierre  sur  le  rocher  qui 
forme  le  sol  de  la  cave  dans  un  vieux  château  à  Audaux  près 
Navarrenx,  j'y  installai  sous  des  toits  de  verre  deux  niveaux 
dans  le  sens  du  méridien  et  deux  autres  dans  celui  du  premier 
vertical.  Ils  furent  observés  là  pendant  plusieurs  années,  et 
j'en  ai  rendu  compte  en  1852  (').  Trois  mille  observations  de 


(*)  Comptes  rendus  de  t' Académie  des  sciences.  Mai.  page  712. 
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ces  niveaux  tendaient  à  montrer  que  leurs  grandes  oscillations 
annuelles  de  12"  (*)»  c'est-à-dire  h!'  environ,  se  rattachaient  aux 
équinoxes.  Il  est  rare  qifon  fasse  une  expérience  nouvelle  sans 
constater  un  phénomène  inattendu.  C'est  ce  qui  m*arriva  :  les 
bulles  de  deux  niveaux  placés  parallèlement  Tun  près  de  Tautrc 
et  sur  la  même  pierre  ne  marchent  pas  toujours  dans  le  même 
sens,  peut-être  parce  que  des  inégalités  de  rodage  font  prévaloir, 
au  détriment  de  la  vérité,  tantôt  la  force  de  capillarité  et  tantôt 
celle  de  la  gravité,  car  ces  deux  forces  sont  toujours  en  lutte  dans 
ces  observations  délicates. 

Quoi  qu'il  en  soit,  j*annonçais  en  1852  mon  dessein  de  m'af- 
franchir  des  objections  suscitées  par  les  niveaux  à  bulle  d'air  en 
reprenant  Tétude  de  la  même  question  par  la  réflexion  d'un 
objet  fixe  dans  un  bain  de  mercure  situé  à  une  forte  dislance  en 
contre-bas.  A  cet  effet,  sur  la  sommité  d'Abbadia  prés  Hendaye, 
à  72  mètres  au-dessus  de  TOcéan  qui  est  éloigné  d'environ 
iOO  mètres,  je  fis  creuser  dans  le  rocher  un  puits  profond  de 
10  mètres.  Il  ne  tarda  pas  à  être  envahi  par  les  infiltrations  de 
la  pluie.  Je  dus  renoncer  à  l'usage  de  ce  puits,  et  à  50  mètres 
de  là,  je  fis  niveler  grossièrement  la  surface  du  rocher  située 
à  1  mètre  seulement  sous  le  gazon.  On  éleva  sur  cette  base 
un  cône  tronqué  de  béton  fait  en  chaux  maigre  et  dont  la 
paroi  extérieure  a  une  inclinaison  d'un  dixième.  Le  sommet  de 
ce  pilier  avait  2  mètres  de  large.  A  un  demi-mètre  au-dessous  de 
son  sommet  se  termine  le  cylindre  ereux  large  de  1  mètre  et 
qui,  formant  l'axe  du  pilier,  était  interrompu  à  mi-hauteur,  ou 
5  mètres,  par  un  diaphragme  de  béton  fait  en  même  temps  et 
épais  aussi  d'un  demi-mètre.  Deux  ouvertures  symétriques  au 
Nord  et  au  Sud  permettent  d'aller  sur  ce  diaphragme  pour 
nettoyer  au  besoin  l'intérieur  du  pilier,  car  les  araignées  l'ont 
souvent  envahi.  Un  escalier  creusé  dans  le  rocher  mène  sous  ce 
pilier  dans  un  réduit  creusé  à  une  profondeur  de  2  mètres  pour 
atteindre  à  partir  du  fond  jusqu'au  sommet  du  pilier  une  hau- 


(<)  Le  signe  '*  indique  la  sixte  ^^x  sixième  décimale  de  l'angle  droit. 
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teur  voulue  de  1 0  mètres.  Enfin  ce  sommet  est  percé,  comme 
le  diaphragme,  d*un  trou  qui  en  marque  le  centre  et  que  sur- 
monte une  plaque  de  laiton  scellée  dans  le  béton.  Au  milieu 
de  cette  plaque  est  un  trou  large  de  21  millimètres  traversé 
par  quatre  fils  de  platine  fixes  et  posés  en  croix.  L'expérience 
coûteuse  du  puits  voisin  fit  prendre  la  précaution  de  dessécher 
le  fond  du  cylindre  creux  par  de  larges  drains  qui  passent,  du 
côté  de  rOuest,  sous  Tescalier.  Sur  ce  fond  on  scella  ensuite 
une  dalle  servant  à  supporter  un  bassin  à  mercure  et  son  réser- 
voir voisin,  car  pour  avoir  une  belle  surface  il  faut  faire  passer 
ce  mercure  par  un  petit  trou  avant  chaque  observation.  Au* 
dessus  de  ce  bassin,  et  portée  dans  une  lourde  monture  était  une 
lentille  achromatique  large  de  105  millimètres  et  ayant  un  foyer 
de  10  mètres. 

Au  sommet  du  cône,  un  tout  petit  miroir  éclaire  les  quatre 
croisées  de  fils  dont  les  images  réfléchies  par  le  mercure  et  ren- 
voyées par  la  lentille  à  son  foyer  viennent  se  peindre  à  côté  des 
fils,  car  on  a  eu  d'abord  le  soin  de  donner  une  minime  incli- 
naison à  la  lentille  qui  n'est  pas  rigoureusement  horizontale.  Au- 
dessus  des  fils  de  platine  est  un  microscope  muni  d'un  micro- 
mètre à  fil  qui,  pouvant  tourner  dans  tous  les  azimuts,  forme  une 
sorte  de  compas  optique.  On  s'en  sert  pour  mesurer  dans  tous 
les  sens  la  distance  de  chaque  croisée  de  fils  à  son  image.  Cette 
distance  ne  doit  pas  varier  si  la  surface  du  mercure  reste  tou- 
jours perpendiculaire  à  Taxe  du  cône  tronqué.  Or  cette  distance 
varie  d'une  heure  à  l'autre  :  il  est  rare  de  la  trouver  identique 
du  soir  au  lendemain. 

Le  long  foyer  de  la  lentille  permet  de  mesurer  de  très  petites 
déviations.  Chaque  division  du  micromètre  vaut  0"-l  ou  0"*0325> 
et  quoique  la  mobilité  du  mercure  ne  permette  pas  des  évalua- 
tions exactes,  je  crois  que  l'erreur  d'observation  ne  dépasse 
jamais  0"*6;  elle  doit  être  souvent  bien  moindre. 

Quoique  les  ingénieurs  attribuent  une  immobilité  absolue  à 
un  béton  de  chaux  maigre  qui  a  fait  sa  prise,  j'eus  la  précaution 
d'attendre  pendant  plus  de  cinq  ans  avant  de  commencer  une 
suite  d'observations.  Elles  m'ont  amené  à  la  conviction  que  la 
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verticale  peut  varier  de  14"  ou  4''*5  dans  le  cours  d'une  année(9. 
Après  les  avoir  continuées  de  1867  à  1872j'e  les  interrompis 
pour  faciliter  l'observation  par  une  installation  nouvelle  tout  en 
parant  à  quelques  objections.  Avant  d'allumer  la  lampe  pour  voir 
rimage  des  fils,  il  fallait  descendre  à  la  cave  afin  de  transvaser 
le  mercure  et  ouvrit;  Tétui  en  bois  qui  enveloppe  la  lentille  sans 
la  toucher.  De  plus  le  toit  de  la  salle  bâtie  autour  du  pilier  était 
à  2  mètres  seulement  de  son  sommet  et  fait  de  zinc  sans  plafond 
intérieur,  ce  qui  causait  un  cchauffement  notable  pendant  Tété; 
enfin  il  fallait  se  courber  sous  la  charpente  pour  arriver  auprès 
du  microscope.  Cette  salle  fut  démolie  pour  faire  place  è  une 
autre,  de  100  mètres  quarrés,  surmontée  d'un  premier  étage 
et  d'un  galetas  sous  un  toit  en  ardoises.  Deux  mètres  de  béton 
ajoutés  au  pilier  ont  permis  d'en  faire  saillir  le  sommet  comme 
une  table  ronde  dans  un  cabinet  sans  fenêtre  situé  au  premier 
étage  et  où  l'on  entre  ainsi  de  plain-pied.  Avant  d'allumer  la 
lampe  on  découvre,  au  moyen  d'une  corde  et  d'une  poulie,  la 
lentille  située  à  12  mètres  en  contre-bas,  puis  une  autre  corde 
permet  de  transvaser  lentement  le  mercure.  L'ancienne  len- 
tille étant  corrodée  à  sa  surface  et  le  foyer  optique  devant 
être  allongé,  j'en  fis  construire  une  autre  avec  un  verre  que 
M.  Frémy,  autorité  bien  connue  en  cette  matière,  voulut  bien 
essayer  avant  de  le  livrer  à  l'opticien.  M.  Cornu,  non  moins  com- 
plaisant, en  a  mesuré  le  foyer  qu'il  a  trouvé  égal  à  12*142  mè- 
tres. Le  microscope  a  été  modifié  pour  que  chaque  partie  du 
micromètre  représente  toujours  0"-l,  c'est-à-dire  0*0000001  du 
quadrant  ou  angle  droit.  Les  salles  ayant  été  achevées  en  1875, 
j'ai  attendu  jusqu'en  juin  1879  pour  commencer  la  série  actuelle 
d'observations. 

Après  avoir  mesuré  la  distance  entre  les  fils  et  leurs  images  : 
1"*  dans  le  méridien,  ^  dans  le  premier  vertical,  Z^  dans  l'azimut 
Nord-Ouest  et  Sud-Est,  on  note  le  baromètre  et  le  thermomètre. 


(1)  Une  revue  sommaire  de  cette  première  série  d'obsenrations  a  été  publiée  par 
TAssociation  française  pour  l'avancement  des  sciences.  Bordeaux,  1873,  pp.  i59-i68. 
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le  sens  et  la  force  estimée  du  vent,  Tétat  et  les  mouvements  (esti- 
més en  parties  du  micromètre)  de  Timage,  enfin  Tétat  du  ciel  et 
celui  des  brisants  dits  Les  Criquets  qu'on  voit  de  la  chambre  voi- 
sine. Cette  dernière  donnée  permet  de  décider  si  Ton  peut  avoir 
une  mer  houleuse  en  même  temps  qu'une  image  tranquille,  ce 
qui  ne  s'est  pas  présenté  jusqu'ici.  Aucune  des  variations  dans 
les  circonstances  concomitantes  n'a  paru  se  rattacher  à  l'état  de 
l'image  qui,  pendant  des  journées  entières,  parait  tantôt  belle, 
tantôt  faible  et  parfois  même  disparait  entièrement  bien  que  ce 
dernier  inconvénient  ait  été  évité  en  grande  partie  par  l'usage 
d'un  récipient  en  bois  à  fond  rainé  pour  contenir  le  mercure.  On 
peut  expliquer  cette  faiblesse  d'images  par  la  présence  de  tré- 
moussements dans  le  mercure  trop  petits  et  trop  rapides  pour 
être  vus.  Il  se  présente  souvent  un  phénomène  encore  plus  mys- 
térieux, que  j'appelle  frétillement.  Il  consiste  en  trémoussements 
visibles  et  accompagnés  de  sautes  dans  le  lieu  de  l'image.  Ces 
sautes  peuvenf  atteindre  jusqu'à  T^  ou  0'''65. 

Gomme  la  côte  de  France  court  Est  et  Ouest  depuis  S^  Jean 
de  Luz  jusqu'à  la  Bidassoa  etque  le  flot  de  marée  vienlde  l'Atlan- 
tique au  Nord-Ouest,  on  observe  dans  cette  direction  pour  appré- 
cier l'influence  de  la  haute  mer  qui  doit  attirer  le  mercure.  J'ai 
réuni  359  comparaisons  d'observations  spéciales  faites  lors  du 
maximum  du  flot  et  du  jusant  :  245  seulement  sont  favorables  à 
la  théorie  de  l'attraction  exercée  par  la  masse  des  eaux  et  l'en- 
semble des  résultats  pour  une  différence  moyenne  de  marées 
égale  à  2*9  mètres  donne  un  résultat  moyen  de  0"'56  ou  0"'18 
pour  le  double  de  l'attraction  angulaire  vers  le  Nord-Ouest.  Ceci 
est  conforme  à  la  théorie,  car  les  différences  observées  doivent 
être  partagées  par  moitié  selon  la  loi  de  la  réflexion  (*);  mais 
comme  il  y  a  toujours  de  l'inattendu  dans  les  expériences  nou- 
velles, on  doit  ajouter  que  sur  les  116  comparaisons  restantes 
il  y  en  a  eu  57  où  le  flot  semble  repousser  le  mercure  au 
lieu  de  l'attirer.  Mes  résultats  ont  été  confirmés  pendant  l'hiver 


(*)  A  Bordeaux,  j'avais  oublié  de  faire  cette  réduction. 
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dernier  par  M.  Tabbé  Artus  qui  a  eu  la  patience  de  comparer 
ainsi  71  flots  et  75  jusants  consécutifs,  de  janvier  à  mars  1880. 
Lui  aussi  a  trouvé  un  tiers  environ  de  cas  défavorables  à  nos 
théories  admises.  On  est  donc  en  droit  d'affirmer  que  si  la 
mer  haute  attire  le  plus  souvent  le  pied  du  Gl  à  plomb,  il  y  a 
une  et  peut-être  plusieurs  autres  forces  en  jeu  pour  faire  varier 
sa  position. 

Parmi  les  causes  supposées,  les  variations  de  température  se 
présentent  en  premier  lieu.  Celle  de  Pair  du  moins  ne  suffit  pas 
à  tout  expliquer,  car  j'ai  vu  varier  la  verticale  de  7"-4  ou  2"-4  en 
six  heures  seulement.  Si  d'un  autre  côté  on  veut  alléguer  la 
température  profonde  de  la  roche  qui  soutient  mon  pilier,  on  est 
alors  obligé  d'admettre  que  l'effet  de  cette  température  peut  se 
manifester  par  soubresauts ,  ce  qu*il  est  malaisé  de  démon- 
trer. 

Quant  à  la  supposition  que  tous  ces  mouvements  résident  dans 
l'appareil  lui-même,  elle  doit  s'appliquer  à  nos  instruments  d'as- 
tronomie et  tend  ainsi  à  infirmer  la  précision  des  résultats  qu'ils 
fournissent.  Il  faudrait  d'ailleurs  démontrer  la  réalité  des  varia- 
tions intestines  dans  nos  appareils. 

Une  explication  plus  commode  parce  qu'elle  est  plus  vague 
consiste  à  supposer  que  l'écorce  du  globe  est  sujette  à  de  petits 
mouvements  produits  par  des  tassements  ou  peut-être  par  des 
phénomènes  chimiques;  mais  on  explique  plus  difficilement 
comment  ces  mouvements  changent  de  sens  ainsi  qu'il  est  prouvé 
par  expérience,  et  surtout  comment  la  verticale,  après  maintes 
déviations,  revient  à  son  point  de  départ. 

L'hypothèse  la  plus  séduisante  rattache  ces  petits  mouvements 
au  phénomène  signalé  par  feu  Peters.  Ce  savant  astronome,  en 
discutant  de  nombreuses  observations  de  l'étoile  polaire,  trouva, 
par  la  méthode  des  résidus  inexpliqués,  que  l'axe  des  pôles  ter- 
restres décrit  un  petit  cercle  ou  une  ellipse  dont  le  diamètre  a 
quelques  mètres  seulement.  Jusqu'ici  ce  résultat  n'a  été  ni 
infirmé  ni  même  contrôlé,  et  l'on  n'a  pas  même  proposé  une 
théorie  pour  en  assigner  la  cause. 

Sans  accorder  de  préférence  à  aucune  de  ces  quatre  supposi- 
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dons,  il  n'est  peut-être  pas  inutile  de  les  énoncer  afin  de  suggérer 
des  expériences  pour  en  exclure  au  moins  une  ou  deux.  Des 
observations,  simultanées  et  en  deux  points  différents,  montre- 
raient sans  doute  si  les  variations  de  la  verticale  sont  purement 
locales  où  si  le  sens  et  la  grandeur  des  écarts  s'étendent,  comme 
les  perturbations  magnétiques,  en  même  temps  à  tout  notre 
globe. 

Quant  à  la  réalité  des  variations  de  la  verticale,  elle  est  admise 
dans  tous  les  grands  Observatoires ,  bien  qu'on  paraisse  Tatiri- 
buer  à  de  pures  déviations  instrumentales.  En  1848,  M.  Henry 
a  publié  dans  le  volume  VllI  des  Monthly  Notices  le  relevé  des 
variations  du  niveau  de  la  lunette  méridienne  à  Cambridge  pen- 
dant les  années  1833  à  1842  et  à  Greenwich  de  1836  à  1845.  Il 
y  a  joint  leurs  déviations  azimutales.  Ces  dernières  pourraient 
bien  se  rattacher  aux  variations  de  la  verticale  indiquées  par  les 
observations  du  nadir.  On  voit,  en  effet,  que  si  la  cause  de  ses 
changements  réside  dans  un  mouvement  général  de  tout  le  globe 
terrestre,  ou,  pour  mieux  dire,  de  son  centre  de  gravité,  une 
petite  élévation  du  pôle  supérieur  à  Greenwich  doit  se  montrer 
dans  l'azimut  pour  une  quantité  égale  et  au  même  instant,  dans 
les  lieux  situés  à  six  heures  de  là  en  longitude.  Celte  déviation 
azimutale  sera  alors  vers  l'Ouest  pour  le  site  oriental  et  vers 
TEst  pour  l'observateur  qui  mesure  l'azimut  à  six  heures  de 
Greenwich  en  longitude  occidentale.  C'est  ce  qu'il  serait  inté- 
ressant de  vérifier  par  rexpérience.  En  terminant  le  travail 
précité,  M.  Henry  ajoute  :  «  Il  parait  assez  qu'à  Greenwich 
comme  à  Cambridge  l'Y  occidental  de  la  lunette  méridienne 
est  plus  haut  d'environ  2"*5  à  l'équinoxe  du  printemps  qu'à 
celui  d'automne  et  que  dans  le  premier  il  est  plus  vers  le 
Sud  que  dans  le  second.  Cette  déviation  azimutale  serait  d'en- 
viron 2".  » 

En  1859,  M.  Ellis  a  repris  la  question  en  publiant  dans  le 
volume  XXIX  des  Memoirs  of  the  Royal  Àstronomical  Society 
les  variations  d'azimut  et  de  niveau  dans  le  cercle  méridien  de 
Greenwich.  Pour  ces  dernières  l'astronome  royal  sir  George 
Airy  avait  déjà  préféré  avec  beaucoup  de  raison  les  détermina- 
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lions  du  nadir  dans  un  bassin  de  mercure.  M.  Ellis  rend  compte 
des  observations  de  1851  à  1858,  en  publie  sommairement  les 
résultats,  et  ajoute  leurs  courbes  ainsi  que  celles  de  la  tempéra- 
ture de  Tair.  Ce  dernier  élément  ne  variant  pas  tout  comme  les 
écarts  de  niveau,  Fauteur  fait  remarquer  qu'un  thermomètre 
situé  à7°**80de  profondeur  dans  la  terre  et  observé  régulièrement 
atteint  son  maximum  vers  la  fin  de  novembre  et  son  minimum 
au  commencement  de  juin  précisément  comme  les  deux  écarts 
du  nadir.  Ce  rapprochement  est  ingénieux  :  il  mérite  d'être  fait 
avec  le  même  soin  en  d'autres  localités  et  nous  amène  à  attribuer 
toutes  les  variations  aux  fondements  mêmes  qui  supportent  les 
instruments.  Par  malheur  on  ne  voit  pas  pourquoi  on  n'irait  pas 
plus  bas  encore  à  20,  30  ou  même  50  mètres,  car  aucun  ingé- 
nieur ne  peut  définir  la  profondeur  d'une  fondation  absolument 
immobile.  Il  semble  même  que  les  variations  soient  plus  grandes 
lorsqu'on  s'établit  sur  le  roc.  Le  terrain  de  transport  sur  lequel 
plus  d'un  grand  Observatoire  est  bâti  parait  atténuer  tous  les 
écarts  et  favoriser  à  tel  point  ces  moyennes  si  usitées  par  les 
astronomes  que  M.  Ghallis  nous  dit  à  la  page  21  de  son  excellent 
ouvrage  (*)  :  «  Les  piliers  (qui  supportent  la  lunette  méridienne) 
se  dérangent  moins  quand  ils  sont  bâtis  sur  un  sol  sablonneux 
que  s'ils  sont  fondés  sur  l'argile  ou  sur  le  rocher.  »  Nous  croyons 
que  le  sable  atténue  et  masque  les  mouvements  du  sol  en  agis- 
sant comme  ces  matelas  sur  lesquels  nos  physiciens  installent 
leurs  instruments  pour  faire  des  mesures  délicates  dans  Paris, 
malgré  les  secousses  continuelles  à  la  surface  de  cette  grande 
ville. 

Quand  tous  les  directeurs  d'observatoire  imiteront  l'exemple 
de  l'illustre  M.  Airy  qui  consacre  à  Greenwich  un  registre 
spécial  à  la  détermination  journalière  du  nadir  et  qu'ils  en 
publieront  les  résultats,  on  pourra  raisonner  en  connaissance 
de  cause  sur  ce  qui  reste,  quant  à  présent,  à  l'état  de  simple 
hypothèse. 


(1)  Lectures  on  practical  astronomy,  London,  1879. 
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Les  différences  d'azimut  sont  les  moins  faciles  è  suivre,  car 
on  ne  peut  les  constater  que  par  des  observations  d'étoiles.  Ces 
différences  peuvent  aller  jusqu'à  W\  et  la  comparaison  de  deux 
lunettes  méridiennes  voisines  faite  par  M.  Ellis  montre  bien 
qu'elles  proviennent  en  partie  des  instruments  employés.  Cette 
différence  résulte  des  moyennes  qu'il  a  relevées  pendant  quatorze 
années  de  1836  à  ISSO  et  réunies  mois  par  mois.  Prises  de  la 
même  manière ,  les  différences  de  niveau  atteignent  un  écart 
extrême  de  8"-9,  ou  T%  dans  l'ancien  cercle  et  15"-1,  ou  4"-9, 
dans  le  nouveau.  Les  différences  d'azimut  réunies  de  la  même 
façon  sont  respectivement  H"-H,  ou  3""6,  et  24"-7,  ou  8"-l. 
Les  mois  de  tous  ces  maxima  et  minima  ne  correspondent  point, 
ce  qui  indique  des  idiosyncrasies  dont  aucun  instrument  n'est 
probablement  exempt.  L'usage  exclusif  des  moyennes  est  sans 
doute  excellent  pour  résumer  cette  longue  suite  d'observations 
si  délicates  dont  on  ne  connaît  ni  l'incertitude  résidue  ni  les 
erreurs  possibles,  car  ces  dernières  se  glissent  dans  les  travaux 
les  plus  parfaits  :  toutefois  pour  en  apprécier  les  limites  on  vou- 
drait voir,  à  côté  des  moyennes,  les  écarts  extrêmes  en  plus  et  en 
moins. 

Dans  l'espoir  que  notre  appareil  plus  simple,  moins  mobile, 
consacré  à  un  seul  but,  et  observé  toujours  de  la  même  manière, 
peut  conduire  è  mieux  circonscrire  les  sens  et  les  grandeurs  dans 
les  écarts  de  la  verticale,  nous  présentons  ici  la  suite  des  observa- 
tions faites  pendant  une  année  entière  vers  6  h.  du  matin.  Dans 
nos  chiffres  l'unité  est  la  5**  décimale  du  quadrant  et  les  varia- 
tions des  nombres  représentent  celles  de  l'écart  angulaire  entre 
la  croisée  des  fils  et  leur  image.  Dans  le  méridien  la  distance 
entre  ces  deux  objets  observés  est  au  plus  00000459  quadrant 
le  6  novembre  1879  :  le  minimum  de  0*0000316  quadrant  fut 
atteint  le  19  juin  1880.  Les  nombres  croissent  quand  le  pied 
de  la  verticale  s'est  rapproché  du  Nord.  Les  variations  dans  le 
sens  Est  et  Ouest  représentent  des  différences  de  niveau  pour 
les  lunettes  méridiennes,  et  les  nombres  deviennent  plus  forts 
chaque  fois  que  la  bulle  d'un  niveau  situé  dans  le  premier  ver- 
tical se  rapproche  de  l'Ouest.  Toutes  les  observations  ont  été 
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faites  entre  6  et  7  heures  du  matin  sauf  seize  exceptions  où 
les  heures  les  plus  tardives  ont  été  9  heures  le  20  septembre, 
9  h.  5  m.  les  7  mars  et  25  avril;  enfin  du  25  décembre  au 
5  mai  on  a  observé  à  8  heures  du  matin;  le  9  décembre,  par 
extraordinaire  on  n'a  consulté  la  nadirane  qu'à  11  h.  5  m.  du 
matin.  Les  observations  n'ont  pas  été  faites  les  17  octobre  et 
l*'  novembre  ni  du  3  au  9  juillet.  Sauf  aux  7  et  11  novembre, 
21  février  et  11  août,  l'observateur  a  toujours  été  le  même. 
L'écart  du  8  décembre  vient  de  ce  qu'on  a  rapproché  les  fils 
ce  jour-là  en  y  faisant  des  marques  pour  mieux  les  viser.  La 
grande  perturbation  du  2  au  11  novembre  a  eu  lieu  surtout 
dans  le  sens  du  méridien. 

En  résumé  le  maximum  d'écart  du  Sud  au  Nord  entre  le  fil  et 
son  image  a  été  égal  à  49"'2  le  30  novembre  à  8  h.  43  m.  du 
matin.  Ce  même  jour,  à  7  h.  28  m.  on  a  lu  40"'l,  chiffre  porté 
ici  au  tableau,  et  37''*6  seulement  à  1  h.  52  m.  du  soir.  Dans 
Tespace  de  six  heures  la  verticale  a  donc  varié  de  2''*5  ou  0**81 . 
Le  minimum  de  l'année,  ou  3*06,  fut  atteint  le  19  janvier  à 
3  h.  3  m.  du  matin  ainsi  que  le  21  du  même  mois  à  midi,  bien 
qu'on  eût  observé  5*44  ei  3*50  dans  les  matinées  de  ces  deux 
jours,  ainsi  qu'on  le  voit  au  tableau  ci-après. 

Gommé  l'amélioration  effectuée  le  8  décembre  diminua  de 
6'''5  la  distance  angulaire  entre  le  fil  et  l'image,  on  doit  retran- 
cher ce  nombre  de  3*06  afin  de  rendre  les  chiffres  subséquents 
comparables  avec  ceux  qui  précèdent;  on  aura  donc 

Maximum  d^écart  le  30  novembre   ....    4*92  tours. 
Minimum  les  19  et  21  janvier. 2*43    » 


Différence.    .    .    2*49  tours. 

Pendant  l'année  entière  la  verticale,  considérée  selon  le  plan 
du  méridien,  a  donc  varié  d'un  angle  de  12'''45  ou  4"*054. 

Observée  dans  la  direction  Est-Ouest,  elle  atteint  les  chiffres 
suivants  : 

Maximum  le  14  avril 4*61  tours. 

Minimum  le  15  septembre 3*31    > 

Différence.    .    .    1*30  tours. 


i%  —  48  — 

Ce  minimum  doit  être  diminué  de  0*56  pour  représenter 
Teffet  du  dérangement  effectué  le  8  décembre.  On  aura  donc 
4-61  — 2-95=1  ff-6,  c'est-à-dire  8"-3  ou2"-7  pour  la  plus  grande 
variation  dans  le  sens  Est-Ouest  où  Ton  nivelle  les  tourillons  des 
lunettes  méridiennes.  Par  malheur  rien  ne  montre  s'il  y  a  eu 
une  variation  pendant  les  trois  heures  employées  à  ôter,  arranger 
et  remettre  les  fils  de  platine  dans  Taprès-midi  du  8  décembre. 
Nos  mesures  ne  peuvent  donc  prétendre  à  un  caractère  absolu. 
Elles  sont  différentielles  seulement,  mais  elles  montrent  suffi- 
samment que  dans  les  discussions  de  latitudes  et  de  déclinaisons 
d'étoiles  on  devrait,  pour  ne  rien  négliger,  tenir  compte  de  la 
position  momentanée  de  la  verticale  pendant  chaque  observation 
où  Ton  détermine  ces  éléments  astronomiques. 

Les  variations  qui  nous  occupent  ne  se  bornent  pas  à  l'hémi- 
sphère boréal.  M.  Bouquet  de  la  Grye  a  inauguré  en  1874  à 
riie  Campbell,  isolée  dans  l'océan  Austral,  un  appareil  de  son 
invention,  peut-^tre  moins  délicat  que  le  nôtre,  mais  qui  a  sur  ce 
dernier  le  très  grand  avantage  de  tracer  automatiquement  la 
courbe  des  variations  à  des  intervalles  aussi  rapprochés  qu'on 
veut.  A  cet  effet  ce  savant  emploie  un  pendule  à  poids  lourd  qui 
actionne  un  levier  servant  à  multiplier  chaque  déviation.  Un 
courant  électrique  commandé  par  une  horloge  traverse  tout 
Tappareil  et  fait  un  point  sur  un  papier  quadrillé  chaque  fois 
que  le  rouage  effectue  un  contact.  Cet  enregistreur  ingénieux  a 
montré  que  les  petits  mouvements  en  question  ont  lieu  aussi 
dans  l'ile  Campbell.  Jusqu'à  plus  ample  informé  on  peut  donc 
admettre  qu'ils  existent  partout  sur  notre  globe. 

Comme  on  aime  à  discuter  les  détails  d'une  suite  d'observa- 
tions, notre  confrère  M.  l'abbé  Gelin,  professeur  au  collège  de 
Huy,  a  réuni  dans  le  tableau  suivant,  d'après  notre  registre,  les 
observations  faites  pendant  une  année.  Parmi  les  895  mesures 
faites  dans  cette  année,  il  a  choisi  celles  du  matin  parce  qu'elles 
offrent  moins  de  lacunes  et  pour  les  résumer  mieux  encore  il  y 
a  joint  des  courbes  qui  disent  à  l'œil  comment  la  verticale  a 
marché  dans  Abbadia  de  septembre  1879  à  septembre  1880.  Il 
est  à  désirer  qu'en  étudiant  ces  mouvements  quelque  savant, 
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plus  heureux  que  nous,  parvienne  è  démêler  toutes  les  causes 
des  %'ariations  dans  le  lieu  de  la  verticale.  Jusqu*è  présent  en 
effet  ces  causes  semblent  muldples  et  leur  exposition  reste  enve- 
loppée de  mystère. 


V. 


14. 
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Observaliovs  faites  à  la  nadirane  à 


DATES. 


N.elS. 


EetO. 


•Cl 


rÉ¥Bl 


i. 
± 

4. 

5. 

(K 

7. 

8. 

9. 
iO. 
\\, 
\% 
i3. 
14 
15. 
16. 
i7. 
i8. 
19. 
î20. 
21. 
±2. 
ai 
24. 
-25. 
26. 
:27. 
28. 
29. 
30. 
31. 


388 
3-89 
3-93 
3-84 
3-79 
3-79 
387 
3-88 
3(V4 
3-74 
3-75 
3-72 
3()2 
356 
3-58 
3-58 
3-58 
3-35 
:i-69 
3-75 
3-74 
3-76 
3-77 


» 

» 
» 


» 

3;39 
3-51 
3-66 
3-58 
3-60 
3-60 
3-49 
3-31 
3-69 
354 
3-50 
3-48 
3-49 
3-50 
3-50 
3-53 
3-53 
3-61 
3-68 
3-72 
3-65 
3-67 
3-59 


379 
375 
3-68 
369 
3-66 
3-71 
3*69 
3-62 
3-68 
368 
3-65 
3-68 
3-66 
3-56 
3-61 
3-74 

» 
3-93 
381 
379 
3*73 
4-08 
3-98 
3^ 
3-96 
3-97 
3-88 
3-92 
3-90 
3-95 
3-93 


3-56 
3*46 
3-48 
3-50 
350 
347 
3-48 
3-50 
3-55 
3-51 
352 
3-57 
3-43 
3-45 
3-44 
3-39 

» 
3-56 
355 
3-52 
3-51 
3-57 
3-55 
3-56 
3-65 
3-52 
3-53 
3-68 
3-64 
3-72 
3*68 


3-98 
427 
4-32 
453 
459 
452 
4-51 
4-52 
451 
4-52 
4-36 
4-26 
4-09 
4-43 
4-42 
4-23 
4  19 
4-34 

4-3:^ 

4-29 
4-43 
4*08 
4-07 
4-40 
4-42 
4-40 
4-06 
3-88 
401 


3*72 
3-74 
396 
3-89 
3-76 
:i-89 
3-79 
3*77 
3-75 
3-89 
3-74 
3-83 
3-85 
3-69 
3-84 
3-86 

3-9:^ 

3-9() 
3-86 
383 
:41K) 
3-96 
409 
4-06 
402 
404 
4-42 
4-44 
3-96 


3-96 

4-02 

3-59 

4-24 

8-74 

404 

4-08 

3-48 

4-24 

3-54 

3-98 

3-97 

3-63 

4-29 

3-S8 

4-08 

4-03 

3-46 

4-30 

3-53 

409 

3-94 

3-54 

4-27 

3-80 

402 

3-94 

3-50 

4-29 

3-48 

3-91 

418 

3-54 

4-29 

3-54 

402 

401 

3-57 

4-27 

3-53 

339 

4:T7 

3-38 

4-28 

3*43 

3-47 

4-37 

3-45 

422 

3-47 

351 

4-32 

3:48 

4-29 

3-36 

3-44 

4;44 

3-38 

4-30 

3-34 

3;« 

4-24 

3-44 

4-30 

3*r 

AkSi 

4-34 

3-52 

3-24 

3-32 

3-35 

4-34 

3-42 

4-27 

3-4! 

3-51 

4-27 

3-39 

4-28 

3-46 

3:47 

4:44 

3-43 

4-34 

3-44 

3*49 

4-31 

3-46 

4-30 

3-42 

3-3i) 

4;42 

3-44 

4-32 

3^44 

3-31 

431 

3-38 

h^ 

3-46 

3:48 

4*20 

3-:40 

430 

3-31 

3-28 

4-43 

3-34 

432 

3^49 

3-48 

4-42 

3-34 

4-20 

3-46 

3-34 

4-46 

3-35 

4-42 

3-22 

3-54 

4-24 

339 

4-20 

3-» 

3-39 

4-26 

3-40 

4-22 

3-29 

3-46 

4-47 

3-42 

4-22 

3-25 

3-46 

4-45 

3-33 

4-22 

3-37 

3-55 

4-20 

3-38 

4-32 

3-:4o 

3-57 

4-47 

3-32 

4-24 

• 

359 

4-26 

3-56 

4-42 

» 
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<tbre  1879  au  7  septembre  1880. 


m. 

ATI 

IIIm 

■i 

ài. 

JU 

m. 

jmi. 

I.BT. 

A01 

UT. 

■■m 

mmmm. 

4^37 

M) 

4-97 

3*46 

4-56 

:i*38 

4*95 

3*30 

4-00 

3*51 

3-98 

3*49 

3-77 

4^37 

Wl 

4-39 

3*40 

4*56 

3:ii 

4*99 

3-31 

4-09 

3*46 

403 

3*41 

3*79 

4-38 

360 

4-38 

3-43 

4-54 

3-99 

4*30 

3-48 

4*06 

3*59 

3*84 

4-33 

3*48 

4-44 

3'47 

4*50 

3*44 

4*30 

3-53 

4*01 

3*50 

3-78 

4-35 

3*43 

4-35 

3-59 

453 

339 

4*97 

3-55 

409 

3-47 

3-78 

4-33 

3*80 

4-37 

353 

4*49 

3*36 

4*93 

356 

411 

360 

oTfil 

4-33 

3*38 

4-45 

3*49 

4*48 

3-30 

4*93 

3*49 

3*94 

356 

3-80 

4-31 

3-46 

4-43 

3-47 

4-45 

3-98 

4*91 

3-53 

:«)3 

4-37 

3-37 

4*50 

3*49 

4*46 

3-39 

4-95 

3*54 

3*93 

4-34 

348 

4-53 

3*48 

4-44 

3-31 

4*99 

3*98 

3-95 

3-56 

3*96 

4^ 

3-4S 

4*51 

3-50 

4-48 

3*;« 

4*97 

3-39 

3-94 

3-50 

3-96 

4-96 

3-44 

4^54 

3-47 

4-98 

3*96 

4*99 

3-40 

3i)5 

3-63 

3-99 

,  • 

4-S9 

3-45 

4*56 

3-41 

4-31 

3*97 

4*97 

3*39 

399 

3*65 

394 

4-3S 

3-48 

4-61 

3-43 

441 

3*96 

4*94 

3:« 

3*90 

3-57 

3*90 

4-S8 

3-83 

4*57 

343 

4-39 

3*94 

4*99 

3-41 

3-99 

3-5;^ 

3-89 

4-S8 

3-48 

4-55 

3*39 

4-37 

3-96 

4-90 

3*41 

3-99 

3*60 

384 

4-SO 

8-47 

4-50 

3*43 

4*41 

3-97 

417 

3*47 

3*93 

3*69 

38:1 

4-« 

3-46 

4*48 

3*38 

4-35 

3*19 

4*17 

3-40 

:^-9i 

3*60 

;t86 

4*» 

3-48 

4*5i 

3*41 

430 

316 

405 

:i*39 

3-90 

3*63 

3-88 

4-» 

3-48 

4-44 

3-37 

4-97 

3-95 

4-00 

3*47 

3-93 

3-65 

3-90 

I 

4*d!i 

3-53 

4-47 

3-34 

4-94 

3-94 

403 

3-50 

3-89 

3-69 

3-85 

4-94 

3-99 

V45 

338 

^'^^ 

3-99 

409 

3*44 

3*97 

3*60 

383 

4-34 

3-46 

4-41 

3-38 

4*18 

3*;io 

413 

3-43 

4*00 

3-5:^ 

3*88 

4*35 

353 

4-44 

3*49 

4-9:^ 

3J« 

4*05 

3*55 

4*03 

3-56 

3*85 

436 

3-49 

4*46 

3*43 

4-29 

3*36 

405 

3-54 

3-99 

3*59 

3-87 

4-31 

3-46 

4*46 

3-58 

494 

3-37 

408 

3*80 

415 

:t57 

3*89 

4-3S 

3-54 

4-47 

3*53 

4-39 

331 

410 

3-58 

4*a3 

3*53 

3*79 

4-» 

3-51 

4-49 

3*59 

4-99 

:i-34 

4*07 

3-59 

4*08 

3-59 

3*80 

k-ii 

3-54 

4*51 

3*43 

418 

3*34 

4*07 

3-59 

4*06 

3-54 

3-89 

4iU 

3-54 

4-54 

3*41 

4-1» 

3-33 

4*09 

3-59 
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ÉTUDE 


SOI 


LA  MARCHE  DES  CRUES 

ET  SUR  L'imCKNGK  DES  IRAVAUX  DE  REKTIFIGATION 

D'APPROFONDISSEMENT  ET  D'ÉLARGISSEMENT  DES  COURS  D'EAU  («) 


Pk% 


Théodore  BELPAIRE 

iDfénicor  en  cbcf-DIreetcar  du  Serriea  TeehniqiM  Proviadal  de  la  FlandiMMenial^ 
BodtJi  iogéaicor  dn  Poou  «t  Chantidct. 


L'un  des  principaux  moyens  de  restreindre  les  inondations  des 
cours  d'eau  consiste  à  v  exécuter  des  travaux  de  rectification , 
d'approfondissement  et  d'élargissement  qui,  en  augmentant  soit 
la  pente,  soit  la  section  transversale,  soit  l'une  et  l'autre,  ont  pour 
eiFet  d'abaisser  le  niveau  des  eaux  pour  un  débit  donné. 

On  admet  généralement,  sans  démonstration,  que  les  rectifi- 
cations, les  approfondissements  et  les  élargissements,  en  facilitant 
l'arrivée  de  l'eau  vers  les  parties  d'aval  des  cours  d'eau,  ont  pour 
effet  d'y  produire  une  augmentation  du  débit  dans  les  crues. 
Ainsi,  exécute-t-on  une  amélioration  locale,  dans  une  partie  de 
rivière,  les  riverains  situés  en  aval  se  croient  lésés,  prétendant 
que  les  travaux  leur  occasionneront  des  inondations  plus  consi- 
dérables. 

Je  me  propose  d'examiner  si  cette  opinion  est  fondée  et,  à  cet 
(*ffet,  j'étudierai  la  marche  des  crues  dans  les  cours  d'eau. 


(<)  Cette  expression  est  prise  ici  dans  son  sens  le  plus  étendu  et  s'applique  donc  aussi 
aux  rivières. 


.  Cette  étude  préseate,  d'ailleurs,  par  elliMnôme  une  importance 
incoDlestable,  aujourd'hui  surtout  que  l'on  établit  le  long  de.la 
plupart  des  rivières  sujettes  à  inondations  des  lignes  télégra- 
phiques pour  annoncer  les  crues  :  car  il  fie  suffît  pas  de  savoir 
qu'une  inondation  est  imminente;  il  importe  aussi  d'être  averli' 
des  circonstances  qui  vont  se  produire. 

Dans  tout  ce  qui  suivra,  nous  supposerons  toujours  qui  le 
mouvement  de  l'eau  se  fait  dans  un  lit  prismatique.  Nous  expose- 
rons, sur  un  cas  particulier,  la  méthode  h  suivre  pour  étudier  la 
marche  d'une  crue  :  il  sera  facile  ensuite  d'appliquer  i  tous  les 
cas  la  même  méthode. 

Pour  un  grand  nombre  de  rivières  où  le  débit  varie  lente- 
ment, on  peut  admettre,  sans  erreur  sensible,  que  le  mouvement 
de  Ti'au  est  uniforme  :  nous  examinerons  d'abord  ce  cas,  pour 
supposer  ensuite  le  mouvement  varié. 

Dans  tout  ce  travail  le  mètre  sera  pris  pour  unité  de  longueur, 
le  mètre  cube  pour  unité  de  volume  et,  par  conséquent,  de  débit 
et  la  seconde  pour  unité  de  temps. 


■AHGHB  DES  CRUES   DANS   L'aTPOTHÉSI   Dtl   MOUVBKBNT  DHIFORIIB. 

Considérons  une  rivière  ayant  le[H'olil  transversal  représenté 
par  la  figure  1  et  coulant  dans  une  vallée  de  160  mètres  de  lar- 
geur dont  le  fond,  supposé  de  niveau  en  chaque  profil  trans- 


versal, passe  à  la  hauteur  des  bords  de  la  rivière.  Celle-ci  dont  lli 
pente  de  fond  est  de  0~,104  par  kilomètre,  forme  .des  méandres 
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dans  la  vallée  dont  le  développement  est,  par  conséquent,  moin- 
dre que  celui  du  cours  d*eau  ;  par  là  même  la  pente  longitudi- 
nale de  la  vallée  est  plus  forte  que  celle  du  lit  :  elle  est  de  O^^IS 
par  kilomètre.  La  vallée  d'inondation  est  limitée  latéralement  par 
des  talus  ayant  une  inclinaison  de  2  de  base  pour  1  de  hauteur. 
Dans  les  calculs  qui  suivent,  nous  faisons  usage  de  la  formule 
établie  par  MM.  Darcy  et  Bazin  pour  exprimer  la  loi  du  mouve- 
ment uniforme  de  Teau  dans  un  lit  prismatique ,  à  savoir  : 

Rt  =  AU« (4) 

Dans  cette  relation ,  on  représente  par  R  le  rayon  moyen  ou 
le  rapport  de  la  section  d'écoulement  Q,  au  périmètre  mouillé  X; 
par  t ,  la  pente  par  mètre  à  la  surface  de  Teau,  pente  égale  à  celle 
du  fond  quand  le  mouvement  est  uniforme;  par  U,  la  vitesse 
moyenne  et  par  A  un  coefficient  qui ,  pour  les  parois  en  terre , 
a  pour  valeur  : 


(-  ^)- 


A  =  0,00028    1 


On  sait  que  le  débit  a  pour  expression  : 

Q  =  ÛU. (3) 

Pour  calculer  par  les  formules  qui  précèdent  la  valeur  du 
débit,  il  faut  avoir  soin  ,  on  le  sait,  de  considérer  séparément  le 
volume  d'eau  qui  passe  par  la  vallée  d'inondation  et  celui  qui 
s'écoule  entre  les  berges  supposées,  au  besoin,  prolongées  jusqu'à 
la  surface  de  l'eau,  puis  additionner  les  deux  volumes  pour  avoir 
le  débit  total. 

Les  formules  (I)  et  (2)  permettent  ainsi  de  déterminer  le 
débit  correspondant  à  une  hauteur  d'eau  quelconque  H  au-dessus 
du  fond  ;  car,  cette  hauteur  étant  donnée,  il  est  facile  de  calculer 
les  valeurs  de  i2,  X,  R,  A.  La  pente  t  étant  égale  à  0"',000104 
pour  le  lit  et  à  0"',00(ll  5  pour  la  vallée  d'inondation ,  l'équa- 


(ion  (1)  fournira  la  valeur  de  U  et  ensuite  par  la  formule  (3), 
o»  obtiendra  le  débit  Q. 

La  mente  opération  étant  faite  pour  différentes  hauteurs  d  Vau  H, 
on  pourra  tracer  une  courbe  qui  représentera  graphiquement  la 
relation  existant  entre  les  débits  et  les  hauteurs  d'eau  :  il  sufiira 
de  Iraeer  deux  ases  rectangulaires  et  de  porter  en  ordonnées  les 
valeurs  de  H  et  en  abcisses  les  valeurs  correspondantes  de  Q. 
Supposons  qu'en  faisant  ces  opérations,  pour  la  rivière  définie  plus 
haut,  on  ait  obtenu  la  courbe  abcd  pour  représenter  le  volume 
d'eau  passant  entre  les  berges  prolongées  au  besoin.  Soit  BA  la 
hauteur  à  laquelle  se  produit  le  débordement;  on  calculera  pour 
une  hauteur  plus  grande  Ce  le  débit  de  la  vallée  d'inondation 
dont  on  portera  liorizontalcmeni  la  valeur  en  ce  :  le  point  e  sera 
un  point  de  la  courbe  représentant  le  débit  total  du  cours  d'eau  ; 
elle  est  figurée  en  befè  partir  du  débordement. 


Dans  les  applications,  il  est  nécessaire  de  connaître  l'équation 
de  la  courbe  des  débits  :  on  serait  conduit  h  de  grandes  compli* 
cations  de  calculs,  si  l'on  voulait  employer  l'équation  exacte  de 
ceue  courbe.  Mais  on  oblicni,  en  général,  une  exiiciitude  bien 
suffisante  en  y  substituant  une  parabole  du  second  degré  assujétie 
à  passer  )>ar  trois  poinis  de  la  courbe  réelle  des  débits  dont  cette 
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parabole  diffère  alors  très  peu.  G*est  le  procédé  qui  est  employé 
pour  mesurer  les  aires  limitées  par  des  lieu^  géométriques  dont 
les  équations  sont  inconnues  ou  difficiles  à  manier  et  il  parait 
superflu  de  rappeler  ici  comment  on  établit  les  équations  de  ces 
paraboles  du  second  degré. 

Il  suffit  de  dire  qu'avec  les  données  numériques  citées  plus 
haut,  la  courbe  ab  des  débits^  avant  le  débordement,  peut  être 
remplacée  par  la  parabole  ayant  Téquation  suivante  : 

H  =  1 ,02  -f-  OfiUi  Q  —  0,0001 4  Q» (S) 

On  a  trouvé,  pour  le  cas  où  Pinondalion  se  produit,  la  reki- 
lion 

H  =  3,124 -t- 0,0286  Q  — 0,0000835  Q*,    ...    (4) 


!     • 


qui  représente  approximativement  la  courbe  bef. 

La  nécessité  d'employer  deux  équations  résulte  de  la  disoonti- 
nuité  qui  existe  au  point  6,  par  Teffet  du  débordement 

Etudions  maintenant  la  marche  d'une  crue  dans  la  rivière  qui 
nous  occupe. 

La  figure  3  représente  une  partie  de  son  profil  longituîlinal 
limitée  par  deux  profils  en  travers  AB  et  CD.  Nous  supposerons 
que  la  rivière  ne  reçoit  aucun  aflluent  entre  les  points  A  et  G, 
ce  que  Ton  peut  toujours  admettre ,  à  condition  de  prendre  les 
profils  AB  et  CD  au  droit  des  aflluents  ou  entre  ceux-ci. 

Soient  L  et  /  les  développements  respectifs  de  la  rivière  et  de 
la  vallée,  entre  les  profils  AB  et  CD. 

Le  régime  étant  permanent,  pour  un  débit  Q,  supposons  qu'en 
B  survienne  un  accroissement  de  débit  infiniment  petit  dQ. 

Si  l'on  représente  par  AC  vi  A'C  les  lignes  d'eau  du  mouve- 
ment uniforme  correspondant  aux  débiis  Q  etQ  4-dQ,  l'accroisse- 
ment dQ  aura  pour  effet  de  relever  de  A  en  A'  le  niveau  de  l'eau. 
Ce  relèvement  se  propagera,  de  proche  en  proche,  ju^u'en  C. 
Le  débit  Q  4-  dQ  se  produira  seulement  en  G,  quand  le  Volume 
limité  par  les  plans  AG  et  A'G',  AA'  et  GG'  et  par  le  profil  traVte- 
versal  sera  plein  d'eau.  Ce  volume  que  nous  appellei-ons  dV,  st 


remplit  h  raison  du  débit  dQ  par  seconde,  alieodu  qu'il  entre  en 
AB  la  quantité  d'eau  Q  +  dQ  ytr  seconde  et  qu'i'n  CD  il  ne 
sort  qu'un  volume  Q,  pendant  le  même  temps. 


En  divifant  dV  pardQ,  le  quotient  représentera  le  nombre  T 
de  seccndes  nécessaires  pour  propager  de  A  en  C  l'accroissement 
de  débit  dQ.  Ainsi 


A  cause  de  la  dtsconlinuilé  de  la  courbe  des  débits  en  6,  il 
faut  examiner  séparément  le  cas  où  H"^  i,70  et  celui  oiï  H  >  i,70. 

I .  Occupons-nous  du  premier  cas  auquel  ré)>ond  ré<{U8tion  (3). 
En  la  différentiant,  on  obtient  : 

AA'  =  dH  =  0,05U  rfQ  —  0,00028  QdQ. 

Le  volume  dV  est  un  prisme  dont  la  longueur  est  L,  la  haa- 
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teiir  dH  et  la  largeur,  celle  de  la  rivière  à  la  ligne  d*eau.  Oi>  a 
donc: 

dV  =  L  [8,80  -^  -  h1  du. 
En  remplaçant  dH  par  sa  valeur  et  réduisant,  il  vient  : 
dV  =  L  (8,80  -+-  -  H  j  (0,0544  —  0,00028  Q)  dQ. 

Le  temps  T  a  donc  pour  expression  : 

T  =^  =  L  (8,80  -<- ^  h)  (0,054i  —  0,00028  Q),  (5) 


où  bien,  eu  vertu  de  la  relation  (3), 

T  =  L  (i  4,47  -f-  0,1 904  Q  —  0,00049  Q*)  (0,0544  —  0,00028  Q).  (C) 

Dérivons  celte  expression  par  rapport  à  Q,  nous  aurons 
dT 


dQ 


=  L  (0,00651  —  0,0001599  Q  -^  0,00000041 1  Q*). 


II  est  facile  de  reconnaître  que  T  atteint  un  maximum  pour 
Q  =  ii^'jOO.  Au-dessous  de  cette  valeur,  les  crues  de  la  rivière 
considérée  sont  donc  de  plus  en  plus  rapides,  à  mesure 
que  Ton  remonte  vers  la  source,  en  faisant  abstraction,  bien  en- 
tendu, des  affluents.  L'inverse  a  lieu  pour  des  débits  supérieurs 
à  44-,60. 

On  voit,  par  la  formule  (6),  que  le  temps  nécessaire  à  la  pro- 
pagation d'un  accroissement  de  débit  inGniment  petit  dépend  de 
la  grandeur  du  débit  primitif  et  non  de  celle  de  raccroissement. 
II  n'en  serait  plus  de  même  si  l'augmentation  du  débit  Q  à  pro- 
pager de  A  et  C,  avait  une  valeur  finie. 

En  résolvant,  par  rapport  à  L,  l'équation  (5),  on  obtient  l'es- 
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pace  qu*un  accroissement  inâniment  petit  d'un  débit  Q  parcourt 
dans  un  temps  T  : 

L=- -—L .    .    (7) 

(8,80  -^  7  H  j  (0,0544  —  0,00028  Q) 

Cette  expression  va  nous  permettre  de  déterminer  la  forme  de 
Tonde  liquide  qui  constitue  la  crue. 

Soient  M  la  plus  grande  hauteur  atteinte  par  les  eaux  au 
point  A  et  Q.  le  débit  correspondant  et  supposons  que  AC  repré- 
sente Taxe  hydraulique  réalisé  au  commencement  de  la  crue 
pour  un  débit  Q..  Pour  déterminer  la  forme  de  Tonde,  au  mo- 
ment où  la  plus  grande  hauteur  est  atteinte  en  M,  il  est  néces- 
saire de  connaître  la  loi  diaprés  laquelle  le  débit  a  grandi  de  Q. 
jusqu'à  Q.,  dans  le  profil  AB.  Cette  loi  établit  une  relation  entre 
le  débit  Qy  correspondant  à  la  hauteur  d'eau  Y  d'un  point  P  quel- 
conque et  le  temps  t  qui  s'est  écoulé  entre  Tinstant  où  les  eaux 
se  trouvaient  en  P  et  celui  où  s'est  produit  le  maximum  de  la 
crue.  On  a  donc  une  relation  de  la  forme 

<  =  ?(Qt) (8) 

L'augmentaUon  totale  du  débit  Q.  —  Q.  peut  être  divisée  en 
accroissements  infiniment  petits  dQ.  Reportons-nous  au  moment 
où  les  eaux  atteignaient  la  hauteur  Y  dans  le  profil  AB  et  où  le 
débit  y  avait  la  valeur  Q^.  L'accroissement  infiniment  petit  que 
le  débit  a  pris  alors  a  parcouru,  dans  le  temps  t,  un  espace 
X  =  PP',  dont  la  formule  (7)  permet  de  calculer  la  valeur  : 


x  = 


(8,80  -^  2  y)  (0,0544  —  0,00028  QJ 


Ainsi  au  moment  où  Teau  atteint  sa  plus  grande  hauteur  dans 
le  profil  AB,  l'accroissement  infiniment  petit  du  débit  Q,  se  fait 
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sentir  dans  le  profil  P'p,  c'est-à^lire  qu'en  ce  moment  le  défait 
Qy  se  produit  dans  la  section  transversale  P'p  et  que»  par  suite, 
Teau  y  atteint  le  niveau  P'.  Le  point  P'  appartient  donc  è  la 
courbe  affectée  par  Tonde  de  la  crue. 

Pour  tracer  cette  courbe  par  points,  il  faut  donner  une  forme 
particulière  à  la  relation  (8).  Supposons  que  le  débit,  dans  le 
profil  AB,  augmente  uniformément  avec  le  temps,  ce  qui 
donne  : 


a 


d'où, 


et,  par  suite 


<'=^«(Q.-Qt), (9) 


^  =  1 7—7 "*    •    •    (^") 

(8,80  •*-  2  Y  j  (0,0544  —  0,00028  Q^) 

« 

Pour  tracer  la  courbe,  on  se  donnera  une  valeur  de  Q^  et  par 
réquation  (3),  on  trouvera  la  valeur  correspondante  de  Y  que 
Ton  introduira,  ainsi  que  celle  de  Qy  dans  la  relation  (10)  ;  on 
trouvera  ainsi  x.  Répétant  la  même  opération  pour  d'autres  va- 
leurs de  Qy,  on  pourra  tracer  la  forme  de  Tonde. 

La  durée  de  la  crue  que  nous  désignerons  par  la  lettre  e^,  dans 
l('  profil  AB,  a  pour,  valeur,  en  vertu  de  Téquation  (9)  : 

ê 

*  à 

Admettons,  pour  fixer  les  idées, 

Q,  =  60-,    Q.  =  30-, 

et  une  durée  de  crue  de  40  heures  ou  de  14-4000  secondes.  On 
aura  donc  a  =3  4800  et  Téquation  (10)  deviendra  : 

288000  —  4800  Qy 
x  = 


f  8,80  -^  ^  Y  j  (0,0344  —  0,00028  Qy)   .'\ 
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Déterminons  des  points  de  la  courbe  : 

pour  Qy  =  50,  on  a  Y  =  3,i3  et  x  =  158463"; 
pour  Qy  =  40,  on  a  Y  =  3,57  et  x  =  104330"; 
pour  Qt=  50,  on  a  Y  =  3,99  et  x  =  52ili-. 

On  peut  évaluer  la  durée  e«  de  la  crue  dans  le  profil  CD.  En 
effet,  si  nous  appelons  respectivement  T.  et  T.  les  temps  néces- 
saires pour  propager  de  Â  en  C  les  accroissements  infiniment 
petits  des  débits  Q.  et  Q. ,  nous  aurons  évidemment  : 

e.  =  e,  -^  T,  —  T., 

ou  bien 

ec  =  aQ,  — aQ.-*-T«  — T.. 

L'équation  (6)  donne  T«  =0,907  L  et  T.  =  0,908  L;  donc 

ee=  144000  —  0,00i  L. 

Si  nous  supposons  L  =  10000,  nous  trouverons  : 

e,=  139990. 

Il  est  facile  de  calculer  la  grandeur  du  volume  d'eau  qui 
passe  dans  le  profil  CD  pendant  le  temps  0.. 
En  effet,  ce  volume  a  évidemment  pour  expression  : 

M  =/Q3e  =/(aQrfQ  -^  Q(/T) 

5  QL  —  7  Qî  -^  L  /lO*,0063 1  —  0,0001 599  Q  -\-  0,00000041 1  Q')  QrfQ  l  (i  -f  ) 

"  OL  —  ^  Q!  -^  L  [0,0051 55  Q'  —  0,0000555  Q"^  -\-  0,000000105  Q*l 
2  2  U. 

2.  Examinons  maintenant  le  ca^  où  la  rivière  déhorde;  c'est- 
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è-dire  où  H  >  4,70.  La  loi  des  déUls  est  ttora  représentée  par 
l'équation  (4)  qui,  étant  différentiée,  donne  : 

(ta  =  0,0286  rfQ  —  0,000i  67  QrfQ. 

On  établit,  sans  peine,  la  relation 

dV  =  /(i66,46-+-4H)rfH. 

Le  temps  nécessaire  pour  propager  raocroissement  élémentaire 
du  débit  a  pour  expression  : 

T  =  —  =  /  (1 66,46  -+-  4H)  (0,0286  —  0,000i  67  Q), 

ou  bien,  en  vertu  de  Téquation  (4), 

T  =^  i  (478,956  -♦-  0,i  i  44  Q  — 0,000334  Q»)  (0,0286  —  0,000167  Q.) 

Les  longueurs  /  et  L  sont  évidemment  en  raison  inverse  des 
pentes  de  la  vallée  et  du  lit,  de  sorte  que  Ton  a  : 


/  =  ^^L  =  0,693L, 
0,15 


et,  par  suite. 


T = 0,693  L  (i  78,956-+-0,i  i  44  Q  -  0,000334  Q')  (0,0286  -  0,0001 67  Q). 

Dérivons  les  deux  membres  de  celle  équation  par  rapport 
àQ: 


dT 

—  =  0,693  L  (—  0,0266  —  0,0000575  Q  -♦-  0,0000001 673  Q*). 


Nous  trouvons,  en  égalant  le  second  membre  à  zéro,  que  la 
valeur  de  T  atteint  un  minimum  pour  Q  =  262"',70. 
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lNous  ne  nous  arrêterons  pas  à  déterminer  la  forme  de  Tonde 
d*iine  crue;  il  suffirait  d*imiter  le  procédé  de  calcul  indiqué  plus 
haut. 

Occupons-nous  de  la  durée  de  la  crue  et  supposons  encore 
que  celle-ci  soit  définie,  dans  le  profil  AB,  par  la  relation 

e*  =  «(Q«-Q.). 

Soient 

«  =  4800,    Q.=  50-^    et    Q,  =  i20*'. 


On  obtient  alors  : 
Mais  comme  on  a 


il  vient  : 


e*  =  452000. 

®e   =  ®*  ~*~   *„ T, , 

T.  =  0,908  L, 
T«  =  i,<20L, 

0.  =  432000 -f- 0,21 2  L. 


Pour  L  =  10000,  on  a  donc  : 

e^  =  434120  =  5  jours  35  minutes  20  secondes. 

Généralement  une  partie  seulement  de  la  vallée  d'inondation 
sert  à  récoulement  de  Teau;  le  reste  est  envahi  par  les  eaux  dé- 
bordées qui  y  restent  stationnaires,  à  cause  de  remblais,  de 
dig^ues,  de  plantations  ou  de  tout  autre  obstacle.  Il  faut  évidem- 
ment tenir  compte,  dans  Texpression  du  volume  élémentaire  d\, 
de  cet  espace  envahi  par  les  eaux.  Supposons  que,  dans  Texemple 
précédent.  Ton  doive  augmenter  de  800  métrés  la  largeur  de  la 
vallée,  pour  tenir  compte  de  cet  espace;  on  aura  alors  : 

dW  =  l  (966,46  H-  4  H)  (0,0286  —  0,0001 67  Q) 
et 

T=0,693L(978,956-+-0,1144Q—0,000334Q«)(0,0286— 0,0001 67Q).(12) 
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Pour  Q  «=»  1  W^y  on  trouve 

r 

T«  =  8,496  /  =  5,892  L. 

F^ar  conséquent 

e.  =  4S2000  -♦-  4,984  L. 

Donc,  pour  L  =  10000, 

e«  =  481840  =  5  jours  14  heures  40  minutes. 

On  voit  que  les  espaces  envahis  par  Teau  et  dans  lesquels  Pécou- 
lement  ne  se  produit  pas,  ont  pour  effet  d*allonger  la  durée  de  la 
crue  de  14  heures  5  minutes  50  secondes,  dans  le  profil  CD. 

Le  volume  d  eau  évacué  par  le  profil  CD,  pendant  le  temps  e,, 
est  égal  à 


(13) 


0,693  L  [—  0,080  H  Q'  —  0,00004  9 1  Q»  h-  0,000000042  Q*] 


U 


INFLUENCE  DES  TRAVAUX  DE  RECTIFICATION,  D  APPROFONDISSEMENT  ET 
D*ÉLARGISSEMENT  SUR  LA  MARCHE  DBS  CRUES,  DANS  l'hYPOTHÉSE  DU 
MOUVEMENT  UNIFORME. 

Supposons  que  Ton  exécute  à  la  rivière  qui  nous  a  servi 
d  exemple  jusqu^à  présent,  des  travaux  de  rectification,  d'appro- 
fondissement et  d'élargissement  tels  que  la  pente  du  lit  soit  portée 
h  0"*J2  par  kilomètre,  la  largeur  du  plafond  à  10  mètres  et  la 
profondeur  à  5  mètres  sous  les  bords. 

Dans  ces  conditions,  il  est  de  nouveau  facile  de  déterminer  la 
loi  des  débits  par  les  relations  (1)  et  (2)  et  de  trouver,  par  inter- 
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poIatioD,  réquation  suivante  qui  exprime  cette  loi  d^une  manière 
approximative,  tant  que  le  débordement  n'a  pas  lieu  : 

H  =  1,377^  0,0533  Q  — 0,0001 5  Q«.     .    .     .    (U) 

Dès  que  la  rivière  déborde,  on  a,  sans  erreur  sensible  : 

H  =  2,713  H- 0,0539  Q  — 0,0000964  Q«.      .    .    (15) 

Je  ne  recommencerai  pas  Texposé  des  calculs  à  effectuer  pour 
étudier  la  marche  d'une  crue,  dans  ce  nouveau  cas  ;  je  me  bor- 
nerai à  faire  connaître  les  résultats. 

i .  Cas  où  la  rivière  ne  déborde  pas. 

rfV  =  ^^  L  (10  -f- 1  H)  (0,0553  —  0,0003  Q)  dQ, 
T  =  0,867 L(l 4,82-^0,1 865Q-0,00053Q«) (0,0533-0,0003 Q).  (16) 
—  =  0,867  L  (0,0055  --  0,000168  Q  ^  0,000000477  Q«), 

M==/(«QdQH-QrfT)  =  ^QL-|Q;-4. 

dm 

0,867  L  [0,00275  Q*  —  0,000056  Q»  -4-  0,0000001 19  Q*] .  ^ 
2.  Cas  où  la  rivière  déborde. 

dV  =  ^^  L  (965,26  -^  4H)  (0,0539  —  0,000193  Q) , 
0,15 

T -=  0,693  L(976,l  1 2-4-0,1 356  Q  -  0,000386  Q')(0,0559  -  0,0001 93  Q)...  (1 7) 

^=0,693  L  [—  0,1838  —  0,0000786  Q  -♦-  0,000000223  Q«], 
dQ 

a      ce 

M  =  -QL— -q;-4- 

2     2 

.^ 
0  693  L  [—  0,091 9  Q'  —  0,0000262  Q'  -4-  0,000000056  Q*] . 

û. 
V.  8 


18. 
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La  formule  (17)  s*appliqueau  cas  où  une  partie  de  la  vallée 
d'inondation  est  envahie  par  les  eaux  sans  servir  à  Técoule- 
ment. 

Pour  apprécier  Teffet  des  travaux  de  rectification,  d*approfon- 
dissement  et  d'élargissement,  il  sufiBt  de  calculer,  pour  diverses 
valeurs  du  débit,  les  valeurs  correspondantes  de  T  par  les  for- 
mules (6),  (12),  (16)  et  (17). 

On  a  dressé  ainsi  le  tableau  suivant  : 


VALEURS  DE  Q. 

VALEURS  DE  T.                       1 

AT>Ot 

l'cxécalloa  de*  trcTBox. 

1 

Apr«« 
rexdeatioa  des  iravaux. 

10 

0,842  L. 

0,730  L. 

30 

0,908  L. 

0,766  L. 

69 

^'^'  ^'  \  débopde- 
11,676  L.j    "*«"•• 

0,711  L. 

80 

10,391  L. 

0,668  L. 

91 

9.161  L.                  S      "••"'•    O^nr 

1    H,129L.      '"«"'• 

130 

5,892  L. 

7,318  L. 

150 

2,466  L. 

3,423  L. 

On  voit  par  ce  tableau  que,  dans  Texemple  qui  nous  occupe 
(il  faut  se  garder  de  généraliser  les  résultats  obtenus  dans  ce 
cas  particulier),  les  travaux  de  rectification,  d'approfondissement 
et  d'élargissement  ont  pour  effet  d'accélérer  la  propagation  des 
crues,  aussi  longtemps  que  le  débit  est  inférieur  à  la  grandeur 
qui  fait  déborder  le  nouveau  lit.  Cette  accélération  est  surtout 
considérable  pour  les  débits  qui  produisent  le  débordement 
dans  l'état  actuel  de  la  rivière.  Mais  dès  que  le  débit  dépasse 
Ol""',  et  que  l'inondation  se  produit  dans  les  deux  cas,  les  travaux 
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ont  pour  effet  de  retarder  la  propgation  d'un  débit  déterminé; 
ceci  s'explique,  si  Ton  remarque,  dans  le  tableau  précédent,  que 
le  temps  T  diminue  rapidement  à  mesure  que  la  hauteur  de 
rinondation  augmente  et  qu'à  Tinstant  du  débordement  les  va- 
leurs de  T  sont  peu  différentes,  avant  et  après  l'exécution  des 
travaux. 

Les  affluents  donnent  généralement  le  maximum  de  leur  débit 
plus  tôt  que  la  rivière  principale.  Si  donc  on  exécute  à  celle-ci 
des  reeti6cations,des  approfondissements  ou  des  élargissements, 
on  rapproche  les  époques  d'arrivée^  au  confluent,  du  débit  maxi- 
mum de  la  rivière  et  de  celui  de  laffluent.  Le  débit  augmente 
ainsi  pr  Teffet  des  travaux.  L'inverse  aurait  lieu  si  deux  rivières 
donnaient,  en  même  temps,  leur  plus  grand  volume  d'eau  au 
confluent  et  si  l'on  exécutait  à  l'une  d'elles  des  travaux  pouvant 
accélérer  la  marche  des  crues.  Dans  ce  cas,  l'inondation  au  con- 
fluent serait  diminuée  par  l'effet  des  travaux. 

On  voit  donc  qu'il  faut  se  garder  d'avancer  des  principes  géné- 
raux quant  à  faction  des  travaux  sur  la  marche  des  crues  et 
qu'il  faut,  dans  chaque  cas,  examiner  les  effets  des  modifications 
que  l'on  se  propose  d'apporter  au  régime  d'un  cours  d'eau. 

Il  reste  à  calculer  l'importance  des  volumes  d'eau  qui  passent 
par  le  profil  CD,  avant  et  après  l'exécution  des  travaux,  en  ad- 
mettant que,  dans  les  deux  cas,  la  crue  se  produise  de  la  même 
façon  dans  la  section  transversale  AB. 

Supposons  qu'en  ce  profil  AB,.le  débit  passe  en  432000  se- 
condes de  30*^'  à  120"^  et  qu'ensuite  il  se  maintienne,  pendant 
un  jour,  à  cette  dernière  valeur.  Examinons  ce  qui  se  passe  en 
CD,  à  partir  du  moment  où  la  crue  commence  en  AB,  dans  l'état 
actuel  de  la  rivière.  Il  s'écoule  9080  secondes  avant  que  la  crue 
se  fasse  sentir  en  CD.  Pendant  ce  temps,  le  débit,  dans  cette 
section  transversale,  est  égal  à  30"'  et  il  y  passe  un  volume 
de  272400"".  Pendant  que  le  débit  croît  de  30  à  69-,  on  a  par 
la  formule  (11)  : 

M  =  9249830-'. 


17.  —  68  — 

Après  cette  période,  le  débit  reste  stalionnaire  à  69°"'  parce  que, 
au  moment  où  le  débordement  se  produit,  la  propagation  de  la 
crue  subit  un  grand  retard,  ainsi  qu'on  le  voit  dans  le  tableau 
précédent  par  les  deux  valeurs  deT  qui  correspondentàQ  =  69. 
Ce  retard  est  de  107890  secondes  et,  pendant  ce  temps,  il  passe 
en  CD  un  volume  de  7444410°".  Lorsque  le  débit  passe  de 
69  à  ISO"',  on  a,  par  la  formule  (13)  : 

M  =  17650933-*. 

Dans  le  profil  CD,  il  passe  donc  une  quantité  d'eau  de 
34617573"",  depuis  Tinstant  où  la  crue  a  commencé  à  se  faire 
sentir  en  AB  jusqu'à  la  production  en  CD  du  débit  maximum 
de  120"",  c'est-à-dire  en  un  temps  égal  à  490920.  Après  l'exé- 
cution des  travauxde  rectification,  d'approfondissement  et  d'élar- 
gissement, la  même  série  de  circonstances  se  produira  et  il  est 
aisé  de  calculer  qu'il  passera,  dans  le  profil  CD,  un  volume  d'eau 
de  58068800°"  en  505180  secondes,  depuis  Tinstant  où  la  cruc^ 
commencera  en  AB  jusqu'à  celui  où  elle  atteindra  son  maximum 
en  CD.  Comme  on  ne  peut  comparer  que  les  quantités  d'eau  éva- 
cuées dans  le  même  temps,  il  faut  prolonger  de  1 4260  secondes  la 
période  d'observation  pour  l'état  actuel  de  la  rivière.  Or,  le  débit 
de  120°"  se  maintient  par  hypothèse  pendant  un  jour.  On  voit 
donc  qu'il  faut  augmenter  de  1711200°"  la  quantité  d'eau  pas- 
sant en  CD  dans  le  premier  cas  et  qui  devient  ainsi  36328773°". 
Ainsi  par  l'eiTet  des  .travaux  exécutés  à  la  rivière,  on  augmente 
de  1740027""  le  volume  d'eau  passant  en  CD  pendant  une 
durée  de  505180  secondes,  toutes  les  circonstances  restant  d'ail- 
leurs les  mêmes  dans  le  profil  AB. 

Ce  résultat  s'explique  aisément,  car,  après  l'exécution  des 
travaux,  les  eaux  atteignent  une  hauteur  moindre  pour  un  même 
débit  et,  par  suite,  il  s'emmagasine  moins  d'eau,  pendant  la  crue, 
dans  le  tronçon  de  rivière  qui  nous  occupe  ;  cette  eau  qui  n'est 
plus  retenue,  dans  le  second  cas,  doit  évidemment  passer  en 
plus  en  CD,  pendant  le  temps  que  met  la  crue  à  se  propager 
de  AB  en  CD. 
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II  est  facile  de  trouver  que,  par  rabaissement  de  niveau  ré- 
sultant des  travaux,  on  diminue  de  1649167'°'  Tespaee  que  les 
eaux  envahissent,  entre  AB  et  CD,  lorsque  le  débit  passe  de 
30-àl20-'. 

Le  nombre  de  1740027"*  trouvé  précédemment  pour  repré- 
senter l'augmentation  du  volume  d'eau  qui  passe  en  CD,  après 
la  modification  du  cours  d'eau,  devrait  être  évidemment  le  même 
que  celui  de  1649167"°'  obtenu  en  dernier  lieu.  Si  cette  égalité 
ne  se  produit  pas,  cela  tient  à  ce  que  plusieurs  des  calculs  qui 
précèdent  ont  été  faits  d'une  manière  approximative. 

Mais  la  différence  des  deux  nombres  est  assez  faible  pour  re- 
garder l'approximation  des  calculs  comme  bien  suffisante  pour  les 
besoins  de  la  pratique.  On  voit  que  les  rectifications,  les  appro- 
fondissements et  les  élargissements,  en  diminuant  la  hauteur  des 
inondations,  ont  pour  effet  d'augmenter  le  débit  moyen,  dans  le 
profil  CD,  pendant  la  durée  de  la  crue.  Cette  augmentation  résulte 
de  ce  qu'un  même  débit  ne  se  produit  pas  pendant  le  même 
temps  en  CD,  avant  et  après  l'exécution  des  travaux. 

Mais  évidemment  le  débit  passe  dans  les  deux  cas  par  les 
mêmes  valeurs  successives  et  la  loi  de  variation  est  seule  modi- 
fiée. Par  conséquent,  si  l'on  fait  abstraction  des  affluents,  on  peut 
dire  que  le  débit  maximum  ne  change  pas  par  suite  de  l'exécu- 
tion des  travaux. 


III 


MARCHE  DBS  CRUES  DANS  LE  CAS  DU  MOUVEMENT  VARIÉ. 

Pour  exposer  la  méthode  à  suivre  dans  le  cas  du  mouvement 
varié,  considérons  de  nouveau  la  partie  de  rivière  comprise  entre 
les  profils  AB  et  CD  et  supposons-la  rectifiée,  approfondie  et 
élargie  comme  il  a  été  dit  au  §  II;  en  aval  du  profil  CD,  suppo- 
sons, au  contraire,  la  rivière  maintenue  dans  son  état  primitif. 
Cette  supposition  n'est  faite  que  pour  définir  la  situation  des 
eaux  dans  ce  dernier  profil. 


10. 
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Dans  ces  condiUons,  le  mouvement  sera  uniforme  en  aral 
de  CD  et  un  aie  hydraulique  relevé  se  produira  entre  CD 
et  AB. 

Il  faut  de  nouveau  distinguer  le  cas  où  la  rivière  ne  déborde 
pas  de  celui  où  l'inondation  a  lieu. 

Pour  tracer  l'axe  hydraulique  dans  ce  dernier  cas,  on  ne  peut 
employer  les  tables  dressées  par  MM.  Barré  de  Saint-Venant  et 
Boudin,  parce  qu'elles  supposent  que  le  lit  est  concave.  Mais  on 
peut  déterminer,  par  interpolation,  une  courbe  différant  peu  de 
l'axe  hydraulique  et  qui  servira  h  étudier  la  marche  des  crues. 
Cette  méthode  que  nous  emploierons  également  quand  le  débor- 
dement ne  se  produit  pas,  a  l'avantage  de  permettre  l'emploi  de 
ta  formule  de  MM.  Darcy  et  Bazin  pour  la  résistance  des  parois. 


i .  Cas  où  la  rivière  ne  déborde  pat . 

On  trouve,  dans  les  traités  d'hydraulique,  l'équalion  générale 
des  axes  : 


ids-t-dh  =  -.\uydê- 


(18) 


dans  laquelle  t  représente  la  distance  d'un  point  quelconque  de 
l'axe  hydraulique,  suivant  l'axe  géométrique  du  courant,  à  partir 
d'une  origine  fixe  que  nous  prendrons  en  C  ;  à  ce  point  corres- 
pondent la  hauteur  d'eau  A,  la  vitesse  moyenne  u,  le  périmètre 
mouillé  X  et  la  section  d'écoulement  a. 
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Les  vitesses  moyennes  dans  les  sections  extrêmes  diffèrent 
assez  peuy  dans  le  cas  actuel,  pour  que  nous  puissions,  sans 
erreur  sensible,  négliger  le  terme  d^. 

En  appelant  r  le  rayon  moyen  et  q  le  débit ,  nous  pouvons 
mettre  Téquation  précédente  sous  la  forme 

ds  i 

Le  second  membre  est  une  fonction  de  h,  dont  on  peut  cal- 
culer des  valeurs  particulières.  Ainsi 


L      v^  *  *Û00 

pour  h  =3  5,00,  on  8---  = 


dh      0,0000153  7'  — 0,12 


ds  iOOO 

pour  h  =  4,50,  on  a  —  = 


.    (20) 


dk      0,0000218^  —  0,12 

Rq[>ré8entons  par 

S  =  M-4-NA-4-PA* (21) 

réquation  d'une  parabole  du  second  degré,  dont  nous  détermi- 
nerons les  coefficients  de  manière  à  pouvoir,  dans  les  applica- 
tions, substituer  cette  courbe  à  Taxe  hydraulique.  A  cet  effet, 
dierchons  pour  les  coefficients  N  et  P  des  expressions  telles 
que  réquation  (21)  donne  les  vraies  valeurs  (20)  de  la  dérivée 
■jjf-  pour  h  =  5,00  et  A  =  4,50.  Nous  arrivons  ainsi  à  poser  les 
équations  de  conditions  suivantes  : 

i«      .^«  ^ÛOO 

N  +  10P  = 


0,0000153  a*  — 0,12,  ,    , 

}.    .     .    .    (22) 
1000  ^  ^     ' 

"*■         ""0,00002189'  — 0,12 

Si  Ton  se  bornait  à  résoudre  ces  équations,  on  obtiendrait  des 
expressions  fort  compliquées  de  N  et  de  P,  en  fonctions  du 
débit  q.  Ici  encore  nous  substituerons  aux  valeurs  exactes  de  ces 
coefficients  les   expressions    suivantes   qui  sont  calculées  de 
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manière  à  donner  les  mêmes  résultats  que  les  relations (22)  pour 
trois  valeurs  particulières  du  débit  : 

N  =  —  548937  -*- 16202,35  q  —  201 .505  q\ 
P  =  33440  —  i  574,35  q  -\-  49,445  q\ 

Le  coefficient  M  s*obtiendra  en  exprimant  que  Taxe  hydrau- 
lique passe  par  le  point  G.  Dans  la  relation  (21),  il  faut  donc 
poser  S  =  0  et  ^=CD  -t-  0",30,  puisque  en  amont  du  profil  CD, 
on  suppose  la  rivière  approfondie  de  O'^ySO.  La  valeur  de  CD  se 
déduit  de  la  formule  (3)  : 

CD  =  1 ,62  -4-  0,0544  q  —  0,0001 4  q\ 

On  peut  donc  calculer  la  grandeur  de  M  pour  différentes  valeurs 
de  q  et  ensuite  déterminer,  par  interpolation,  une  fonction  du 
second  degré  en  9,  pouvant  être  substituée  à  M  dans  les  appli- 
cations. C'est  ainsi  qu'on  a  trouvé  : 

M  =  901142  —  41842,15  7  -4-  527,145  q\ 

Nous  pouvons  maintenant  étudier  la  propagation  d'un  accrois- 
sement infiniment  petit  d'un  débit  quelconque,  par  exemple  de 
q=  60'"'.  Dans  ce  cas,  l'axe  hydraulique  a  pour  équation  : 

S  =  288227 —102214  A -4- 8681  A*.    .    .     .    (23) 

Pour  trouver  l'expression  du  volume  élémentaire  dV,  il  faut 
connaître  la  différentielle  ^*  dq  de  l'ordonnée  A  pour  un  accrois- 
sement de  débit  dq, 

A  cet  effet, dérivons  par  rapport  à  q  Téquation  (21), en  y  con- 
sidérant S  comme  une  constante  : 


dM  dN  dh  d^  ^^^dh  ^ 
-r--*- A  — -4-N— -4- A*  — -4-2PA-7-=0. 
dq  dq  dq  dq  dq 
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Les  dérivées  partielles  des  fonetions  M,  N  et  P  dont  les  expres- 
sions générales  viennent  d'être  établies,  ont  les  valeurs  suivantes, 
quand  g  =  60  : 

dM 

—•=  —  44842,15  +  1054,23  a  =  21414,65, 

dq 

dN 

-—  =  16202,35  —  403,01  q  =  —  7978,25, 

dq 

rfP 

_  =  —  1574,35  +  38,89  o  =  759,05. 

dq 

Nous  avons  donc  : 


dh      21411,65  —  7978,25  h  -f-  759,05  A' 
dq~  102214  — 17362  A 

Au  moyen  des  équations  que  nous  venons  d'établir,  il  est  pos- 
sible de  définir  la   situation   des  eaux  entre   les  profils  AB 
et  CD. 
^  En  AB, 

dh 
Sc=8670,    A  =  4,52,    —«0,041; 

2-  En  CD, 

dh 
S  =  0,    A  =  4,68,    —  =  0,033; 

dq 

3"*  Au  milieu  de  la  distance  qui  sépare  les  profils  AB  et  CD, 

dh 
S  =  4335,    A  =  4,49,    —  =  0,037. 

dq 

On  voit  ainsi  que  la  courbure  de  Taxe  hydraulique  est  pres- 
que insensible  et  qu'on  peut,  sans  grande  erreur,  prendre  pour 
valeur  du  volume  cTV,  le  produit  de  la  longueur  0,867  L  par  la 
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largeur  à  la  ligne  d*eau  correspondant  à  A  ea  4,48  et  par  la  hau- 
teur moyenne 

Ainsi 

dV  =  0,867  X  L  X  25,72  X  0,037  dq  »  0,825  Idq. 

Le  temps  T  nécessaire  pour  propager  entre  les  profils  AB  et  CD 
un  accroissement  dq  du  débit  de  60"*  a  donc  pour  expression  : 

T  =  0,825  L. 

Par  la  formule  (16),  on  trouverait  : 

T  =  0,737  L. 

Le  relèvement  supposé  de  Taxe  hydraulique  fait  donc  ralentir 
la  propagation  de  la  crue. 

2.  Quand  le  débordement  se  produit,  la  question  se  compli- 
que, parce  qu'il  faut  tenir  compte  de  Técoulement  de  Teau  par 
la  vallée  d'inondation. 

L*équation  (18)  peut  être  mise  sous  la  forme  suivante,  en  né- 
gligeant le  terme  d  .j-i 

trf^-4-dA^x^^, 
ds  » 

Le  premier  membre  exprime  la  pente  de  surface,  au  point  où 
la  hauteur  d'eau  est  A.  On  voit  que,  cette  hauteur  restant  la 
même,  la  vitesse  est  proportionnelle  à  la  racine  carrée  de  la  pente 
à  la  surface  de  Teau  et  cela,  quelle  que  soit  la  forme  de  la  section 
transversale.  Comme  il  existe  un  rapport  constantentre  les  pentes 
de  surface  dans  le  lit  d*une  rivière  et  dans  la  vallée  d'inondation, 
on  peut  conclure  que,  pour  une  même  hauteur  d'eau,  les  vitesses 
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moyennes  dans  le  lit  et  dans  la  vallée  conservent  un  rapport  oon* 
stant,  quelle  que  soit  la  pente  de  surface.  Par  conséquent ,  la 
répartition  du  débit  total  entre  le  lit  et  la  vallée  dépend  unique- 
ment de  la  hauteur  de  l'eau  et  cette  répartition  se  détermine 
aisément  pour  une  valeur  quelconque  de  A,  en  supposant  que  le 
mouvement  est  uniforme.  Ainsi  le  débit  du  lit  peut  être  exprimé 
par  le  produit  aq^  a  étant  une  fonction  de  A  dont  la  valeur  est 
toujours  comprise  entre  0  et  1 .  On  voit  que,  dans  le  cas  du  mou- 
vement  varié,  le  débit  du  lit  diffère  d'un  pointa  un  autre»  à 
partir  du  débordement. 
L*équation  différentielle  de  Taxe  hydraulique  devient  : 

ds  i 


dh      A«V 

—  t 


r«* 


Au  moyen  de  cette  relation  nous  pourrions,  en  suivant  la  marche 
exposée  plus  haut,  déterminer  les  coefficients  M',  N,  P'  de 
réquation  générale  de  Taxe  hydraulique 

S  =  M' H- N'A -♦- FA*, 

mais  nous  nous  bornerons  à  étudier  la  question  dans  le  cas  où 
Q  ».  130^.  Alors  on  a  : 

M'>»S04840I3, 

N'  =  — 72895U, 

P'  =  648500, 

S  =  S04840I 3  —  7289514  A  -t-  648500  A*. 

Pour    S  =  0,  on  a    A  =  5,65. 

Pour    S  »  8670,    on  a    A  =  5,50. 

La  hauteur  du  mouvement  uniforme  H  <=>  S,39  se  réalise 
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quand  S  =  33820.  Au  point  fixé  par  cette  abaisse ,  la  valeur  de 
la  difiërentielle  ^.  dq  se  déduit  de  Téquation  (15)  : 

dh 

—  .  dur  =  0,0108  dqf. 
dq 

En  G,  cette  différentielle  doit  être  obtenue  à  Taide  de  Téqua- 
tion  (4)  : 

dh 

—  dq  =  0,0086  dq. 
dq 

Pour  déterminer  Texpression  de  dV,  nous  supposerons  que 
^ .  dq  varie  uniformément  entre  les  deux  valeurs  particulières 
que  nous  venons  de  calculer  ;  nous  déterminerons  ainsi  la  valeur 
de  cette  hauteur  élémentaire  au  milieu  de  la  distance  des  profils 
AB  et  CD,  et  nous  poserons  : 

dV  =  0,693  L  X  987,58  X  0,009  dq  =  6,16  Ldq. 
Nous  obtiendrons  de  cette  manière  : 

T  =  6.16L. 

Dans  le  travail  qui  précède,  nous  avons  souvent  remplacé  des 
courbes  dont  les  équations  étaient  trop  compliquées  par  des  para- 
boles du  second  degré.  Ce  procédé  de  calcul  exige  quelques  pré- 
cautions pour  donner  des  résultats  suffisamment  exacts.  Il  faut 
notamment  s'assurer  que  la  parabole,  dans  les  limites  où  elle  est 
employée,  s'écarte  peu  de  la  courbe  réelle  et,  à  cet  effet,  il  faut 
d'abord  examiner  si  celle-ci  présente  une  allure  régulière,  en  la 
traçant  graphiquement. 
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CONDITIONS  D'ÉQUILIBRE 


DO 


WAGON-GRUE  DE  SIX  TONNES 


VAA 


M.  Louis  COUSIN 

ProfesMar  i  rUoiveraiië  catholiqae  de  L«uvain. 


Description  de  l'appareil.  —  Le  wagon  est  porté  par  deux 
essieux  espacés  de  S'^yOSO  et  sur  la  plate-forme  est  implanté  le 
pivot  vertical  de  la  grue,  qui  divise  inégalement  la  distance  des 
essieux  :  il  est  à  l'^^KOO  de  Tessieu  d  avant  E|  et  à  l^^^SSO  de 
Tessieu  d'arrière  E^.  Sous  la  plate-forme,  et  sur  la  parallèle  aux 
essieux  passant  par  le  pivot,  sont  fixés  deux  vérins  verticaux  à 
l^yiSO  de  chaque  côté  du  pivot. 

Tel  est  le  bâti  de  la  grue.  Pendant  les  manœuvres  le  wagon 
peut  être  attaché  aux  rails  par  des  pinces,  et  les  vérins  sont 
appuyés  sur  le  sol  par  Tintermédiaire  de  semelles  en  bois ,  qui 
font  partie  du  matériel  de  la  grue. 

Le  dessin  joint  à  ces  notes  montre  un  contre-poids  de  2600  kos, 
roulant  sur  la  culasse  ;  sa  position  normale  est  à  2°',400  du  pivot 
et  il  y  est  calé  par  un  verrou.  La  course  se  limite  à  l^^ylOO  du 
même  pivot. 

La  flèche  F  est  articulée  en  son  pied  et  retenue  par  le  double 
tirant  T,  qui  vient  se  fixer  dans  le  fourreau  m  par  une  clavette. 
Le  fourreau  est  percé  de  deux  lumières  et,  suivant  la  position  de 
la  clavette,  la  flèche  se  projette  à  4'°,400  ou  à  5°',400  du  pivot. 
Ces  deux  positions  sont  marquées  par  F  et  F'. 


a.  —  78  — 

Nota.  —  La  clavette  se  déplace  facilement  en  continuant  la 
manœuvre  du  treuil»  après  avoir  amené  le  moufle  en  contact  avec 
la  tète  de  la  flèche. 

Déterminatiofi  des  poids  et  des  centres  de  gravité. — En  pesant 
séparément,  sur  une  bonne  bascule ,  les  essieux  de  la  grue  pour 
deux  positions  différentes  de  la  flèche ,  on  peut  déterminer  les 
centres  de  gravité  du  wagon  et  de  la  grue  pivotante ,  moyennant 
la  connaissance  du  poids  de  Tune  des  parties. 

La  pesée  directe  a  fourni  pour  le  wagon  .....      7480 
La  grue  proprement  dite  pèse 6120 

De  sorte  que  le  poids  total  est  de. 13000 

En  amenant  la  flèche  vers  Pavant ,  ce  poids  se  répartit  sur  les 
essieux ,  savoir  : 

Essieu  d*avant    E^  =  5450 

Essieu  d'arrière  E,  »  8150  — 13600. 

Si,  au  contraire,  on  fait  tourner  la  flèche  de  180^  sur  le  pivot, 
on  trouve  par  une  nouvelle  pesée 

E,  =  8i00, 

E,=  5500— 13600. 

La  charge  sur  un  même  essieu  varie  donc  de  2650  kos  pour 
deux  positions  diamétralement  opposées  de  la  grue,  et  il  en 
résulte  que  le  centre  de  gravité  de  la  masse  mobile  est  distant  du 
pivot  de  Xf  tel  que  : 

2x 
6120  kos  X,r^r— =  2650. 
3,080 

d^où 

X  =>  0",667. 
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Ces  pesées  correspondent  à  la  flèche  maxima  de  5"y400.  Avec 
la  petite  flèche,  on  trouve 

x'  =  0",787. 

La  connaissance  de  x  conduit  à  la  détermination  du  centre  de 
gravité  de  la  partie  fixe,  par  une  simple  décomposition  des  poids 
sur  les  essieux  qui  ont  été  pesés.  Ce  centre  de  gravité  est  à  Tar- 
rière  du  pivot,  à  une  distance 

y  =  0",a83. 

Conditions  d'équilibre.  —  Les  forces  qui  doivent  faire  équilibre 
à  la  charge  soulevée  par  la  grue  sont,  abstraction  faite  des  réac* 
tions  du  sol  :  à)  le  poids  du  wagon  7480  kos  agissant  en  G,  i 
0,083  du  pivot  et  sur  Taxe  du  véhicule  ;  6)  le  poids  de  la  grue 
6120  kos  concentré  en  K,  à  0,667*  du  pivot  vers  la  culasse,  et 
tournant  autour  du  pivot. 

L*appareil  est  symétrique  par  rapport  à  Taxe  du  wagon ,  et  le 
croquis  ci-joint  n*en  reproduit  que  la  moitié.  Les  points  d*appui 
sur  le  sol  sont  les  roues  R|  et  R^i,  et  le  vérin  V.  Le  renversement 
tend  i  se  produire  par  rotation  sur  Tune  des  droites  R^V  ou 
RjiV,  lorsque  la  flèche  correspond  aux  positions  A|F|,  A^F), 
recpectivement  perpendiculaires  à  ces  droites. 

Voulant  rechercher  la  charge  minima  capable  de  renverser  la 
grue,  nous  supposons  la  flèche  de  5"',400.  L*équilibre  de  rota- 
tion sur  R|V  s'exprime  par  : 

X,  (5-,400  —  ON,)  «  7480  X  GP,  -♦-  6i20  (ON,  ^-  0,667). 

De  la  similitude  des  triangles  ON^  V,  R^  VD  et  de  la  valeur  06, 

on  déduit  : 

ON,  =  1 -,296, 

GP,  =  4-334, 
et  Ton  trouve  que  Téquilibre  sur  RiY  correspond  à 

X,  :=  5351  kos. 
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Les  mêmes  calculs  appliqués  au  deuxième  axe  R^V  montrent 
que  la  rotation,  plus  facile  de  ce  côté,  se  produit  sous  une  charge  : 

X,»5282  kos. 

Le  plus  grand  poids  que  peut  soulever  la  grue  est  donc  de 
5280  kos ,  ou  plutôt  de  5000  kos ,  si  Ton  veut  conserver  une 
certaine  sécurité.  Il  faut,  en  effet,  compter  avec  les  tassements 
possibles  de  la  voie  ferrée,  les  oscillations  de  la  charge  suspendue 
à  la  grue,  la  dépression  des  ressorts  que  les  ouvriers  ne  prennent 
pas  toujours  la  précaution  de  caler,  etc.,  etc. 

Mais  l'administration  des  chemins  de  fer  autorise  l'adjonction 
d*un  contre-poids  supplémentaire  de  500  kos  (la  caisse  présente 
un  creux  pour  recevoir  ce  supplément),  lequel  peut  équilibrer 
un  poids  A  suspendu  à  la  flèche  et  tel  que  : 


.       ^^  2,400  +  1,507 

A  ==  500 =  453  kos. 

5,400  —  1,307 


Même  avec  cet  accroissement,  le  maximum  n*est  que  de 
5735  kos,  et  c'est  à  tort  que  ces  grues  sont  dites  de  six  tonnes. 

Il  est  peut  être  intéressant  aussi  d'examiner  la  question  à  un 
autre  point  de  vue,  et  de  rechercher  les  conséquences  des  prin- 
cipaux dérangements  de  l'appareil. 

i"*  Dépression  des  ressorts  et  tcissement  de  la  voie.  —  Lorsque 
la  grue  en  charge  se  place  perpendiculairement  à  la  voie ,  le  rail 
et  les  ressorts  du  côté  de  la  flèche  sont  fortement  pressés;  il  peut 
se  produire  un  affaissement  dont  la  conséquence  est  une  incli- 
naison de  la  flèche  et,  par  suite,  une  augmentation  du  bras  de 
levier  et  du  couple  de  renversement. 

En  ce  qui  concerne  les  ressorts  de  suspension,  il  est  de  règle, 
dans  la  construction  du  matériel  roulant  sur  les  chemins  de  fer, 
de  limiter  les  oscillations  verticales  aux  '/^qq  de  la  longueur  du 
ressort.  Cette  longueur  étant  de  1  mètre  dans  le  cas  présent,  la 
plate-forme  du  wagon  s'inclinera  de  ^  (1,70  est  la  distance 
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horizontale  du  ressort  à  la  roue  ou  au  rail  opposé),  et  entraînera 
un  abaissement  du  sommet  de  la  flèche  de  ^  x  6,15  =  0,108. 
Un  tassement  de  0'",10  du  rail  produira  un  effet  analogue  et  à 
peu  près  égal.  C'est  à  peine  si,  par  ce  double  mouvement,  le 
levier  de  la  charge  est  augmenté  de  0'°,15  et  la  charge  d'équi- 
libre diminuée  de  200  kos.  Quelque  étendue  qu  on  suppose  à  ces 
dérangements,  le  levier  le  plus  grand  correspond  à  la  flèche 
horizontale;  il  a  pour  valeur  G'^ySSS  et,  dans  cette  position,  la 
grue  soulèvera  encore  : 

4,093 

X5  =  X, =  4310  kos. 

6,325  —  1,507 

2®  Oscillations  de  la  charge.  —  Dans  sa  position  normale ,  la 
tète  de  la  grue  est  à  4™,30  au-dessus  du  rail;  mais  la  partie  rigide 
de  la  chaîne  occupe  1  mètre  environ  et,  si  Ton  ajoute  Toccu- 
pation  de  la  pièce  soulevée,  la  partie  flexible  est  inférieure  à 
3  mètres.  Il  n'est  guère  admissible,  dans  ces  conditions,  d'arriver 
à  des  oscillations  de  1  mètre  d'amplitude  et  l'effet  reste  inférieur 
au  chiffre  indiqué  plus  haut.  Ces  oscillations,  qu'on  ne  Toublie 
pas,  sont  accidentelles;  elles  se  produisent  plus  particulièrement 
au  moment  où  la  pièce  soulevée  abandonne  le  wagon  qui  la  por- 
tait, c'est-à-dire  quand  la  chaîne  est  diminuée  de  toute  la  hauteur 
du  wagon,  y  compris  les  bords,  et  que  la  partie  flexible  est 
réduite  à  l'°,50  tout  au  plus. 

3®  Déplacement  du  contre-poids,  —  Le  contre-poids  mobile  est 
arrêté  par  un  verrou.  L'oubli  de  cette  précaution  amènera  presque 
infailliblement  le  roulement  du  chariot  sur  la  culasse  et  son 
rapprochement  du  pivot.  La  course  maximum  étant  de  1  mètre, 
la  conséquence  sera  une  diminution  de  (2600  X  1>00)  kilogram- 
mètres  du  couple  de  stabilité  et  de  ^5||  =  635  kos  de  la  charge 
d'équilibre  qui  devient 

X4  =  4647  kos. 

4"  Suppression  du  vérin.  —  La  plus  grande  pression  sur  le 
V.  6 
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vérin  correspond  à  la  position  transversale  AVF  de  la  flèche. 
Pour  rexprimer,  il  suflit  d'écrire  Téquilibre  de  rotation  du  poids 
pivotant,  de  la  charge  X  et  de  la  réaction  du  vérin  Q.  On  trouve 

XX  5,400  —  6420  X  0,667 
^~  1,420 

Sous  une  charge  de  3000  kos,  cette  |H*ession  est  de  8S30  kos  et, 
comme  le  patin  d'appui  mesure  0",16  de  diamètre,  il  en  résulte 
un  effort  de  42  kos  par  centimètre  carré.  Ce  chiffi*e  élevé  montre 
que  le  vérin  serait  peu  eflScace,  s'il  appuyait  sur  le  sol  sans 
intermédiaire. 

L'appui  fourni  par  le  vérin  à  la  grue  peut  donc  manquer,  soit 
par  la  pénétration  dans  le  terrain,  soit  par  l'échappement  de  la 
semelle  en  bois,  ou  même  parce  qu'on  a  omis  de  serrer  le  vérin. 
Le  renversement  de  la  grue  se  fait  alors  sur  la  ligne  R|Rs  qui 
unit  les  deux  roues,  devenues  les  seuls  appuis.*  Dans  ces  condi- 
tions, l'équilibre  devient  instable  pour  une  charge  : 


7480  X  0,750  -4-  6420  (0,750  -4-  0,667) 
'  5,400  —  0,750 


orientée  perpendiculairement  à  R^Rs.  Cette  hypothèse  est  celle 
qui  conduit  à  la  plus  petite  charge  capable  de  produire  le  ren- 
versement de  la  grue. 
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HISTORIQUE  ET  TOPOGRAPHIE 


DE 


LA     FIÈVRE    JAUNE 


PAR 


I^e   T>'  OBSST 


•neien  médecin  d*  la  maria*  militaire* 
directcor  de  rÉUbtiMemeat  hjdrothtfrapiqo*  de  Rovea. 


La  fièvre  jaune  est  une  afféelion  endémique  des  pays  ehauds, 
l'une  des  plus  meurtrières  qui  existe,  ayant  son  foyer,  d'une  part, 
aux  Grandes-Antilles,  sur  la  côte  du  Mexique,  la  côte  sud  des 
États-Unis  et  la  côte  nord  de  TAmérique  du  Sud,  et  d'autre  part, 
dans  le  golfe  de  Guinée,  sur  la  côte  occidentale  d'Afrique,  à 
Sierra-Leone,  la  Côte  d'Or,  des  Palmes,  de  Bénin. 

Le  plus  souvent  on  Tobserve  à  l'état  épidémique,  parfois 
cependant  elle  se  présente  à  l'état  sporadique. 

A  l'époque  où  l'école  de  Broussais  comptait  beaucoup  d'adeptes, 
la  fièvre  jaune  était  considérée  par  un  grand  nombre  de  méde- 
cins comme  une  céphalo-gastrite  ou  une  gastro-hépatite.  Pour 
Ghervin  et  ses  nombreux  adhérents  (il  existe  -encore  quelques 
partisans  de  cette  école),  la  fièvre  jaune  n'était  qu'une  forme  de 
la  fièvre  pernicieuse  arrivée  à  son  summum  de  gravité. 

D'après  Grisolle,  c'est  une  pyrexie  propre  à  certains  climats 
chauds  où  elle  règne  ordinairement  d'une  manière  épidémique, 
et  qui  est  spécialement  caractérisée  par  une  couleur  ictérique  de 
la  peau  et  des  vomissements  noirs. 


2.  —  84  — 

Hirlz,  de  Strasbourg,  la  définit  une  pyrexie  où  Tatlaque  initiale 
est  séparée  de  la  fièvre  terminale  par  une  rémission  d'un  à  plu- 
sieurs jours. 

Pour  Aïtken,  de  Londres,  c'est  une  fièvre  maligne,  spécifique, 
à  type  continu,  a  spécifie  malignant  fever  of  a coniinuous  type. 

Les  recherches  faites  dans  ces  dernières  années  pendant  les 
épidémies  qui  ont  sévi  à  la  Nouvelle-Orléans  et  à  Memphis,  par 
les  docteurs  Joseph  Jones,  Faget,  Layton,  Saunders,  sont  venues 
confirmer  celles  d'Aïlken,  et  il  est  aujourd'hui  hors  dé  doute 
que  la  fièvre  jaune  est  une  fièvre  continue  à  un  paroxysme 
unique,  à  marche  continue  et  lentement  décroissante,  apparte- 
nant au  genre  monoparoxysmique  et  n'ayant  rien  de  commun 
avec  le  genre  paludéen  ou  polyparoxysmique. 

La  fièvre  jaune  désignée,  d'après  le  père  Breton,  par  les  Ca- 
raïbes, sous  le  nom  d'Ibomanhatina,  équivalent  du  cattiva  aria 
des  Italiens,  a  reçu  différents  noms,  d'après  le  point  de  vue  sous 
lequel  les  divers  auteurs  l'ont  considérée,  d'après  la  source  dont 
on  supposait  qu*elle  dérivait,  les  symptômes  prédominants  qui  la 
caractérisaient,  le  caractère  pathologique  qu'on  lui  attribuait,  la 
classe  d'individus  qui  en  étaient  spécialement  afl'ectés. 

Les  Indiens  de  l'Ouest  l'appelaient  coup  de  barre,  poulicao- 
tina;  Labat,  Desportes  et  autres,  mal  de  Siam,  fièvre  de  Boulam 
(on  la  croyait  importée  d'Afrique).  C'était  la  fièvre  bilieuse  de 
Warren,  la  fièvre  bilieuse  putride  d'Hillary,  la  febris  Indice  occi- 
dentalis  de  Mackiltrick;  la  continua  putrida  iclerodes  Caroli- 
niensis  de  Macbride;  YElodes  icterodes  de  Vogel;  la  febris  ma- 
ligna  biliosa  americana  flava  de  Moultrie;  la  febris  putrida  colli- 
quativa  et  febris  ardens  œstativa  de  Rnuppe;  le  typhus  ictérode 
'de  Sauvages  et  Cullen;  le  typhus  tropicus,  la  tritœophya  atneri- 
CÀina  de  Sauvages;  la  maladie  matelotte  de  quelques-uns;  le  new 
distemper  ou  KendalPs  fever  de  Hughes  ;  le  Barbadoes  distetnper, 
Yendemic  causus  de  Mosely  ;  le  typhus  occidental  ou  ictérique  de 
Savarésy  ;  la  bilious  ou  yellow  fevei'  de  Williams;  la  fièvre  maligne 
pestilentielle  de  Chisholm  ;  la  causas  ou  ardent  fever  de  Despé- 
rière,  Gillefisie,  etc.;  la  fièvre  putride  continue  de  Pagnet;  la 
bilious  remittetit  yellow  fever  de  Rush  et  son  école;  la  febbre 
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gialla  des  Italiens;  le  vowito  prieto,  vomito  negro,  fiebre  ama- 
rilla  des  Espagnols;  la  Balam  fever  de  Pym;  la  maladie  spasmo- 
dico-lypyrienne  des  pays  chauds  de  Chabert;  Y hcemogastric 
pestilence  de  Copland  ;  la  fièvre  jaune  contagieuse  ou  non  conta- 
gieuse, la  fièvre  miasmatique  synoque  ictéroîde  de  Bally,  Valen- 
tin,  Dubreuil;  la  fièvre  adyhamique,  ataxique,  adyno-nerveuse  de 
Pincl;  la  gastro-entéro-céphalite,  lagastro-céphalite,  lacéphalite 
de  Rochoux,  Lefort,  Castel  et  autres  de  Técole  physiologique;  la 
fièvre  jaune  des  Français  ;  le  yellow  fever  des  Anglais  et  des 
Américains  en  général. 

La  fièvre  jaune  était  connue  dans  les  Indes  occidentales  long- 
temps avant  l'arrivée  des  Espagnols  dans  ces  pays  d'outrc-mer, 
ou  pour  mieux  dire  avant  la  découverte  du  nouveau  monde  par 
Christophe  Colomb.  Les  récits  incomplets  de  Herrera,  Oviedo, 
Gomara,  Pierre  Martyr  en  font  foi. 

Herrera  rapporte  que  les  Indiens  avaient  Thabitude  de  changer 
de  demeures  tous  les  huit  ans,  parce  que  Tair  de  leurs  maisons 
s'infectait  par  Texcès  de  chaleur  et  qu'il  en  résultait  de  grandes 
maladies. 

D'après  le  père  Breton,  qui  avait  fait  une  élude  approfondie 
de  la  langue  Caraïbe ,  les  Indiens  désignaient  la  fièvre  jaune 
sous  le  nom  A'ibowanhalina,  et  celui  qui  en  était  atteint  disait  f/o 
poulicaatina,  j'ai  le  coup  de  barre. 

Rochefort,  dans  son  histoire  naturelle  et  morale  des  Antilles 
d'Amérique,  confirme  le  dire  d'Herrera.  «  Si  quelqu'un,  écrit-il, 
venait  à  mourir  chez  eux,  ils  délaissaient  leurs  maisons  dans  la 
crainte  d'y  mourir  eux-mêmes  et  quelquefois  ils  y  mettaient  le 
feu,  usage  si  fréquent  dans  les  nations  civilisées,  quand  il  s'agit 
d'arrêter  une  grande  contagion.  » 

Tous  les  écrivains  de  ce  temps  ont  décrit  les  symptômes  de 
cette  maladie  dans  des  termes  si  précis  qu'il  est  impossible  de 
ne  pas  y  reconnaître  la  fièvre  jaune.  Ceux  qui  guérissaient  con- 
servaient la  couleur  jaune  safran;  aussi  5  leur  retour  en  Espagne 
les  appelait-on  assafranados,  ou  ensafranés. 

On  ne  saurait  croire  tous  les  ravages  qu'exerça  cette  affection 
endémique  parmi  les  premiers  Européens  qui  vinrent  habiter 
ces  régions. 
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Christophe  Colomb,  lui-même,  ne  fut  pas  épargné.  Dans  la 
relâche  qu'il  fit  à  Tile  de  Mona,  il  fut  atteint  par  ce  fléau  redou- 
table, et  il  y  aurait  peut-être  succombé  et  beaucoup  d'autres 
avec  lui,  si  ses  compagnons  terrifiés  n'avaient  aussitôt  fait  voile 
pour  d'autres  zones  plus  hospitalières  et  n'avaient  fui  rapide- 
ment ce  foyer  d'infection. 

En  1493  Christophe  Colomb  avait  débarqué  1500  hommes  à 
Monte-Christo,  et  deux  ans  après  sur  ces  1500  hommes,  1280 
avaient  succombé. 

A  la  suite  de  la  découverte  du  nouveau  monde,  les  Espagnols 
avaient  fondé  de  nombreux  établissements  à  Saint-Domingue, 
Porto-Rico,  la  Jamaïque;  ces  nouveaux  venus  ne  tardèrent  pas  à 
être  décimés  par  le  typhus  amaril,  au  point,  racontent  les  histo- 
riens du  temps,  que  le  gouvernement  espagnol  se  vit  dans  la 
nécessité  d'expédier  à  Saint-Domingue,  pour  la  repeupler,  trois 
cents  malfaiteurs  condamnés  à  mort. 

D  après  Herrera ,  une  épidémie  foudroyante  éclata  vers  cette 
époque  à  Panama  et  y  tua  quarante  mille  hommes.  Il  en  fut  de 
même  pour  la  ville  de  Dios.  Davila,  quelque  temps  auparavant, 
avait  été  tout  aussi  cruellement  éprouvé  à  Darien.  En  un  seul 
mois,  il  perdit  700  hommes  sur  le  contingent  des  troupes  qu'il 
avait  avec  lui.  La  crainte  de  les  voir  tous  succomber  sous  l'in- 
fluence mortelle  du  poison  amaril  lui  fit  abandonner  une  ville 
aussi  insalubre.  Toute  la  population  émigra  et  se  porta  vers  Pa- 
nama où  elle  introduisit  le  germe  de  la  maladie.  Pour  la  seconde 
fois  cette  ville  fut  décimée  par  la  fièvre  jaune. 

Ce  n'est  toutefois  que  vers  le  milieu  du  XVII*  siècle  que  l'on 
commence  à  trouver  des  documents  précis  sur  cette  affection. 
A  cette  époque,  du  reste,  les  Français  et  les  Anglais  avaient  de- 
puis longtemps  pris  pied  dans  ces  pays  nouveaux  et  y  possé- 
daient des  établissements  qui^  chaque  jour,  en  dépit  de  l'Espa- 
gnol, acquéraient  une  importance  de  plus  en  plus  grande. 

D'après  Vimes,  la  fièvre  jaune  fit  son  apparition  aux  Barbades 
en  1647.  Robert  Ligon,  qui  aOirme  le  même  fait,  ajoute  que  les 
habitants  de  ces  iles,  tout  aussi  bien  que  les  équipages  des  bâti- 
ments qui  y  faisaient  escale,  étaient  décimés  par  la  plague  ou 
quelque  chose  d'approchant. 
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En  1648  Dutertre  écrivait  :  «  La  plague,  qui,  jusqu*à  ce  mo- 
ment, était  inconnue  dans  ces  îles  habitées  par  des  Français,  y 
fat  introduite  par  des  bâtiments  qui  y  vinrent  en  relâche.  Elle 
exerça  ses  premiers  ravages  à  Saint-Christophe  et  en  dix-huit  mois 
enleva  les  deux  tiers  des  habitants.  ■ 

Dix  ans  après,  Rochefort  ajoutait  :  «  La  plague  était  complète- 
ment inconnue  dans  les  Indes  occidentales,  comme  en  Chine  et 
dans  les  contrées  de  TEst,  mais  depuis  quelques  années,  un  grand 
nombre  de  ces  lies  ont  été  affligées  par  une  fièvre  maligne  que 
les  médecins  regardent  comme  contagieuse.  »  A  partir  de  ce 
moment.  Ton  peut  suivre  les  effets  désastreux  de  la  fièvre  jaune 
dans  les  fastes  de  Thistoire  des  expéditions  françaises  et  anglaises; 
mais  il  est  bon  de  se  rappeler,  comme  nous  Tavons  déjà  dit,  que 
cette  maladie,  jusque-là  inconnue,  ne  fut  pas  révélée  au  monde 
par  la  seule  présence  des  Européens  dans  le  nouvel  hémisphère. 
Avant  leur  arrivée,  en  effet,  elle  sévissait  déjà  sur  les  indigènes, 
è  ses  époques  périodiques,  dans  sa  zone  d'activité.  D  après  Pierre 
Martyr,  les  Indiens  périssaient  comme  si  c*eussent  été  des  mou- 
tons attaqués  de  pourriture.  Il  en  mourut  cinquante  mille  en- 
viron. 

En  1671,  cette  fièvre  dont  parle  Rochefort  sévit  à  la  Jamaïque. 
ITne  flotte  anglaise  avait  été  envoyée  faire  une  expédition  sur  la 
côte  de  Panama  ;  elle  en  revint  victorieuse,  mais  elle  paya  cher  sa 
victoire,  car  elle  portait  en  elle  le  germe  de  ceUe  affection  meur- 
trière; nie  en  fut  contaminée  et  beaucoup  d'habitants  en  mou- 
rurent. 

Trente  ans  après ,  elle  éclatait  à  Léogane  dans  File  de 
Saint-Domingue  (1691).  Au  dire  de  Moreau  de  Saint-Méry,  la 
fièvre  jaune  aurait  été  importée  à  Léogane  par  la  flotte  de 
Tamiral  Ducasse. 

La  même  année  elle  sévissait  à  Saint-Christophe  et  Tannée 
suivante  à  Port-de-la-Paix. 

C'est  en  1687  que  le  typhus  amaril  étendit  ses  ravages  jus- 
qu'à Pernamboue  et  décima  cette  province.  La  description  qu'en 
a  faite  le  chirurgien  portugais  Joâo  Ferreira  da  Rosa  porte  du 
moins  à  le  supposer. 
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En  1690,  elle  faisait  son  apparition  à  la  Martinique  et  y 
sévissait  avec  la  plus  grande  violence.  On  attribua  son  impor- 
tation dans  cette  ile  au  vaisseau  VOriflamme  qui  venait  de  Siam, 
d'où  le  nom  de  maladie  de  Siam.1691  et  1692  furent  encore  des 
années  néfastes  pour  la  colonie  naissante,  et  c'est  à  la  suite  de  ces 
épidémies  consécutives  qu'une  chapelle  fut  érigée  à  Port-Royal 
et  consacrée  à  Saint-Roch  comme  préservateur  de  la  peste.  De 
plus  une  bulle  du  pape  institua  une  confrérie  sous  le  nom 
sinistre  de  la  Mort  pour  invoquer  le  saint,  dans  le  temps  de  la 
contagion.  Cette  même  année  fut  publiée  une  ordonnance  du 
roi,  prescrivant  une  quarantaine  à  tout  navire  venant  de  la  Mar- 
tinique aux  lies  d'Aix,  et  l'amirauté  de  Nantes  défendit,  sous  peine 
de  mort,  aux  équipages  et  autres  personnes  venaut  des  Antilles, 
d'entrer  dans  le  port  avant  d'avoir  passé  la  visite  sanitaire.  En 
1696  la  fièvre  jaune  sévissait  à  Saint-Domingue,  à  la  ville  du 
Cap,  et  en  1698  à  Léogane.  Hughes,  dans  son  histoire  naturelle 
des  Barbades,  dit  que,  d'après  le  docteur  Gamble,  le  typhus 
amaril  ravageait  ces  lies  depuis  1691.  On  la  désignait  alors  sous 
le  nom  de  KendalVs  new  distemper,  ou  maladie  de  Kendall. 

C'est,  dit-on,  dans  l'automne  de  1694  que  cette  aiïection 
aurait  fait  pour  la  première  fois  son  apparition  en  France,  à 
Rocliefort,  où  elle  aurait  été  importée  par  un  bâtiment  arrivant 
des  Antilles. 

Dans  la  Nouvelle-Angleterre  (Amérique  du  Nord),  Boston  en 
1692  et  Philadelphie  en  1696  en  éprouvèrent  les  premières 
atteintes. 

Ilutehinson,  dans  son  histoire  de  la  baie  de  Massachusetts, 
raconte  que  dans  l'hiver  de  1692,  une  flotte  anglaise  aurait  été 
envoyée  en  expédition  contre  l'île  de  la  Martinique  que  rava- 
geait alors  la  fièvre  jaune.  Ce  fut  pour  cette  colonie  un  puissant 
et  terrible  auxiliaire.  Le  personnel  de  la  flotte  anglaise,  troupes 
et  équipages,  fut  décimé.  L'amiral  anglais  fut  obligé  de  lever 
l'ancre  et  de  renoncer  à  l'expédition.  Il  quitta  la  Martinique  et 
fit  route  pour  Boston  après  avoir  perdu  1300  matelots  sur  2100  * 
et  1800  soldats  sur  2400.  Arrivé  à  Boston,  il  n'y  fit  qu'un 
court  séjour  et  se  rendit  ensuite  à  Québec,  ce  qui  fut,  dit-on. 
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Torigine  de  répidémie  de  fièvre  jaune  qui  aurait  sévi  à  Québec 
à  cette  époque.  Quoi  qu*il  en  soit,  cette  escale  à  Boston  fut  plus 
que  suffisante  pour  contaminer  Ja  ville,  et  bientôt  éclata  une 
épidémie  foudroyante  de  typhus  amaril. 

Jamais,  dit  Hutchinson,  épidémie  de  variole  ou  de  toute  autre 
maladie  ne  fut  aussi  meurtrière.  Beaucoup  de  familles  quittè- 
rent la  ville  et  allèrent  habiter  Tintérieur  jusqu'à  la  fin  de 
l'épidémie.  Vers  le  même  temps,  la  fièvre  jaune  sévissait  avec  la 
plus  grande  violence  à  Charleston  et  y  décimait  la  population. 
Jamais,  écrivait  Herwatt,  cette  colonie  n'a  été  visitée  par  un  fléau 
aussi  terrible  et  aussi  dévastateur. 

Dans  son  histoire  de  la  Caroline  du  Sud,  le  docteur  Ramsay 
signale  cette  épidémie,  mais  sans  pouvoir  en  spécifier  Fépoque. 
C'était,  dit-il,  en  1699  ou  1700.  Les  renseignements  donnés  par 
Herwatt  trouvent  leur  confirmation  dans  une  lettre  particulière 
écrite  par  Isaac  Norris  à  Tun  de  ses  amis  en  1699.  Il  lui  fait  part 
de  la  grande  mortalité  que  cette  fièvre  cause  à  Charleston.  Déjà, 
dit-il,  150  personnes  ont  succombé  en  quelques  jours,  et  il 
ajoute  :  j'ai  tout  lieu  de  croire  que  c'est  la  même  affection  que 
celle  qui  sévit  aux  Barbades  avec  vomissements  noirs  et  hémor- 
ragies. Cette  épidémie  aurait  commencé  en  juin,  au  mois  de 
juillet  elle  parut  vouloir  entrer  dans  une  période  de  décrois- 
sance, mais  elle  reprit  bientôt  une  recrudescence  nouvelle  et  fit 
de  nombreuses  victimes.  Elle  ne  cessa  que  dans  le  courant  d'oc- 
tobre, au  moment  où  les  premiers  froids  se  firent  sentir. 

A  partir  de  celte  époque  (1699)  jusqu'à  nos  jours,  la  fièvre 
jaune  se  manifeste  fréquemment,  soit  sous  forme  épidémique  et 
cela  souvent  pendant  plusieurs  années  sans  discontinuité,  soit 
sous  forme  sporadique,  dans  un  grand  nombre  de  localités  de 
l'Amérique  du  Nord  et  de  l'Amérique  du  Sud,  poussant  ses 
ravages  au  nord  jusqu'à  Boston,  au  sud  jusqu'à  Montevideo  et 

Buenos-Ayres. 

Émanant  des  côtes  du  Mexique,  des  Grandes-Antilles,  comme 
d'un  foyer  toujours  incandescent  où  s'entretient  et  se  reproduit 
son  germe  d'une  manière  continue,  le  typhus  amaril,  de  1699  à 
1881,  va  porter  ses  ravages  dans  les  Petites-Antilles,  les  côtes 
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*  sud  et  ouest  des  États-Unis,  n'épargnant  pas  un  seul  des  grands 
ports,  situés  sur  TAtlantique,  et  limitant  ses  ravages  ou  leur 
donnant  une  grande  extension, -suivant  les  circonstanees,  tandis 
que  sur  la  côte  est  de  TAmérique  du  Sud  et  du  centre  Amé- 
rique il  décimera  Fisthme  de  Panama,  Guyaquil,  et  descendra 
jusqu'au  Pérou  à  Lima  etCallao,  et  que,  d*autre  part,  il  prendra 
domicile  sur  les  rives  de  TAmazone  et  deviendra  endémique  au 
Brésil,  sur  la  côte  ouest  de  l'Amérique  du  Sud.  En  même  temps 
nous  verrons  des  bâtiments  contaminés  par  leur  séjour  dans  ces 
zones  pestilentielles,  faire  route  pour  les  ports  de  l'ancien  conti- 
nent et  venir  transmettre  le  germe  de  la  maladie  en  Espagne,  en 
Portugal,  en  France,  en  Italie,  en  Angleterre  ;  nous  verrons  ce 
germe,  après  avoir  traversé  les  mers,  au  bout  de  plusieurs  mois 
se  reproduire  et  se  multiplier  à  l'infini  et  faire  des  milliers  de 
victimes  dans  les  points  où  il  aura  été  implanté. 

Mais  dans  l'étude  de  ces  diverses  épidémies  de  fièvre  jaune 
que  nous  allons  tracer  à  longs  traits,  nous  ne  devons  pas  oublier 
un  autre  foyer  du  poison  ictérode  presque  aussi  vaste  et  tout  aussi 
important  que  celui  du  golfe  du  Mexique;  nous  voulons  parler 
du  golfe  de  Cuinée,de  cette  partie  de  la  côte  occidentale  d'Afrique 
qui  est  formée  par  Sierra-Leone,  la  Côte  d'Or,  la  Côte  des 
Palmes,  de  Bénin.  De  ce  foyer  nous  verrons  aussi  partir  de 
nombreuses  bouffées  épidémiques  qui  remonteront  jusqu'au 
Sénégal,  pousseront  au  sud  jusqu'à  l'Ascension,  au  nord  jus- 
qu'au îles  du  Cap-Vert  et  de  là  même  pourront  traverser  l'At- 
lantique pour  venir  ravager  les  Petites-Antilles. 

Nous  diviserons  cette  longue  phase  de  près  de  280  ans  en 
deux  périodes  :  l'une  de  i  699  à  la  fin  du  XVIIP  siècle,  l'autre 
comprenant  le  XIX'  siècle  jusqu'en  1881. 


HISTOIRE    DES    ÉPIDÉMIES    DE   FIÈVRE   JAUNE   DE    1699    A    1800. 

La  fièvre  jaune,  endémique  sur  la  côte  du  Mexique  et  aux 
Grandes-Antilles,  aurait  sévi  à  la  Martinique,  sans  interruption, 
de  1682  à  1706,  époque  à  laquelle  aurait  commencé  une  pre- 
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mièrc  période  dlmmunité.  Il  est  à  remarquer,  du  reste,  que  de 
toutes  les  possessions  françaises  dans  les  Antilles  la  Martinique 
est  celle  qui  a  été  le  plus  éprouvée  par  ce  fléau  intertropical. 

Les  exhalations  du  poison  amaril,  favorisées  par  une  constitu- 
tion spéciale  épidémique  de  Tatmosphère,  à  quelque  époque  que 
ce  soit,  ne  se  sont  jamais  maintenues  dans  des  limites  restreintes; 
mais  presque  toujours  Tépidémie,  parfois  même  après  un  temps 
assez  long,  a  pu  s'irradier,  soit  vers  le  nord,  soit  vers  le  sud. 
C'est  ainsi  qu'en  1699  Philadelphie  reçut  pour  la  première  fois 
la  visite  de  cet  hôte  redoutable. 

Heureusement  l'épidémie  ne  s'étendit  pas  dans  les  environs. 
Philadelphie  ne  comptait  alors  que  i,000  habitants,  mais  malgré 
cette  population  peu  nombreuse,  malgré  ces  limites  circonscrites, 
l'épidémie  fut  encore  assez  meurtrière.  D'après  Story,  la  mor- 
talité fut  de  6  à  10  par  jour;  le  nombre  des  victimes  s'éleva  à 
220,  c'est-à-dire  environ  17,  3  p.  c.  Les  symptômes  de  cette 
affection  offraient  la  plus  grande  conformité  avec  ceux  de  la  fièvre 
qui  sévissait  alors  aux  Barbades. 

Les  chroniqueurs  de  cette  épidémie  ne  donnent  aucun  détail 
sur  son  origine  et  n'indiquent  pas  la  voie  par  laquelle  elle  aurait 
été  importée.  De  tous  les  bâtiments  qui  étaient  dans  le  port,  le 
seul  qui  ne  fût  pas  dans  de  bonnes  conditions  hygiéniques,  était 
leBriiannia  qui  arrivait  de  Liverpool  et  aurait  été  ravagé  par  une 
épidémie  de  fièvre  palatine  ou  ship  typhus.  Quelques  médecins 
émirent  l'opinion  que  cette  affection  ne  pouvait  pas  être  née 
spontanément  et  n'était  pas  due  à  des  causes  hygiéniques  et 
atmosphériques  locales,  spéciales  à  Philadelphie,  mais  qu'elle 
était  d'importation  étrangère,  ce  qui  n'avait  rien  d'incorrect 
puisque  la  fièvre  jaune  existait  depuis  plus  d'un  siècle  aux  Indes 
occidentales.  D'après  Pemberton,  cette  fièvre  aurait  été  importée 
à  Philadelphie  par  un  bâtiment  de  commerce,  provenant  des 
Barbades.  Ce  navire,  chargé  de  coton  pour  Philadelphie,  était 
entré  dans  le  port  en  libre  pratique;  aussitôt  après  son  arrivée  il 
y  avait  opéré  son  débarquement. 

A  la  Martinique,  1703,  1706,  au  Cap-Haïtien,  1705,  1733, 
1734,  1739,  1740,  à  Léogane,  1732,  à  Carthagène,  1729,  1730, 
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aux  Barbades,  1723,  1733,  furent  des  années  où  la  fièvre  jaune 
laissa  des  (races  néfastes  de  son  passage. 

En  1703  le  typhus  ictérode  faisait  son  apparition  à  Charleston 
au  moment  où  cette  ville  se  disposait  à  soutenir  une  attaque 
contre  les  forces  navales  réunies  de  la  France  et  de  TEspagne. 
D'après  Herwatt,la  mortalité  fut  efrrayante,Ia  race  noire  fut  tout 
aussi  maltraitée  que  la  race  blanche,  et  les  efforts  des  médecins 
restèrent  sans  résultat  aucun,  en  présence  d'une  affection  qui 
leur  était  inconnue.  Elle  y  reparut  en  1732,  1739  et  1740. 

A  New-York,  on  lobscrva  en  1732, 1741, 1742,  1743,  1745, 
1747  et  1748. 

D'après  quelques  historiens,  la  première  apparition  de  la  fièvre 
jaune  à  New- York  remonterait  à  1668  et  la  seconde  à  1702.  A 
cette  dernière  époque  la  maladie  aurait  été  importée  par  un  bâti- 
ment arrivant  de  Saint-Thomas.  Elle  aurait  décimé  Biloxî  en 
1702  et  Mobile  en  1705,  d'après  le  docteur  Torner. 

En  1741,  elle  sévissait  à  la  Jamaïque,  à  Saint-Thomas  et  dans 
les  autres  Iles  que  l'on  désignait  sous  le  nom  d'Indes  occiden- 
tales. 

A  la  même  époque  elle  éclata  avec  la  plus  grande  violence 
5  Philadelphie  pour  ne  disparaître  qu'à  l'apparition  du  froid. 
D'après  Pemberton,  le  germe  de  l'épidémie  aurait  été  importe 
par  une  flotte  anglaise,  revenant  d'une  expédition  contre  quel- 
ques Iles  des  Indes  occidentales,  et  entre  autres  contre  Cartha- 
géne;  d'autre  part  Lind  croit  que  la  maladie  fut  introduite  dans 
la  ville  du  Centenaire,  par  une  malle  de  vêtements  ayant  appar- 
tenu à  un  individu  mort  aux  Barbades.  Les  effets  contenus  dans 
cette  malle  étaient  contaminés  et  auraient  transmis  le  germe  de 
la  maladie  à  ceux  qui  en  avaient  fait  usage. 

Tous  les  médecins  ne  se  rallièrent  pas  à  cette  opinion  et  le 
docteur  Bond,  entre  autres,  prétendit  que  l'épidémie  était  d'ori- 
gine spontanée  et  avait  pris  naissance  au  milieu  de  l'aggloméra- 
tion formée  par  les  convicts  provenant  de  la  prison  de  Dublin. 
D'autres  en  rejetèrent  l'origine  sur  les  Allemands,  récemment 
arrivés  du  Palatinat.* 

En  1744  et  1746, elle  sévit  à  New-York,  Castkill,Albany,Stam- 
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fort,  New-IIaven,  à  Gharleston;  dans  une  leiire  qu'il  écrivait 
au  docteur  Vistow ,  Pemberton  raconte  que  Gharleston  qui , 
jusqu'à  ce  moment,  n'avait  guère  eu  à  souiïrir  des  épidémies, 
était  visitée  par  une  maladie  inconnue,  très  meurtrière,  aux  symp- 
tômes étranges  que  les  habitants  appelaient  fièvre  jaune  et  di- 
saient importée  des  Indes  occidentales. 

En  1747,  elle  fit  son  apparition  à  Norfolk,  et  reparut  à  New- 
York  et  à  Philadelphie.  Le  docteur  Franklin,  Pemberton,  Lymford, 
Lardncr,  Thomas  Willing,  le  botaniste  américain  John  Bartram 
en  font  mention  dans  leurs  écrits.  Gomme  toutes  les  autres  épi- 
démies, celle-ci  éclata  pendant  Tété,  à  l'époque  la  plus  chaude  de 
Tannée.  On  lui  attribua  une  origine  exolique  et  d'après  Chcw, 
Phinéas  et  Thomas  Bond,  Graham,  Gadwalader,  elle  fut  importée 
par  un  bâtiment  provenant  des  Indes  occidentales  (les  Barbades). 

On  l'observa  encore  à  New-York  et  à  Philadelphie  en  1748  et 
1762,  à  Gharleston  en  1748,  1753,  1755,  1761,  1762  et  1763. 

En  1723,  la  fièvre  jaune  éclatait  de  nouveau  à  la  Martinique, 
et  y  exerçait  ses  ravages  jusqu'en  1735.  En  1750,  elle  reparut, 
après  quinze  ans  d'immunité,  et  dura  jusqu'en  1755. 

D'après  les  récits  des  auteurs  espagnols,  le  germe  contagieux 
du  typhus  amaril  aurait  été  importé  en  Europe  longtemps  avant 
cette  époque  par  les  bâtiments  revenant  des  Indes  occidentales. 
Ainsi  d'après  Arejula,  la  fièvre  jaune  aurait  fait  son  apparition 
à  Gadix  en  1701.  Quelques  écrivains  même  font  remonter  au 
XYI"*  siècle  les  premières  manifestations  du  typhus  ictérode  en 
Espagne.  D'après  eux,  en  1507, 1599,  1649  et  1680,  cetie  aiïec- 
tion  aurait  sévi  sous  forme  épidémique  dans  les  ports  espagnols. 

En  1705,  d'après  le  père  Labat,  il  existait  déjà  à  Gadix  des 
mesures  sanitaires  très  sévères  qui  avaient  été  décrétées  et  mises 
en  vigueur  à  la  suite  d'une  épidémie  qui  avait  éclaté  à  Gadix, 
après  l'arrivée  d'un  galion  revenant  des  Indes  occidentales.  En 
1 753, 1 734, 1 744  et  1 764,  il  y  aurait  eu  une  nouvelle  importation 
du  germe  pestilentiel  à  Gadix  et  par  suite  quatre  épidémies. 

G'est  vers  cette  époque  (1760),  qu'il  est  fait  mention  pour  la 
première  fois  de  cette  fièvre  à  la  Guyane.  La  première  épidémie, 
dite  épidémie  des  Hollandais,  fut  décrite  par  Firmin,  sous  le  nom 
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de  fièvre  putride  maligne.  Les  symptômes  qui  en  soat  doonés 
par  le  chroniqueur  permettent  d'y  reconnaître  les  formes  înflaai- 
matoires  et  adynamiques  de  la  fièvre  jaune.  En  1 763-1 766,  d'après 
Bazon  et  Campet,  elle  reparut  avec  la  plus  grande  violence,  et 
presque  tous  les  Européens,  environ  liOOO,  venus  pour  colo- 
niser Kourou,  en  furent  victimes.  Cette  maladie,  dit  Gampel, 
était  caractérisée  par  des  hémorragies  passives  et  des  vomisse- 
ments d'une  matière  noire  comme  de  Tenere.  De  1766  à  1802, 
il  y  eut  une  période  d'immunité  de  32  ans. 

A  1759  remontent  les  premiers  renseignements  bien  exacts 
que  l'on  possède  sur  les  ravages  exercés  par  la  fièvre  jaune, 
sur  la  côte  occidentale  d'Afrique;  il  est  admissible  toutefob 
cfue,  même  avant  cette  époque,  elle  y  existait  à  l'état  endémique. 

Dans  son  traité  sur  les  maladies  des  Européens  dans  les  pays 
chauds,  le  D'  Lind  parle  de  la  fièvre  jaune  comme  existant  à  la 
côte  d'Afrique  en  1739.  En  1768,  au  mois  d'août,  l'équipage  du 
Merlin^  mouillé  dans  la  rivière  de  Gambie,  en  aurait  été  atteint 
pendant  qu'il  y  faisait  des  coupes  de  bois.  En  1769,  les  deux 
navires  de  guerre  anglais,  le  Wea$el  et  le  Sound  auraient  con- 
tracté cette  maladie  dans  les  premiers  jours  d'août  et  leurs  équi- 
pages auraient  été  décimés.  L'épidémie  s'étendit-elle  jusqu'à 
Saint-Louis  et  Gorée?  A  ce  sujet,  dit  le  D'  Béranger-Féraud, 
l'on  ne  sait  rien  de  certain. 

En  1778  une  aifection  épidémique  lui  ressemblant  beaucoup, 
sévit  à  Gorée  et  à  Saint-Louis  et  les  Européens  qui  y  habitaient 
succombèrent  presque  tous.  Cette  épidémie  commença  avec  la 
saison  chaude  et  disparut  avec  elle  pour  reparaître  encore  pen- 
dant Tété  de  1779,  période  pendant  laquelle  elle  se  manifesta 
avec  une  violence  plus  grande.  De  1779  à  1798  il  y  eut  pour 
Saint-Louis  et  Gorée  une  période  d'immunité  de  19  ans. 

En  1 778,  elle  ravagea  la  Côte  d'Or,  Sierra-Leone  et  Gambie, 
et  sembla  s'être  arrêtée  au  parallèle  du  Sénégal.  En  1799,  ces 
régions  furent  encore  dévastées  par  de  nouvelles  bouifées  épidé- 
miques  et  les  navires  anglais  le  Banthey  et  le  Calypso,  récem- 
ment arrivés,  furent  tellement  éprouvés  dans  le  courant  du  mois 
de  juin,  que  sur  200  Européens  qu'ils  avaient  amenés,  il  n'en 
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resta  qu'une  dizaine  au  bout  de  quelques  semaines.  Ce  furent, 
d*après  les  chroniqueurs  du  temps,  ces  deux  navires  contaminés 
par  le  typhus  amaril  qui  importèrent  à  cette  époque  la  maladie 
aux  Antilles,  d'où  le  nom  de  fièvre  de  Boulam.  D'après  toutes 
les  probabilités,  les  régions  marines  de  la  côte  occidentale  d'Afrique 
furent  éprouvées  par  ce  terrible  fléau  pendant  les  années  1795, 
1798, 1800  et  181  i ,  mais  l'on  manque  de  renseignements  sur  ces 
épidémies. 

Quelle  qu'ait  pu  être  la  violence  avec  laquelle  la  fièvre  jaune  a 
sévi  au  XVIIP  siècle  sur  la  côte  occidentale  d'Afrique,  elle  n'a 
pas  toutefois  été  aussi  meurtrière  qu'aux  Antilles  et  dans  l'Amé- 
rique du  Nord,  où  déjà,  depuis  longtemps,  existaient  des  établis- 
sements considérables  et  des  centres  de  commerce  de  premier 
ordre. 

De  1762  à  1774,  pendant  douze  ans  consécutifs,  le  typhus 
ictérode  sévit  à  la  Martinique  à  l'état  épidémique  et  y  exerça  de 
grands  ravages.  De  1774  à  1792  se  produisit  une  période  d'im- 
munité  pendant  laquelle  la  colonie  put  réparer  ses  pertes  et  rede- 
venir florissante.  En  1793,  l'épidémie  éclata  de  nouveau  dans  ce 
malheureux  pays  et  y  sévit  sans  discontinuité  jusqu'en  1809. 

A  la  Guadeloupe  de  1796  à  1799  l'on  compta  jusqu'à  13936 
décès.  En  1792,  la  Grenade  fut  décimée  et  perdit  le  quart  de  sa 
population.  En  1794  l'épidémie  faisait  rage  à  la  Havane,  aux  iles 
Windward  et  Leeward  où  se  trouvait  campée  l'armée  de  sir 
Charles  Grey  (sur  une  population  de  12000  âmes  environ,  il  y 
eut  6012  morts).  Saint-Domingue  ou  Port-Mirbalais,  Saint-Ni- 
colas, Port-au-Prince,  Saint-Marc  étaient  à  moitié  dépeuplés. 

A  la  Nouvelle-Orléans,  située  sur  le  Mississippi,  la  fièvre  jaune 
avait  fait  une  première  apparition  en  1769.  En  1799  elle  y  écla- 
tait de  nouveau,  et  y  exerçait  ses  ravages  pendant  10  ans,  jus- 
qu'en 1801. 

A  cette  période  se  rattachent  les  épidémies  qui  s'observèrent 
à  Keywest,  Norfolk,  Baltimore,  Charleston  ,  New-Dering,  New- 
Berne,  Wilmington,  Gallipoli,  Chatam,  Hartford,  Knowlex- 
Landing,  New-Haven,  New-London,  Norwalk,  Stonington,  Chris- 
tiania, Bald  Eagle  Valley,  Chester,  Marcus  Hook,  Nittany, 


U.  —  96  — 

Philadelphie,  Bristol,  Providence,  Weslerley,  Portsmouth,  Brid- 
getown,  Port-Elisabeth,  Woodsbury,  Albany,  Gastkill  Green, 
Greenfield,  Saratoga,  Huntington,  New-York,  Westncek,  Salem, 
Newburyporl,  Boston. 

De  1794  à  1799  la  Nouvelle-Orléans,  Charleston,  Baltimore, 
Philadelphie,  New- York,  Providence  et  Boston  furent  dans 
FAmérique  du  Nord  les  villes  qui  eurent  à  supporter  les  plus 
violentes  épidémies.  A  Philadelphie  la  mortalité  fut  beaucoup 
plus  grande  que  dans  les  épidémies  précédentes,  par  suite  de 
Taugmentation  de  la  population. 

De  1793,  dit  Laroche,  date  pour  la  fièvre  jaune  une  ère  toute 
nouvelle  ;  elle  devint  l'objet  de  recherches  et  d'études  approfon- 
dies. De  longues  discussions  s'élevèrent  bientôt  sur  son  origine, 
son  mode  de  propagation,  et  Ton  ne  tarda  pas  à  voir  se  former, 
dans  le  corps  médical  et  le  public,  deux  camps  dont  l'un  soute- 
nait l'origine  exotique  de  la  fièvre  jaune  et  son  importation  aux 
Ëlats-Unis,  et  l'autre  défendait  son  origine  spontanée  avec  autant 
de  verve  et  d'ardeur. 

Dans  le  rapport  qu'il  a  publié  sur  l'épidémie  de  1795-1794  à 
Philadelphie,  Rush  fait  remarquer  les  chaleurs  violentes  et  la 
sécheresse  inaccoutumée  qui  existaient  en  août  et  septembre 
1793.  De  plus,  il  reconnaît  que  les  conditions  hygiéniques  des 
localités  où  se  déclara  l'épidémie  laissaient  beaucoup  à  désirer. 
Les  wharfs,  les  docks  étaient  mal  entretenus;  on  laissait  à  l'air, 
exposés  à  l'action  des  fortes  chaleurs  des  derniers  jours  de  juillet, 
des  sacs  de  café  avarié.  Sur  les  quais,  les  wharfs,  étaient  amon- 
celés une  grande  quantité  de  détritus  organiques,  herbes  et 
matières  animales  en  fermentation.  C'était  au  point  que  ceux  qui 
demeuraient  dans  le  voisinage  se  voyaient  forcés  chaque  jour 
de  fermer  portes  et  fenêtres  à  cause  des  émanations  putrides 
qu'exhalaient  ces  amas  de  détritus  organiques.  L'épidémie  com- 
mença en  août  et  ne  disparut  qu'en  octobre  avec  les  froids.  Elle 
présenta  tous  les  caractères  décrits  par  Lind  et  Moultrie  pour 
l'épidémie  de  Charleston,  par  Towne,  Warren,  Williams,  Des- 
portes, Dupérière,  Mackittrick,  Wright,  Hillary,  Monley,  Hume, 
Dazille,  etc.,  pour  celle  des  Indes  occidentales. 
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De  Tavis  du  collège  des  médecins  de  Philadelphie,  cette  épi- 
démie était  d'origine  étrangère  et  le  germe  de  la  maladie  avait 
été  importé  des  Indes  Occidentales.  Redman,  Foulk,  Hutchison, 
Rush  émirent  une  opinion  contraire  et  refusèrent  d'accepter  une 
explication  aussi  naturelle.  Ils  prétendirent  que  son  origine  était 
spontanée  et  qu'elle  était  due  à  des  causes  purement  locales. 
C'est  de  cette  époque  que  datent  aux  États-Unis  les  deux  écoles 
des  contagionistes  et  des  non-contagionistes. 

En  1794,  la  fièvre  jaune  fil  en  quelques  semaines  plus  de 
700  victimes  à  New-York,  en  1797,  elle  reparut  à  Philadelphie 
et  causa  1292  décès.  Cette  fois  Tépidémie  avait  été  importée  par 
deux  bâtiments,  Tun  arrivant  de  la  Havane,  l'autre  de  Port-au- 
Prince,  ainsi  que  le  constate  le  rapport  fait  à  ce  sujet  à  la  légis- 
lature. Aussi,  malgré  Devèze,  Cadwell  et  quelques  autres 
médecins  devenus  non-conta^ionistes,  le  gouverneur  de  l'État, 
partageant  l'avis  que  la  fièvre  jaune  était  contagieuse  et  prove- 
nait d'une  importation  étrangère,  lança  le  11  août  un  édit  par 
lequel  il  ordonnait  que,  par  suite  de  l'existence  d'une  fièvre 
pestilentielle  dans  les  Indes  Occidentales,  tout  navire  provenant 
de  la  Nouvelle-Orléans,  des  Iles,  d'un  port  français,  allemand  ou 
espagnol,  ferait  quarantaine  pendant  cinq  jours  à  State  Island  et 
que  cette  quarantaine  était  susceptible  d'être  prolongée  si  cela 
était  nécessaire. 

L'année  1798  fut  peut-être  de  toutes  la  plus  fatale  pour  Phi- 
liideiphie,  en  ce  qui  concerne  la  malignité  de  l'épidémie.  Celle- 
ci  éclata  dès  les  premiers  jours  d'août,  sévit  avec  violence  pen- 
dant ce  mois  et  septembre;  en  octobre,  il  y  eut  une  sorte  de 
rémission,  beaucoup  de  personnes  qui  avaient  fui  la  ville  y  ren- 
trèrent alors;  mais  l'épidémie  reprit  avec  une  recrudescence  nou- 
velle pour  ne  cesser  qu'en  novembre,  quand  les  premiers  froids 
se  firent  sentir.  La  mortalité  fut  de  3465.  Le  germe  de  la  maladie 
avait  été  importé  par  la  Deborah,  venant  de  Jérémie,  ÏAurof^a  et 
VAriel,  venant  du  cap  Nicolas,  et  la  Marie^  arrivant  de  kingstown. 

En  1799,  la  fièvre  jaune  sévit  encore  à  Philadelphie,  New- 
buryport,  New- York ,  Charleston,  mais  elle  fut  d'une  nature 
plus  bénigne. 

V.  7 
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Nous  voici  arrivés  à  la  seconde  période  de  notre  historique 
des  épidémies  9  c'est  la  plus  intéressante  et  la  plus  importante , 
car  à  cette  époque  déjà  la  fièvre  jaune  a  été  Tobjet  de  nom- 
breuses études.  A  ce  moment  aussi  les  relations  commerciales 
entre  les  deux  mondes  sont  beaucoup  plus  étendues.  Par  suite 
de  ces  rapports  plus  fréquents,  les  épidémies  deviennent  plus 
nombreuses,  étendent  leur  rayon  au  nord  et  au  sud  et  viennent 
jusqu'en  Europe  exercer  leurs  ravages,  tandis  que  d'autre  part 
le  germe  du  typlius  amaril  s'implante  de  nouveau  à  la  Guyane, 
au  Brésil  et  devient  pour  ainsi  dire  endémique  à  Pernambouc, 
à  Rio-Janeiro,  au  Pérou. 


HISTOIRE   DES    ÉPIDÉMIES   DE   FIÈVRE   JAUNE   DE  1800-1881. 

A  la  Martinique,  l'épidémie  qui  s'était  déclarée  en  1793  se 
prolongea  jusqu'en  1809.  De  1818  à  1829,  puis  de  1838  è  1844, 
il  y  eut  deux  nouvelles  épidémies  qui  firent  de  nombreuses  vic- 
times. La  Guadeloupe  était  visitée  à  son  tour  par  cet  hôte  redou- 
table ;  1803  à  1807, 1816, 1817, 1825, 1826, 1827, 1833, 1858, 
1841  furent  des  années  néfastes  pour  cette  colonie. 

En  1802,  l'on  comptait  27000  cas  de  fièvre  jaune,  dont 
20000  décès,  à  Saint-Domingue.  L'armée  française,  commandée 
par  le  général  Leclerc,  lui  paya  un  trop  large  tribut  et  y  perdit 
l'élite  de  ses  hommes. 

La  Jamaïque  était  à  son  tour  tristement  éprouvée  en  1815, 
1819, 1821,  1822, 1825,  1827;  Saint-Christophe  en  1812,  les 
Bermudes  en  1819,  les  Barbades  en  1816,  1820,  1838,  1841, 
1842. 

A  la  Havane,  elle  régnait  à  l'état  endémique;  à  la  Dominique, 
elle  faisait  rage  en  1838,  1841  et  y  enlevait  le  tiers  des  troupes 
delà  garnison.  En  1818,  elle  existait  à  la  Trinidad,à  Porto- 
Gabello. 

A  la  Vera-Cruz,  où  elle  était  endémique,  elle  sévissait  avec  la 
plus  grande  violence  pendant  une  période  de  quinze  ans,  et  près 
de  la  moitié  des  malades  qui  en  furent  atteints  succombèrent. 
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A  Cayenne,  en  1802,  elle  éclatait  au  moment  de  Tarrivée  de 
nombreux  Européens.  Elle  fut  très  meurtrière  et  en  moins  de 
trois  mois  les  deux  tiers  de  la  garnison  avaient  succombé.  Avec 
la  fin  de  Thivernage  disparut  Fépidémie  et  la  Guyane  jouit 
d^une  période  d'immunité  de  quarante-huit  ans. 

A  Demerara»  dans  la  Guyane  anglaise,  la  fièvre  jaune  fit  de 
nombreuses  victimes  en  1802  et  1838.  A  Thôpital  Seeman,  en 
1838,  il  y  eut  2071  cas  de  typhus  ictérode  et  iOi  décès. 

A  Rio-Janeiro  régna,  en  1802,  une  fièvre  qui  fut  désignée 
sous  le  nom  d'ictère  noir  et  qui  pourrait  bien  n'être  autre  chose 
que  la  fièvre  jaune.  En  1811,  il  y  eut  à  Rio  quelques  accès  de 
fièvre  jaune;  enfin  en  184'9,  raconte  le  docteur  Bourel  Roncière, 
elle  se  développa  dans  la  province  de  Bahia  et  son  apparition 
coïncida  avec  l'arrivée  du  brick  américain  le  Brazil  qui,  parti  de 
la  Nouvelle-Orléans,  avait  fait  escale  à  la  Havane,  où  régnait  la 
fièvre  jaune.  De  Bahia,  elle  s'étendit  en  peu  de  temps  dans  les 
autres  provinces  maritimes  du  Brésil,  en  respectant  celles  de 
Maranhao  et  de  Ceara  et  son  développement  coïncida  toujours 
avec  l'arrivée  de  navires  provenant  de  points  infectés. 

L'épidémie  décima  les  populations  des  côtes ,  mais  épargna  les 
provinces  du  Sud.  Sainte-Catherine  et  Rio-Grande  du  Sud  ne 
furent  pas  visités  par  le  fléau.  Quand  l'épidémie  s'étendit  de 
Bahia  vers  Rio-Janeiro,  à  la  fin  de  ISiO,  c'était  l'époque  de  la 
grande  émigration  des  Etats-Unis  vers  la  Californie  et  presque 
tous  les  navires  qui  s'y  employaient,  relâchaient  à  Bahia  ou  à 
Rio  avec  des  passagers  accumulés  à  bord  et  généralement  placés 
dans  les  conditions  hygiéniques  les  plus  mauvaises.  L'année 
1850  fut  celle  où  l'épidémie  fut  la  plus  meurtrière  à  Rio.  11  y 
eut  de  4000  à  5000  décès. 

Aux  États-Unis,  la  fièvre  jaune  sévissait  avec  la  plus  grande 
violence  à  la  Nouvelle-Orléans  en  1800,  1801,  1802,  1804, 
1809,  1811,  1812,  1817,  1818,  1819, 1820  et  de  1822  à  1858 
sans  interruption.  La  fièvre  jaune  fit  aussi  son  apparition  dans 
d'autres  localités  de  la  Louisiane,  à  Alexandrie  qui,  de  1819  à 
18S0,  fut  visitée  sept  fois  par  l'épidémie,  Algiers,  1847,  Ascen- 
sion, 1823,  Bàton-Rouge,  qui  de  1800  à  1850,  lui  paya  huit  fois 
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son  tribut.  Opolonzas,  1829,  1837,  1839,  1842;  Plaquemine, 
1857, 1839,  1847;  Point-à-la-Hache ,  1839,  1841,1843;  Saint- 
Francisville,  1811  ;  la  paroisse  de  Feliciana  qui,  de  1817  à 
18S0,  vit  reparaître  neuf  fois  cet  ennemi  redoutable  ;  Saint- 
Marlinville,  1839;  Washington,  1837-1839. 

Au  Texas,  le  typhus  amaril  décima  Colombia,  1833;  Gai- 
veston,  1839, 1844, 1847;  Houston,  1839, 1844, 1847, 1848. 

Au  Mississipi,   elle    sévit  à  Biloxi,  1829,  1847;    Natchez, 

1817. 1819,  1823, 1825, 1827, 1829, 1837, 1839, 1844, 1848; 
Paseagoula,  1847;  Rodney,  1829, 1843,  1847;  Shiclsborough, 
1820, 1829,  1830;  Washington,  dans  Tintérieur,  près  de  Nat- 
chez, 1825;  Woodville,  1844. 

Dans  TAIabama,  Blakely,  1822;  le  fort  Clairborne,  1819;  le 
fort  Saint-Stephen,  1819.  La  ville  de  Mobile  fut  visitée  dix-neuf 
fois  par  la  fièvre  jaune  de  1819  à  1850. 

Dans  la  Floride,  Apalachiola,  1826;  Keywest,  1824,  1829, 
1841  ;  Pensacola,  1811,  1822, 1825, 1827, 1834,  1839, 1841  à 
1848;  Saint- Augustin,  1817,  1821,  1838,  1839,  1841;  Saint- 
Joseph,  1841  ;  Tampa,  1839;  Savannah,  1836. 

Dans  la  Géorgie,  Augusta,  1839;  Sainte-Marie,  1808; 
Savannah,  1807, 1808, 1819, 1820, 1827. 

Dans  la  Caroline  du  Sud,  Gharleslown  qui,  peut-être,  avec  la 
Nouvelle-Orléans ,  est  la  ville  des  Etats-Unis  qui  a  été  la  plus 
décimée  par  la  fièvre  jaune.  De  1699  à  1800,1e  nombre  des 
épidémies  qu'elle  a  eu  à  subir  se  chiffre  par  21,  et  de  1800  à 
1850,  par  23. 

Dans  le  même  État,  Mount-Pleasant,  1817, 1848. 

Dans  la  Caroline  du  Nord,  Washington,  1800;  Wilmin'gton, 
1800,1801. 

Dans  TArkansas,  le  fort  Smith,  1823. 

Dans  la  Virginie,  Norfolk  fut  visitée  huit  fois  par  le  typhus 
amaril;  Richmond,  1806;  Alexandrie,  1803. 

Dans  le   Maryland,  Baltimore,  1800,  1801,   1802,  1805, 

1809.1820,  1821,1822. 

Dans  le  Delaware,  Wilmington,  1800-1850. 

Dans  la  Pensylvanie,  Philadelphie,  de  1800  à  1850,  compta 
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quinze  épidémies;  Chester,  Lisburn,  1805;  Yellow  Breeches, 
1803. 

Dans  le  New-Jersey,  Glocester,  1805;  Perlh-Amboy,  18H. 

Dans  rÉtaide  New-York,  New-York  qui,  de  1800  à  1850, 
eut  à  subir  vingt  épidémies;  Stapleton,  Tompkisville ,  1848; 
West-Point,  1804;  Brooklyn,  1809,  1823;  Castkill,  1815. 

Dans  le  Rhode-Island ,  Block-lsland ,  1801;  Newport,  1806; 
Providence,  1800, 1805. 

Dans  le  Connecticut,  Hartford,  1800;  Middieton,  1820; 
Newhaven,  1803, 1804, 1805, 1819, 1843. 

Dans  le  Massachusetts,  New-Bedfort,  1800,  1801;  Boston, 
1800, 1802, 1805, 1809. 

Pendant  cette  même  période  de  cinquante  ans,  la  fièvre  jaune 
fit  aussi  son  apparition  sur  la  côte  orientale  de  TAmérique  du 
Sud,  une  fois  à  Panama  et  à  Callao,  trois  fois  à  Guayaquil. 

Dans  le  courant  des  années  1800,  1803, 1811,  1815,  Sierra- 
Leone,  la  Côte  d'Or,  Sainte-Marie  Balhurst  paraissent  avoir  été 
éprouvées  par  la  fièvre  jaune.  En  1815,  d'après  les  récils  du 
temps,  le  Regalia,  parti  de  Sierra-Leone,  aurait  importé  la 
maladie  à  la  Barbade,  aux  Saintes,  à  Antigue,  à  la  Guadeloupe. 
En  1818,  nie  de  l'Ascension  aurait  été  décimée  par  ce  fléau  et  la 
Sierra-Leone  en  1823.  En  1825, 1826,  elle  sévissait  en  Gambie 
et  probablement  à  Sierra-Leone,  malgré  l'assertion  des  Anglais 
qui,  au  point  de  vue  commercial,  avaient  tout  intérêt  à  cacher 
l'épidémie. 

Au  Cap-Vert,  elle  aurait  fait  de  nombreux  ravages  en  1821, 
1822, 1827, 1833,  entre  autres  à  Boa-Vista  et  Porto  dcl  Bay. 

En  France,  l'on  a  cru  longtemps,  et  quelques-uns  le  croient 
encore,  que  jusqu'en  1830  la  fièvre  jaune  n'avait  pas  sévi  à 
Corée.  Catel,  Chevé,  Caslel,  Diipuis,  elc.^qui  ont  fait  du  ser- 
vice au  Sénégal  pendant  un  temps  plus  ou  moins  long,  ont  émis 
cette  assertion  qui  parait  fort  douteuse  au  docteur  Béranger- 
Féraud.  Ce  dernier,  s'appuyanl  sur  quelques  documents  authen- 
tiques, croit  pouvoir  avancer  qu'elle  a  dii  sévir  à  Corée  en  1820, 
1821,1828. 

En  1830,  au  commencement  de  l'hivernage,  éclata  soudai- 
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nement  une  épidémie  terrible  qui  cominença  le  13  juin,  jour  de 
la  Fête-Dieu,  et  dura  jusqu*aux  premiers  jours  d^août.  144  per- 
sonnes sur  150  Européens  en  furent  atteintes.  De  Corée ,  elle  se 
répandit  sur  les  villages  nègres  du  Cap-Vert  et  y  fit  des  ravages 
terribles.  Elle  remonta  depuis  Daekhar  jusqu'à  Gandiole  et 
Gueln'dar,  tuant  hommes  et  bétes  sans  distinction.  Le  4  août, 
elle  éclata  à  Saint-Louis.  La  première  personne  contaminée  fut 
une  femme  blanche  qui  était  allée  au  marché  des  noirs  et  y  avait 
puisé  le  germe  de  la  maladie.  Sur  650  Européens,  328  succom- 
bèrent. Sur  12  médecins,  10  furent  atteints  de  la  fièvre  jaune 
et  6  en  moururent.  A  Gorée,  sur  5  médecins,  4  furent  malades 
et  2  d^entre  eux  furent  victimes  de  leur  dévouement. 

Les  docteurs  Caivi ,  Catel ,  Ghevé  ont  considéré  cette  épidémie 
comme  née  spontanément  et  brusquement  à  Gorée;  mais,  d'après 
le  docteur  Bérenger-Féraud ,  cette  assertion  serait  fausse.  Le 
principe  morbifique,  le  germe  de  la  maladie,  aurait  été  puisé 
dans  le  hangar  où  étaient  déposés  les  décors  et  ornements  que 
les  sœurs  en  sortirent  avec  Faide  de  quelques  malades  de  l'hô- 
pital, pour  en  parer  le  reposoir  à  Toccasion  de  la  Fête-Dieu. 
Dans  ce  cas,  il  se  serait  produit  identiquement  le  même  fait 
que  pour  les  arrimeurs  qui  déchargèrent  à  Saint-Nazaire,  en 
juin  1861,  YAnne^ilarie  revenant  des  Antilles. 

En  1837,  Gorée  fut  de  nouveau  visité  par  la  fièvre  jaune;  elle 
fut  transportée  de  Sierra-Leone  en  Gambie  par  le  brick  de 
guerre  le  Courliew.  Le  12  août,  elle  fut  importée  à  Gorée  par  un 
navire  français  venant  de  Gambie.  Sur  150  Européens  habitai^ 
Gorée,  86  en  furent  atteints  et  46  succombèrent.  Dans  cette 
épidémie,  la  race  blanche  seule  fut  décimée;  les  noirs  ne  con- 
tractèrent pas  la  maladie  cette  fois. 

De  1837  à  1859,  il  n'y  eut  pas  d'épidémie  véritable  au 
Sénégal.  En  1838,  1845,  elle  sévissait  en  Gambie;  en  1845,  à 
Sierra-Leone,  d  où  le  navire  anglais  ï Éclair  l'importa  à  Boa- 
Vista.  En  1846,  les  îles  du  Cap-Vert  furent  décimées  par  ce 
fléau  iniertropical  et  en  1847  la  frégate  anglaise  le  Grandeur  fut 
accusée  de  l'avoir  importée  de  Sierra-Leone  aux  Antilles. 

C'est  surtout  à  partir  de  1800  que  la  fièvre  jaune  fit  son  appa- 
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rition  en  Europe  et  ravagea  si  affreusement  les  côtes  d'Espagne. 
Nous  avons  déjà  dit  qu'avant  cette  époque  le  typhus  amaril 
avait  sévi  sous  forme  épidémique  cinq  fois  à  Cadix,  une  fois  à 
Malaga.  Le  XIX**  siècle  devait  s'ouvrir  sous  des  auspices  bien 
plus  funestes  pour  l'ancien  pays  des  Hespérides. 

L'épidémie  de  1800,  d'après  Alfonso  de  Maria,  coûta  la  vie  à 
61363  personnes  et  ravagea  Séville,  Cadix,  Xérès,  l'ile  de 
Léon,  Puerto  de  Santa-Maria,  San-Lucar,  Lebriza,  Moron, 
Utrera,  Pucrto-Real,  Chielana,  Rota,  Los-Palacios,  etc. 

Elle  régna  à  Cadix,  1804,  1813,  1819,  à  Séville,  1801,  1819, 
à  Xérès,  1819,  1820,  Ecija,  1804,  Carthagène,  1804,  Malaga, 
1803,  1804,  1831,  Alicante,  1804,  Tortosa,  1821,  Gibraltar, 
1804, 1813,  1814, 1828,  Barcelone,  1803,  1821,  aux  Canaries, 
Ténériffe,  Orafava,  1811,  Palmas,  1821. 

En  1830  et  1831,  la  fièvre  jaune,  qui  avait  sévi  à  Livourne 
en  1723  et  1804,  fit  son  apparition  à  Malte  et  en  France  où  on 
l'avait  déjà  observée  à  Roehefort  en  1694.  Elle  fut  importée  à 
Marseille,  à  Leghorn  et  Port-du-Passage  en  1804,  à  Brest  en 
1827  par  la  Caravane,  retour  des  Antilles. 

En  1800,  la  fièvre  jaune  fut  importée  en  Espagne  par  la  fré- 
gate espagnole  V Aigle,  la  polacre  espagnole  le  Jupiter  et  la  cor- 
vette américaine  la  Dauphine. 

La  frégate  espagnole  la  Terledana,  venant  de  la  Havane, 
après  avoir  fait  escale  à  Cadix,  importa  le  germe  de  la  maladie 
à  Livourne.  En  1821,  l'ile  de  Mahon  fut  contaminée  par  deux 
vaisseaux  espagnols  venant  de  Barcelone  et  Malaga.  A  Marseille, 
la  fièvre  jaune  fut  importée  par  le  brick  danois  le  Nicolino, 
venant  de  Malaga,  tout  comme  elle  le  fut  plus  tard  à  Brest  par  la 
Caravane,  mais  à  Marseille  comme  à  Brest,  le  mal  fut  prompte- 
ment  enrayé  et  Ton  n'eut  pas  à  déplorer  de  pertes  considérables, 
grâce  aux  mesures  quarantenaircs  qui  furent  prises. 

Depuis  1850,  cette  fièvre  pestilentielle,  qui  semble  avoir  une 
tendance  marquée  à  étendre  son  rayon  d'action,  n'a  fait  que  de 
rares  apparitions  en  Europe,  grâce  aux  règlements  sanitaires 
qui  ont  été  sévèrement  appliqués  à  tous  les  bâtiments  d'une 
provenance  douteuse. 
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En  juin  1861 ,  elle  fut  importée  en  France,  à  Saint-Nazaire, 
par  le  brick  Anna-Marie,  arrivant  de  Cuba,  après  quarante 
jours  de  traversée.  Le  germe  de  Taffection  existait  dans  la  cale 
du  bâtiment,  dans  les  marchandises,  et  les  arrimeurs  chargés 
d*en  effectuer  le  déchargement  furent  les  premiers  contaminés. 

En  1843,  1851,  1864,  elle  fut  importée  à  Swansea,  dans  le 
pays  de  Galles,  par  les  bricks  Alderman  Pierre,  Henriette  et 
Mangasteen,  tous  les  trois  venant  de  Cuba  et  ayant  une  moyenne 
de  quarante  jours  de  traversée;  en  1855,  à  Lanelly,  et  en  1864 
à  Falmouth,  par  des  bâtiments  arrivant  de  la  côte  occidentale 
d'Afrique.  Elle  fut  encore  importée  à  Lisbonne  en  1856  et  à 
Barcelone  en  1871.  Dans  ces  dernières  années,  on  Ta  encore 
observée  une  fois  en  Espagne. 

Au  mois  d'octobre  1850,  la  fièvre  jaune  reparut  à  la  Marti-* 
nique  après  six  ans  d'immunité.  Pendant  toute  Tannée  1851,  elle 
resta  à  Télat  latent,  et  alors,  dit  le  docteur  Cornillien ,  commença 
cette  période  néfaste  entrecoupée  par  une  longue  phase  d'inter- 
mittence qui  s'étendit  des  trois  derniers  mois  de  l'année  1853  à 
la  fin  de  1855.  La  fièvre  jaune  se  manifesta  en  septembre  de 
celte  année  à  Fort-de-France  et  en  octobre  à  Saint-Pierre,  où, 
en  1856  et  1857,  elle  ravagea  la  rade.  En  décembre  1857,  le 
fléau  disparut  dans  cette  dernière  ville,  et  au  mois  de  jan- 
vier 1858,  la  dernière  victime  succomba  au  chef-lieu.  C'est  à 
partir  de  ce  moment  que  s*ouvre  la  période  d'immunité  qui  dura 
dix  ans,  jusqu'en  1868. 

En  1867,  le  23  février,  sept  cas  de  fièvre  jaune  se  manifes- 
taient successivement  à  bord  du  bâtiment  anglais  le  Rienzi.  En 
rade  et  dans  le  port  se  trouvaient  en  ce  moment  de  nombreux 
transports  destinés  au  rapatriement  de  l'armée  du  Mexique,  une 
escadre  cuirassée,  des  bâtiments  marchands  et  des  paquebots 
transatlantiques.  Le  médecin  en  chef,  M.  Saint^Pair^  jugeant 
d'un  coup  d'œil  l'imminence  du  danger,  fit  procéder  sans  délai 
à  l'éloignement  du  navire  infecté  et  des  malades. 

•  Grâce  à  ces  précautions,  la  fièvre  jaune  se  borna  à  ces  pre- 
mières manifestations. 

En  1869,  l'épidémie  qui,  l'année  précédente,  s'était  annoncée 
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par  une  constitution  médicale  où  dominait  la  fièvre  inflamma- 
toire, éclata  simultanément  dans  les  deux  villes  de  Saint-Pierre 
et  de  Forl-de-France  vers  les  premiers  jours  de  janvier.  Elle 
s^étendit  progressivement  sur  toute  Tile,  régna  à  la  Trinité  en 
juillet,  au  Marin  pendant  la  saison  de  Thivernage  et  se  pro- 
pagea dans  les  campagnes.  En  décembre  de  la  même  année,  elle 
cessa  brusquement  et  alors  commença  la  phase  d*intermittence 
qui,  en  mars  1874,  durait  encore. 

A  la  Guadeloupe,  le  typhus  amaril  sévit  en  1852  et  ne  dis- 
parut quen  1857.  Depuis  ce  moment  jusqu'en  1868,  cette 
affection  épidémique  avait  complètement  disparu  de  la  colonie, 
si  Ton  ne  tient  compte  de  quelques  cas  sporadiques  qui  furent 
observés,  comme  cela  a  lieu  généralement^  pendant  les  grandes 
chaleurs  de  l'hivernage. 

A  la  fin  d'octobre  1869,  la  fièvre  jaune  fit  brusquement  son 
apparition  à  la  Basse-Terre,  où  la  première  phase  épidémique 
dura  deux  mois  et  demi.  A  partir  du  13  janvier  1869,  à  la  Basse- 
Terre  ne  sévit  plus  un  seul  cas  de  fièvre  jaune  bien  que  plus 
lard  elle  en  ait  été  entourée.  Dés  la  fin  de  janvier,  elle  se  pro- 
pagea dans  toute  la  colonie.  Ce  fut  d'abord  à  Capesterre,  le  mois 
suivant  à  Pointe-à-Pitre,  d'où  elle  s'irradia  dans  les  communes 
voisines;  enfin  au  mois  de  mars,  au  Camp  Jacob  lui-même. 

Aux  Saintes  elle  fit  son  apparition  le  25  mars  et  y  fut  importée 
delà  Pointe-à-Pitre,  le  17  septembre  elle  se  déclara  au  fort 
Napoléon,  le  22  mars  elle  fut  importée  de  la  Guadeloupe  à 
Marie-Galante.  Au  Camp  Jacob  où  elle  éclata  le  25  mars,  elle 
dura  jusqu'au  18  juin,  à  la  Jamaïque  où  elle  avait  sévi  en  1847, 
1848,  1849,  elle  reparut  en  1852  et  y  sévit  les  années  suivantes. 

Aux  Grandes- An  tilles,  la  Havane,  Haïti,  S^-Thomas,  la  fièvre 
jaune  sévit  pendant  toute  cette  période  d'une  façon  endémique  et 
continue;  il  en  fut  de  même  au  Mexique  où  les  années  1862, 1863, 
1864,1865,  1866  furent  si  terribles  et  si  meurtrières  pour  l'ar- 
mée et  la  flotte  françaises.  Pendant  cette  phase  de  si  triste  mé- 
moire, la  mortalité  fut  énorme  parmi  les  troupes  jusqu'à  ce  qu'on 
eût  pu  les  diriger  vers  l'intérieur.  Quant  à  la  flotte,  exposée  con- 
tinuellement à  l'action  du  germe  pestilentiel  de  la  fièvre  jaune, 
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elle  lui  a  payé  un  trop  large  tribut.  Beaucoup  de  médecins  de  la 
marine  et  d*officiers  y  sont  morts  victimes  de  leur  devoir  et  de 
leur  dévouement,  et  les  noms  du  transport  V Amazone  et  de  la 
frégate  cuirassée  la  Normandie^  resteront  toujours  tristement 
célèbres  dans  les  fastes  de  la  marine. 

A  la  Guyane,  après  48  ans  dimmunilé,  la  fièvre  jaune  repa- 
raissait en  18S0,  remontant  du  Brésil  à  la  Guyane,  du  sud  vers 
le  nord,  et  suivant  par  conséquent  une  marche  ascensionnelle, 
contrairement  à  ce  qui  a  lieu  ordinairement  dans  ces  parages. 
Dans  cette  épidémie  les  noirs  comme  les  blancs  furent  atteints 
par  la  maladie,  mais  cependant  à  un  degré  moindre.  En  1855, 
1 856,  le  typhus  amaril  fit  une  nouvelle  apparition  et  au  mois  de 
mai  répidémie  éclata  à  bord  du  bâtiment-hôpital  le  Gardien. 
En  juillet,  août,  septembre,  elle  se  montra  dans  toute  son  inten- 
sité. En  1856,  au  mois  de  janvier,  au  moment  où  on  la  croyait 
éteinte,  elle  reparut  avec  une  nouvelle  intensité  au  moment  de 
Tarrivée  des  troupes  fraîches,  envoyées  de  France  en  garnison  à 
Cayenne.  La  race  noire  fut  épargnée  cette  fois  ;  mais  les  Indiens 
coolies  lui  payèrent  un  large  tribut. 

En  1850,  la  fièvre  jaune  avait  été  importée  à  Cayenne  par  le 
Tartare  arrivant  du  Para,  en  1856,  elle  le  fut  encore  par  le 
Flambeau  arrivant  aussi  du  Para  avec  un  chargement  de  bceufs. 

Dans  le  courant  de  Tannée  1850,  la  fièvre  sévissait  au  Brésil, 
à  Rio.  En  1850, 1856,  elle  ravageait  le  Para  et  la  province  de 
Pernambouc.  En  1852,  la  sUition  française  perdait  60  hommes 
en  rade  de  Rio.  L'épidémie  continua  jusqu'en  1858^  tout  en  per- 
dant de  sa  force.  De  1858  à  1861 ,  Ion  n'observa  que  des  cas  spo- 
radiques,  et  Ton  pourrait  dire  que  pendant  ces  trois  ans  répidémie 
exista  à  Pétat  latent,  avec  des  périodes  d'intermittence  analogues 
à  celles  que  l'on  a  observées  à  la  Martinique.  En  1861,  il  y  eut 
une  nouvelle  recrudescence,  mais  ce  fut  surtout  en  1869  et  1870, 
après  huit  années  d'immunité,  que  l'épidémie  éclata  avec  la  plus 
grande  violence.  Elle  fut,  cette  fois,  importée  par  un  navire  ita- 
lien, le  Créole  de  la  Plata,  qui  arriva  à  Rio  le  33  mars  1869,  ve- 
nant de  Gènes,  après  avoir  fait  escale  à  Santiago  où  régnait  la 
maladie.  1871,  1873,  1874  ont  encore  été  des  années  néfastes 
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pour  Rio-Janeiro.  Du  31  janvier  au  31  juillet  1873,  il  y  eut  Z6Zi 
décès  dont  192  à  bord  du  bateau-hôpital  la  Sànta  IsabeL 

Au  mois  de  mai  1876,  la  fièvre  jaune  fit  encore  de  tels  ravages 
dans  la  malheureuse  ville  de  Rio  que  des  prières  publiques  furent 
ordonnées  pour  implorer  la  Providence  et  lui  demander  de  pren- 
dre en  pitié  cette  population  si  cruellement  éprouvée. 

En  1868,  1869, 1870, 1873,  1874,  Tépidémie  s^est  étendue 
jusqu'à  Bahia  où  de  nouveau  en  1876  elle  décima  la  population. 

En  1856  le  typhus  ictérode  aurait  fait  une  première  apparition 
à  Montevideo  et  à  Buenos-Ayres,  pour  reparaître  ensuite  en 
1871  à  Buenos-Ayres  et  en  1873  à  Montevideo.  Enfin  l'Assomp- 
tion en  1874  lui  aurait  aussi  payé  un  large  tribut.  Sur  la  côte  est 
de  l'Amérique  du  Sud,  au  Pérou,  Lima  et  Callao  auraient  été 
décimés  en  1854  par  la  fièvre  jaune  qui  y  aurait  été  importée  de 
Guayaquil. 

Aux  États-Unis  le  typhus  amaril  a  sévi  de  1850  à  1876  avec 
une  violence  relativement  aussi  grande  qu'aux  Antilles,  à  la 
Guyane  et  au  Brésil;  l'épidémie  y  a  en  outre  pénétré  plus  avant 
dans  l'intérieur  en  continuant  sa  marche  vers  le  nord.  C'est  ainsi 
qu'elle  a  fait  son  apparition  à  Memphis  dans  le  Tennessee,  à  Saint- 
Louis  dans  le  Missouri  et  qu'elle  a  été  même  observée  à  Cincin- 
nati. 

> 

Dans  l'Etat  de  la  Louisiane,  la  fièvre  jaune  s'est  manifestée  sous 
forme  épidémique  à  la  Nouvelle-Orléans  de  1 850  à  1 858,  en 
1862,  1863,  1864,  1867, 1870,  1871,  1872,  1873,  1875.  En 
1859,  elle  y  fut  importée  par  le  brick  Elisabeth  Ellen^  venant  de 
Cuba;  en  juillet  1862,  elle  fut  importée  de  Keywest;  en  sep- 
tembre de  la  même  année,  de  Nassau;  en  1871,  le  brick  Mary 
Pratty  arrivant  de  Cuba,  fut  le  premier  foyer  de  la  contagion  ; 
en  1873,  enfin,  1  épidémie  fut  transmise  par  le  Valparaiso  arri- 
vant aussi  de  Cuba. 

Louisvillefut  décimée  en  1873;  Alexandrie,  1853, 1854,1855; 
Algiers,  1853,  1858;  Bâton  Rouge,  1858;  Bayou-Sarah,  1853; 
Carrolton,  1855;  Coutreville,  à  50  milles  dans  l'intérieur,  1853, 
1855;  Washington,  1852,1853, 1854, 1867,  etc. 

Dans  l'état  de  Mississippi,  Biloxi  1853, 1858;  Brandon,  Clif- 
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ton,  Grandgolfe,  Greenwood,  Jackson,  1853;  Coopères  Well, 
1855;  Natchez,  1853, 1855,  1858;  Para-Christian,  1853, 1855, 
1858;  Wicksburg,  1858, 1871  ;  Woodville,  1852,  1853,  1855, 
1858;  Yazao,  1853. 

Au  Texas,  Alleyton,  Anderson,  Austin,  Bostrop,  Calvert, 
Chepel,  Hill,  Goliad,  Hampstead,  Hantville,  Lagrange,  Liberty, 
Navasota,  Rio-Grande,  Victoria,  etc.  Galveston  eut  à  subir  sept 
épidémies;  celle  de  1867  fut  la  plus  terrible.  A  Houston,  elle 
Sévit  à  six  reprises  différentes,  à  Indianola  en  1852, 1855,  1858, 
1859, 1862, 1867. 

En  1873  elle  flt  rage  à  Calvert,  Corpus-Ciiristi,  et  y  fut  impor- 
tée de  Shreveport,  point  qui  avait  été  contaminé  préalablement 
par  un  steamboat  provenant  de  la  Nouvelle-Orléans. 

Dans  TAlabama,  Cahawa,  Gitronelle,  Démopolis,  Futton,  Ho- 
lywood,  Montgomery,  Selma,  Spring-Hill,  Columbia  en  1853; 
Mobile,  1851,  1853,  1854,  1858,  1867  à  1870,  1873;  Mont- 
gomery, 1853,  1854, 1855, 1873. 

Dans  la  Floride,  Cadar  Keys,  Quainneville,  Tampa  en  reçu- 
rent de  nombreuses  visites,  mais  les  deux  localités  qui  furent  le 
plus  éprouvées  sont  Keywest,  station  militaire,  1853,1854, 1862, 
1864, 1865,  1867, 1869, 1873,  et  Pensacola,1853,  1854,1858, 
1863, 1867, 1873;  cette  dernière  année  le  germe  de  la  maladie 
fut  importé  par  le  Golden  Dream  provenant  de  Cuba. 

Dans  la  Géorgie  :  Baindbridge,  1873,  Savannah,  1852,  1853, 
1854,  1858.  Dans  TlUinois,  Cairo  situé  à  la  jonction  de  TOhin 
er.  du  Mississipià  99  mètres  au-dessusdu  niveau  de  la  mer^  1873. 

Dans  la  Caroline  du  Sud  :  Colombia,  Fortmoultrie,  Hilton- 
Head,  Pleasant,  Charleston  qui  eut  à  subir  huit  épidémies  suc- 
cessives. 

Dans  la  Caroline  du  Nord  :  Beaufort,  New-Berne,  Smithville. 

Dans  le  Tennessee  :  Memphis,  situé  sur  le  Mississipi  à 
80  mètres  au-dessus  du  niveau  de  la  mer,  fut  ravagée  en  1853, 
1855,1866,1873. 

Cette  dernière  année  la  maladie  fut  importée  de  la  Nouvelle- 
Orléans,  par  un  steamboat  faisant  le  service  de  la  rivière  entre 
les  deux  villes. 
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Dans  FArkansas  :  Columbia,  Grandiac,  Napoléon,  1853;  Little- 
Rock,  1873. 

Dans  la  Virginie  :  Gosport,  Portsmouth,  1855;  Scott's  Creeck, 
Hampton,  1869;  Norfolk,  1852, 1854,  1855. 

Dans  rOhio  :  1871,  1873,  Cincinnati,  situé  dans  rintérieur 
sur  les  bords  de  TOhio  à  70  mètres  au-dessus  du  niveau  de  fa 
mer. 

Dans  le  Maryland,  Baltimore,  1868. 

En  Pensylvanie,- Philadelphie,  1853,  1854, 1870. 

Dans  TEtat  de  New-York  :  Bay  Bridge,  Brooklyn,  Gowannes, 
Red  Hook,  Yellow  Hook,  Tile  du  Gouverneur,  enfin  New-York, 
de  1852  à  1856  et  en  1872  et  1873. 

Dans  le  Massachusetts,  Boston  1858. 

Sur  la  côte  occidentale  d'Afrique,  la  fièvre  jaune  sévissait 
avec  violence  en  1852  à  la  Côte  d'Or  et  dans  les  régions  avoisi- 
nantes. 

Elle  fit  de  nombreuses  victimes  dans  les  différents  ports  du 
golfe  de  Bénin,  au  Grand-Bassam,  et  Ion  pouvait  prévoir  qu'elle 
ne  tarderait  pas  à  remonter  vers  le  nord. 

En  1859,  dans  les  premiers  jours  de  Tannée,  elle  faisait  son 
apparition  à  Sierra-Leone  et  de  là  remontait  à  S*'-Marie-Bathurst. 
Le  9  août,  l'aviso  le  Rubis  arrivait  de  S'^'-Marie  à  Gorée  avec 
deux  malades  atteints  de  fièvre  jaune,  et  obtint  quand  même  la 
libre  pratique.  La  maladie  se  communiqua  alors  à  Gorée,  mais 
l'épidémie  n'atteint  son  summum  d'intensité  qu'au  mois  de  dé- 
cembre. Dackar,  Rufisque  ne  furent  pas  épargnés.  A  S*-Louis 
l'on  n'observa  que  quelques  cas  isolés. 

Les  trois  années  suivantes  furent  une  période  d'immunité  pour 
les  possessions  françaises  sur  la  côte  occidentale  d'Afrique,  tan- 
dis que  Sierra-Leone  et  la  Côte  d'Or  étaient  ravagées  par  la  fièvre 
jaune  dont  les  bouffées  épidémiques  atteignaient  nos  comptoirs 
du  Grand-Bassam. 

Le  2  août  1866,  elle  fit  son  apparition  à  Fernando-Po,  tandis 
que  le  typhus  régnait  à  Prayo  dans  les  iles  du  Cap-Vert.  Ce 
fut  dans  le  courant  de  cette  année  que  Ton  observa  à  Falmouth, 
en  Angleterre^  quelques  cas  de  fièvre  jaune,  à  bord  d'un  bâti- 
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ment  revenant  de  Sierra-Leone.  En  185S  elle  avait  encore  été 
importée  de  Sierra-Leone  en  Angleterre  à  Swansea  et  Lanelly. 

En  1866,  le  typhus  amaril  faisait  rage  à  Sierra-Leone  et  dans 
le  courant  de  la  même  année  reparaissait  en  Sénégambie.  Il  fut 
importé  de  Sainte-Marie-Bathurst  à  Corée  par  le  cdboieur  Marie^ 
Antoinette  et  un  autre  bâtiment  arrivant  de  Gambie  avec  des 
passagers.  Ce  fut  vers  le  12  octobre  que  Tépidémie  se  manifesta 
avec  le  plus  de  violence  pour  se  prolonger  jusqu*en  décembre. 
En  1866  elle  sévit  aussi  à  Gasamance,  après  avoir  suivi  une 
marche  opposée  à  celfe  qu'elle  affecte  ordinairement  sur  la  côte 
occidentale  d'Afrique.  Au  lieu  de  se  porter  du  sud  au  nord,  elle 
se  dirigea  du  nord  au  sud,  vers  Sad'hiou.  Gette  fois  elle  ne  dé» 
passa  pas  le  parallèle  de  Gorée  dans  sa  marche  du  sud  au  nord. 

En  novembre  1866,  un  Européen  mourut  de  la  fièvre  jaune 
a  Rufisque.Ses  effets  et  son  mobilier,  au  lieu  d*ètre  bnjlés,furent 
vendus  sans  avoir  été  fumigés,  et  disséminés  dans  le  pays,  à  Ru- 
fisque  et  Dackar.  Vers  les  premiers  jours  de  1867,  un  nouvel 
arrivé  d'Europe  débarqué  à  Dackar  y  logea  dans  une  chambre 
ou  était  mort  un  malade  atteint  de  la  fièvre  jaune.  A  peine  parti 
pour  Rufisque,  il  y  tomba  malade  à  son  tour;  en  avril  des  habi- 
tants de  Gorée  étant  venus  à  Rufisque  y  contractèrent  la  maladie 
et  l'importèrent  à  Gorée.  La  garnison  de  Gorée  fut  immédiate- 
ment évacuée  sur  St-Louis  où  elle  fut  transportée  par  le  bâtiment 
VÊtoile  et  mise  en  quarantaine,  mais  avec  elle  étaient  arrivés  des 
passagers  de  France  que  l'on  avait  pris  à  Dackar  et  qu'on  laissa 
débarquer  bien  qu'ils  eussent  cohabité  avec  des  gens  fortement 
soupçonnés  d'être  contaminés.  Peu  après,  l'épidémie  éclata  ;  le 
quartier  sud  de  Saint-Louis  fut  le  premier  atteint.  A  ce  moment 
l'on  avait  eu  soin  de  disséminer  sur  différents  points  de  l'inté- 
rieur les  troupes  de  Gorée  et  de  Saint-Louis. 

En  1869  et  1871  elle  aurait  existé  à  Backel  à  200  lieues  dans 
l'intérieur.  En  1867  elle  avait,  du  reste,  remonté  jusqu'à  Podor 
à  75  lieues  de  l'embouchure. 

En  1872-1873  l'on  eut  la  crainte  de  la  voir  reparaître.  En 
effet  dans  l'hivernage  de  1872,  elle  sévissait  à  Sierra-Leone  et 
à  Sainte-Marie-BathursL  Le  28  octobre  le  Baal  arrivait  sur  rade 
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de  Corée  avec  trois  passagers  européens  et  deux  mulâtres.  Le 
docteur  Béranger-Féraud  fit  mettre  la  barque  en  quarantaine. 
Quelques  jours  après  se  déclarait  à  bord  du  dit  bateau  deux  cas 
de  fièvre  jaune  qui  furent  tous  les  deux  mortels.  Ces  malades 
furent  transportés  au  lazaret  ;  il  se  déclara  encore  un  troisième 
cas  et  ce  fut  tout. 

A  Sainte-Marie-Bathurst  et  en  Gambie,  il  y  eut  de  nombreuses 
victimes.  A  Coast-Castle^  Elmina,  dans  les  possessions  anglaises, 
la  fièvre  jaune  fit  beaucoup  de  ravages  pendant  rhivernage  de 
1873.  La  même  année,  Ton  observa  à  Corée  un  cas  qui  fut  suivi 
de  mort 

Depuis  1876,  époque  à  laquelle  nous  quittâmes  le  service  de 
la  marine  militaire,  la  fièvre  jaune  a  encore  fait  plusieurs  appa- 
ritions,  aux  Antilles,  aux  Etats-Unis  où  Memphis  a  été  Tune  des 
cités  les  plus  éprouvées  ;  enfin  au  Sénégal  où  le  corps  médical, 
esclave  de  son  devoir  et  de  son  dévouement,  a  payé  un  trop  large 
tribut  à  la  maladie. 

Gomme  on  le  voit,  la  fièvre  jaune  est  une  affection  spéciale  aux 
latitudes  peu  élevées;  elle  sévit  principalement  dans  les  régions 
basses  et  marécageuses.  On  pourrait  lui  considérer  deux  foyers 
d*origine,  situés  tous  les  deux  sur  TAtlantique,  Tun  dans  le  golfe 
de  Mexique,  Tautre  dans  le  golfe  de  Guinée.  Elle  a  une  aire 
g(k>graphique  et  des  limites  modifiées  parfois  par  des  conditions 
topographiques  et  climatériques,  de  même  que  Ton  voit  la  faune 
et  la  flore  de  la  campagne  varier  suivant  le  climat  et  l'altitude. 

L'étude  de  ces  causes  de  variations  est  très  importante  pour 
la  fièvre  jaune  ;  quelques  degrés  d'élévation  en  plus,  pour  une 
localité,  peuvent  en  effet  présenter  le  double  avantage  de  l'immu- 
nité et  de  la  guérison.  De  toutes  les  régions  les  plus  insalubres 
sont  les  savanes,  les  terres  basses  marécageuses,  les  alluvions 
situées  à  l'embouchure  des  rivières  dans  lés  zones  tropicales  et 
tempérées.  Dans  ces  régions,  dont  les  conditions  hygiéniques  sont 
relativement  mauvaises,  les  hommes  qui  y  habitent  jouissent 
d'une  santé  plus  délicate  que  ceux  qui,  sous  les  mêmes  latitudes, 
se  sont  fixés  sur  des  hauteurs,  sur  des  plateaux  élevés  et  bien  aérés. 
Aussi  les  terres  basses  du  golfe  du  Mexique,  des  côtes  du  Brésili 
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des  Élats-L'nis,  de  la  côte  occidentale  d'Afrique,  surtout  le  long 
des  cours  d'eau,  sont-elles  fréquemment  visitées  par  les  épidé- 
mies du  typhus  amaril.  Dans  ces  différents  points  sévissent 
aussi  les  fièvres  paludéennes  et  les  autres  affections  propres  aux 
pays  chauds;  la  température  est  élevée  et  donne  une  moyenne 
de  27®  à  32°  ;  Tair  est  tout  à  la  fois  ciiaud  et  humide.  Mais  ces 
conditions,  à  elles  seules,  sont  insuffisantes  pour  la  production 
de  la  fièvre  jaune;  car,  s'il  en  était  autrement,  elle  pourrait 
étendre  son  rayon  sur  une  échelle  beaucoup  plus  large  et  bien 
des  localités  du  littoral  et  de  Tintérieur  qui,  aujourd'hui  encore, 
sont  indemnes,  auraient  pu  être  contaminées.  Il  existe  en  effet 
d'autres  conditions  climatériques  essentielles  à  son  origine  et  à 
sa  propagation,  mais  on  ne  les  connaît  pas  encore. 

Remarquons  seulement  qu'une  fois  que  l'épidémie  s'est  dé- 
clarée elle  continue  ses  ravages,  que  la  température  reste  la 
même  ou  s'abaisse  de  quelques  degrés  ;  mais  qu'il  survienne  un 
orage,  des  pluies  torrentielles,  que  surtout  les  gelées,  les  froids 
commencent  à  se  faire  sentir,  elle  diminue  aussitôt  d'intensité  ei 
même  le  plus  souvent  disparait  complètement,  pour  ne  plus  reve- 
nir ou  parfois  pour  reparaître  l'année  suivante  avec  une  nouvelle 
violence. 

Chose  remarquable,  cette  fièvre  ne  sévit  que  sur  les  côtes,  en 
remontant  quelquefois  le  cours  des  rivières  jusqu'à  150  et  200 
milles  dans  l'intérieur;  mais,  règle  générale,  elle  ne  pénètre 
jamais  dans  l'intérieur  des  terres.  Ainsi  au  Mexique  elle  ne  sévit 
pas  au  delà  du  rayon  de  quelques  lieues  et  lors  de  l'expédition 
française  dans  ce  pays,  les  troupes  qui  furent  dirigées  en  dehors 
de  la  zone  des  terres  chaudes  dans  l'intérieur  ne  furent  pas  dé- 
cimées par  ce  fléau  intertropical.  Aux  États-Unis  les  points  les 
plus  éloignés  où  elle  ait  paru  sont  Saint-Louis  dans  le  Missouri, 
Memphis  dans  le  Tennessee  et  Cincinnati  dans  l'Ohio  ;  encore 
dans  cette  dernière  ville  en  1871  et  1873,  n'y  eut-il  que  quel- 
ques cas  isolés  chez  des  personnes  qui  avaient  fui  le  foyer  de 
l'infection  et  portaient  en  elles  le  germe  de  la  maladie.  Au  Brésil, 
ainsi  que  le  fait  remarquer  le  docteur  BoureNRoncière,  les  pro- 
vinces maritimes  de  cet  empire  ont  seules  été  éprouvées;  celles 
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de  Maranhao  et  de  Ceara  ont  été  épargnées.  Au  Sénégal,  la  fièvre 
jaune  a  remonté  jusqu^à  Podor  à  75  lieues  dans  Tintérieur,  et 
Ton  prétend  qu*on  Ta  observée  à  Backel  à  200  milles  dans  Tin- 
térieur. 

C'est  une  maladie  des  villes,  des  grands  centres  de  popula- 
tion, plutôt  qu'une  affection  des  bourgs  et  des  campagnes  ;  elle 
sévit  de  préférence  dans  les  régions  très  peuplées  où  existent 
de  vastes  centres  commerciaux  et  industriels,  et  rarement  on 
l'observe  dans  les  districts  peu  habités  où  les  habitants  sont  plus 
ou  moins  isolés  ou  disséminés  sur  une  vaste  étendue  de  terrain. 
Déplus  lorsque,  dans  une  même  ville,  elle  fait  plusieurs  appa- 
ritions à  des  époques  plus  ou  moins  éloignées,  le  nombre  des 
personnes  atteintes,  comme  la  mortalité,  se  trouvent  en  propor- 
tion de  l'augmentation  de  la  population . 

La  fièvre  jaune  ne  dépasse  jamais  un  certain  degré  d'altitude, 
c'est  un  caractère  qui  lui  est  propre  et  la  distingue  même  des 
fièvres  paludéennes.  En  physique  l'on  nous  apprend  qu'à  une 
hauteur  de  100  à  132  mètres  au-dessus  du  niveau  de  la  mer,  il 
se  produit  un  abaissement  de  température  égal  à  celui  que  Ton 
obtiendrait  en  se  rapprochant  du  pôle  de  un  à  deux  degrés. 
Furster,  d'autre  part,  dans  son  ouvrage  sur  les  maladies  de  la 
France  dans  leurs  rapports  avec  les  saisons,  appelle  l'attention 
de  ses  lecteurs  sur  le  fait  suivant  :  sous  l'équateur,  un  degré  de 
froid  correspond  généralement  à  une  élévation  de  219  mètres, 
dans  la  zone  tempérée  à  une  altitude  de  ili  mètres.  En  hiver 
un  degré  de  froid  répond  à  une  hauteur  de  70  mètres,  c'est-à- 
dire  9S  mètres  de  moins  qu'en  été;  à  sept  heures  du  matin  un 
degré  de  froid  répond  à  60  mèlres  d'élévation  ou  65  mètres  de 
moins  qu'à  cinq  heures  du  soir.  Enfin  à  Paris,  pendant  la  saison 
chaude,  alors  que  le  sol  est  presque  aussi  échauffé  que  dans  les 
régions  tropicales,  Gay-Lussac  a  démontré  dans  ses  expériences 
aérostatiques  que,  à  une  hauteur  de  7000  mètres,  un  degré  de 
froid  était  représenté  par  174'  mètres  d'élévation. 

En  admettant  l'exactitude  de  ses  observations,  il  en  résulte, 
comme  l'a  fait  remarquer  Boudin,  qu'à  46""  de  latitude  nord  par 
une  altitude  de  2000  mètres^  nous  devons  trouver  la  même 
V.  8 
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température  qu'en  Laponie.  Ce  fait  explique  comment  les  bouf- 
fées épidémiques,  qui  diminuent  de  fréquence  et  d*intensité  è 
mesure  que  Ton  s'avance  vers  le  nord  et  finissent  par  dispa- 
raître complètement  à  partir  d'une  certaine  latitude,  doivent 
également  cesser  d'exister  à  une  certaine  hauteur  au-dessus  du 
niveau  de  la  mer. 

C'est  pour  cette  raison  que  Marroontown  et  Phénix  Park,  è  la 
Jamaïque,  situés  à  650  mètres  au-dessus  du  niveau  de  la  mer, 
sont  remarquables  par  leur  salubrité.  Le  major  Tullock,  qui  a 
signalé  ce  fait,  ajoute  que  ces  deux  points  jouissent  de  la  plus 
grande  immunité  au  point  de  vue  de  la  fièvre  jaune,  tandis  que 
les  parties  basses  et  marécageuses  et  toutes  les  côtes  de  Tile  sont 
ravagées  par  de  violentes  épidémies. 

La  Cabrile  intérieure,  à  142  mètres,  et  laCabrite  extérieure,  à 
192  mètres  d'élévation,  sont  également  réputées  pour  leur  salu- 
brité. II  en  est  de  même  de  Monk's  Hill  près  d'Antigue,  du 
morne  Cardigan  (132  mètres),  de  Richmond  Heigbts  (237 
mètres). 

A  ri  le  Dominique,  le  mont  Dumoulin,  près  du  Roseau  (487 
mètres)  a  toujours  joui  de  la  plus  grande  immunité;  ainsi  que 
toutes  les  parties  montagneuses  de  Saint-Domingue,  quelle  que 
soit,  du  reste,  la  nature  du  sol. 

D  après  Humboldt,  à  Mexico,  la  ferme  Encero,  dont  l'altitude 
est  de  928  mètres,  forme  la  limite  extrême  du  Vomito  et  les 
bouffées  épidémiques  ne  passent  que  difficilement  au-dessus  de 
la  chaîne  des  montagnes  qui  sépare  Laguayra  de  la  vallée  de 
Caracas. 

Le  major  Tullock  fait  remarquer  qu'une  élévation  de  200  à 
250  mètres  au-dessus  du  niveau  de  la  mer  ne  suffit  pas  pour 
assurer  l'immunité,  puisque  le  fort  Saint-Georges  à  Tobago,  le 
morne  Fortuné  à  Sainte-Lucie,  le  mont  Bruce  à  Dominique,  ont 
été  plusieurs  fois  visités  par  la  fièvre  jaune,  mais  il  croit  pou- 
voir établir  qu'à  une  hauteur  de  800  à  850  mètres,  elle  cesse  de 
sévir  sous  forme  épidémique  et  que,  si  on  l'observe  parfois,  ce 
n'est  plus  la  fièvre  jaune,  mais  une  affection  modifiée  dans  sa 
nature  même  et  qui  ne  cause  pas  plus  de  mortalité  que  les  autres 
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affections  auxquelles  les  Européens  sont  exposés  dans  leurs  pays. 
Bally  assigne  aussi  à  la  fièvre  jaune  des  limites  analogues. 

Aux  Etats-Unis  y  d  après  Dracke,  la  limite  supérieure  où  la 
fièvre  jaune  a  été  observée,  est  représentée  par  une  élévation  de 
130  mètres.  Cependant  elle  a  sévi  à  Little-Rock  à  167  mètres 
d*altitude,  dans  TArkansas,  à  Winchester  à  218  mètres  d'alti- 
tude, et  enfin  en  1870  et  1871  à  Cincinnati,  où  elle  fut  importée 
par  les  steamboats  faisant  le  service  entre  cette  ville,  Memphis 
et  la  Nouvelle-Orléans.  Quoi  qu'il  en  soit,  le  point  le  plus  élevé 
des  Etats-Unis  qui  ait  été  contaminé,  n'a  pas  une  altitude  égaie 
au  tiers  de  celle  de  la  ferme  Encero  où,  d'après  Humboldt,  la 
fièvre  jaune  aurait  fait  son  apparition. 

1000  à  1200  mètres  nu-dessus  du  niveau  de  la  mer  consti- 
tuent une  altitude  où  quelles  que  soient  l'élévation  de  la  tempéra- 
ture et  les  conditions  hygiéniques  du  pays,  les  habitants  pourront 
trouver  une  sécurité  complète,  une  immunité  assurée  contre  les 
épidémies  du  typhus  ictérode.  On  pourra  parfois  y  observer 
quelques  cas  isolés,  mais  jamais  la  maladie  ne  pourra  y  prendre 
naissance  ni  s'y  propager. 

A  une  certaine  hauteur  au-dessus  du  niveau  de  la  mer  la  fièvre 
jaune  ne  rencontre  plus  de  conditions  climatériqucs  favorables  à 
son  évolution,  elle  ne  peut  y  prendre  naissance  parce  que  Télas- 
ticité  et  la  pureté  de  l'air  y  sont  plus  grandes,  la  pression  atmo- 
sphérique moins  élevée  et  que  les  venls  y  soufflent  avec  plus  de 
régularité.  Mais  toutes  ces  conditions  ne  viennent  qu'au  second 
plan;  la  cause  essentielle  qui  s'oppose  à  son  développement  c'est 
rabaissement  de  la  température,  le  germe  de  la  maladie  ne  pou- 
vant vivre  et  se  développer  que  sous  l'influence  d'une  tempéra- 
ture assez  élevée.  C'est  en  vertu  de  cette  loi  que  les  limites  géo- 
graphiques de  la  fièvre  jaune  sont  relativement  peu  étendues 
dans  la  direction  du  nord.  Les  différents  groupes  d'îles  qui  con- 
stituent ce  que  l'on  appelait  les  Indes  Occidentales,  la  partie  des 
côtes  de  l'Amérique  du  Nord  et  du  Centre- Amérique  qui  con- 
stituent le  golfe  du  Mexique,  la  Côte  d'Or,  les  côtes  des  Palmes 
et  de  Bénin  sur  la  côte  occidentale  d'Afrique,  constituent  son 
véritable  domaine.   Du  Brésil  à  Charleston ,  d'une  part,  des 
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Barbades  à  Tampico,  d*autre  part,  de  même  que  de  Sierra-Leone 
è  Sainte-Marie-Bathurst,  existent  à  des  degrés  divers,  par  suite 
des  variations  de  saison,  et  des  positions  respectives  des  localités, 
toutes  les  conditions  climatériques  nécessaires  pour  engendrer 
cette  affection.  On  Ta  observée  souvent,  bien  que  ce  ne  soit  pas 
une  règle  générale,  dans  plusieurs  villes  situées  plus  au  nord  que 
Charleston;  elle  a  ravagé  occasionnellement  quelques  ports  des 
États  du  Centre,  situés  sur  TAtlantique  et  a  même  remonté 
jusqu*à  Boston.  Elle  a  fait  de  nombreuses  apparitions  dans 
la  vallée  du  Mississipi,  tandis  qu'à  Test,  sous  les  mêmes  lati- 
tudes, elle  a  ravagé  à  plusieurs  reprises  Cadix,  Séville,  Car- 
thagène,  Barcelone,  Gibraltar,  etc.,  en  Espagne  ;  Malte,  Livourne 
en  Italie;  Rochefort,  Brest,  Saint-Nazaire  en  France;  Swansea, 
Lanelly,  Falmouth  en  Angleterre.  En  Afrique  enfin,  à  plusieurs 
reprises,  elle  a  remonté  jusqu'à  Gorée,  dépassé  le  parallèle  du 
Sénégal  et  décimé  Saint-Louis.  Dans  l'Amérique  du  Sud,  elle  a 
fait  quelques  apparitions  à  Montevideo,  Buenos-Âyres,  l'Assomp- 
tion d'une  part,  et  d'autre  part  à  Callao,  Lima,  sur  la  côte  est.  La 
fièvre  jaune  a  donc  mis  à  contribution  une  grande  partie  du 
globe. 

Au  milieu  de  l'Océan  se  trouvent  aussi  deux  groupes  d'iles,  les 
Bermudes  et  les  tles  du  Cap- Vert  qui  ont  été  à  plusieurs  reprises 
infectées  par  la  fièvre  jaune.  De  ces  deux  groupes  d'iles  et  prin- 
cipalement des  iles  du  Cap-Vert  où  relâchent  de  nombreux 
steamers,  le  germe  de  la  maladie  a  pu  être  transporté  dans  diffé- 
rentes directions  et  venir  contaminer  bien  des  localités  qui 
jusque-là  avaient  été  indemnes. 

Dans  les  régions  où  elle  règne  à  l'état  épidémique,  la  fièvre 
jaune  se  manifeste  toujours  à  la  même  époque.  Le  docteur  Bar- 
ton  de  la  Nouvelle-Orléans  a,  en  effet,  signalé  ce  fait  que,  en 
moyenne,  une  année  dans  l'autre,  les  épidémies  de  fièvre  jaune 
commencent  au  mois  de  mai  ou  un  peu  plus  tôt  dans  les  Indes 
Occidentales,  l'Amérique  du  Sud  et  au  Mexique,  qu'à  la  Nou- 
velle-Orléans elle  ne  s'observe  que  deux  mois  après  et  qu'enfin 
elle  ne  sévit  pas  épidémiquement  avant  le  mois  de  juillet  dans 
les  États  du  Centre  et  en  Europe.  Ainsi  commençant  à  Rio  en 
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janvier^elle  remonterait  vers  le  nord  après  avoir  atteint  son  sum- 
mum d'intensité  et  exercerait  ses  ravages  sur  la  côte  nord  de' 
TAmérique  du  Sud  en  avril  et  mai,  aux  Indes  Occidentales^  à  la 
Vera-Cruz  en  mai  et  juin,  à  la  Nouvelle -Orléans  en  juillet  et 
n'atteindrait  ses  limites  extrêmes  septentrionales  qu'en  août  et 
septembre. 

Les  tableaux  de  statistique  que  nous  avons  faits  après  de 
longues  recherches  et  que  nous  publierons  prochainement,  nous 
apprennent  qu'aux  Etats-Unis  les  différentes  épidémies  de  fièvre 
jaune  ont  commencé  par  ordre  de  fréquence  en  août  104  fois, 
septembre  51,  juillet  46,  juin  24,  mai  10,  octobre  8,  pour  se 
terminer  en  novembre  65  fois,  octobre  42,  décembre  24,  sep- 
tembre 11,  août  4,  janvier  1. 

A  la  Guadeloupe,  mars,  janvier,  février,  septembre,  octobre, 
sont  les  mois  de  début  des  épidémies  et  septembre,  juillet,  juin, 
août,  décembre,  les  époques  de  terminaison. 

A  la  Martinique  le  mois  d'octobre  a  surtout  marqué  dans  les 
fastes  de  Thistoire  de  la  fièvre  jaune.  «  Le  typhus  amaril,  dit  le 
docteur  Gornilliac,  apparaît  presque  toujours  au  mois  d'octobre. 
Il  semble  préférer  cette  époque  qui  précède  la  saison  des  cha- 
leurs. Ainsi  l'épidémie,  commencée  en  octobre  1838,  sévit  pen- 
dant le  cours  de  1839  jusqu'en  mars  1840.  A  partir  de  l'hiver- 
nage, elle  parait  perdre  de  sa  gravité  et  s'offre  sous  la  forme 
rémittente  de  mars  à  septembre  1840,  cessation  complète  à  Saint- 
Pierre,  mais  la  maladie  s'observe  toujours  à  Fort-de-France. 

A  la  fin  de  l'hivernage,  apparition  de  quelques  cas  à  Saint- 
Pierre.  En  1841  la  recrudescence  commença  à  la  fin  du  dernier 
hivernage,  se  prolongea  jusqu'en  juillet;  il  y  eut  une  reprise  en 
octobre.  En  1842  la  maladie  n'existait  pas  à  Saint-Pierre,  légère 
reprise  en  octobre.  En  1843  la  reprise  commence  en  novembre, 
continue  jusqu'en  mars,  recrudescence  très  marquée  en  octobre. 
En  1844  la  recrudescence  se  prolonge  assez  forte  jusqu'en 
février;  tous  les  autres  mois  jusqu'en  octobre,  où  cesse  l'épidémie, 
présentent  quelques  cas.  En  1851  elle  débute  encore  en  octobre 
à  Saint-Pierre,  cesse  brusquement  en  octobre  18S3,  pour  ne 
reparaître  qu'en  octobre  185S  et  s'éteindre  définitivement  en 
octobre  1 857.  > 
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Au  Brésil,  les  mois  d*avril  et  de  juillet  sont  les  époques  du 
*début  des  épidémies,  parfois  avec  recrudescence  au  mois  d'oc- 
tobre. Au  Sénégal,  juin,  août,  septembre,  octobre,  novembre  ont 
été  les  mois  où  l'épidémie  s'est  déclarée  à  plusieurs  reprises. 

En  Espagne,  en  France,  les  mois  de  juin,  juillet  et  août  ont 
marqué  le  moment  où  l'épidémie  a  éclaté. 

Quel  que  soit  du  reste  le  mois  de  l'année  où  l'épidémie  se  dé- 
clare, nous  devons  remarquer,  avant  tout,  que  c'est  toujours  à 
l'époque  la  plus  chaude  de  l'année  que  la  maladie  fait  son  appa- 
rition. 

La  fièvre  jaune  a  donc  deux  foyers,  situés  sur  l'Atlantique,  d'où 
partent,  à  un  moment  donné,  des  bouffées  épidémiques  qui  vont 
porter  leurs  ravages  à  des  latitudes  diverses,  mais  l'on  ne  saurait 
préciser  l'année  où  elle  a  fait  son  apparition  dans  les  zones  tor- 
rides.  Quelques  écrivains  rapportent  l'époque  de  la  première 
manifestation  de  ce  fléau  intertropical,  en  Amérique,  au 
XVP  siècle  et  le  considèrent  comme  importé  d'Afrique  par  les 
bâtiments  qui  se  livrèrent  à  la  traite  des  noirs.  D'autres  ont  ad- 
mis la  tradition  qui  attribue  son  importation  au  bâtiment  de 
guerre  français  VOriflumme,  se  rendant  de  Siam  aux  Antilles  en 
1686  ou  1690,  d'où  le  nom  de  mal  de  Siam.  Quelques-uns  la 
regardent  comme  originaire  de  l'Est  et  n'étant  qu'une  forme 
modifiée  de  la  peste  orientale  ;  enfin  les  auteurs  espagnols  par- 
tagent l'opinion  d'Alexandre  de  Humboldt  et  admettent  avec  lui 
que  le  vomito  est  originaire  des  Antilles  et  du  Centre-Amérique 
et  qu'il  y  a  sévi  à  partir  du  moment  où  les  aventuriers  européens, 
avides  d'or  et  de  puissance,  ont  envahi  les  Indes  Occidentales 
après  la  découverte  du  nouveau  monde  par  Christophe  Colomb 
en  1492. 

Dans  ces  dernières  années  le  D' Joseph  Jones  de  la  Nouvelle- 
Orléans  a  fait  des  recherches  sur  l'influence  que  la  traite  des 
noirs  en  Afrique  a  pu  avoir  sur  le  développement  de  cette  affec- 
tion et  sur  le  rôle  qu'a  pu  jouer  cette  importation  d'une  popu- 
lation étrangère  dans  la  production  des  épidémies  de  fièvre  jaune 
aux  Antilles  et  dans  le  Centre-Amérique. 

On  ne  possède  que  des  renseignements  fort  vagues  sur  les 
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affections  qui  pouvaienl  affecter  ces  malheureux  pendant  le 
temps  où  ils  étaient  confinés  sur  les  marchés  de  la  côte  d^Afrique, 
comme  pendant  les  traversées  plus  ou  moins  longues  qu*ils  de- 
vaient faire  sur  des  navires  où  Tencombrement  et  le  peu  de  soins 
apportés  à  entretenir  la  propreté  des  cales  devenaient  forcément 
des  causes  d'infection. 

En  1669  éclata  à  Saint-Domingue  une  violente  épidémie  de 
fièvre  jaune  dont  l'importation  fut  attribuée  aux  négriers  arri- 
vant de  la  côte  d'Afrique,  et  les  autorités  locales  prirent  des  me- 
sures rigoureuses  pour  prévenir  Tintroduction  de  cette  fièvre 
maligne  et  contagieuse  par  cette  marchandise  humaine. 

Des  règlements  furent  faits  sur  la  façon  dont  les  nègres  de- 
vaient être  nourris  et  traités  à  bord,  sur  le  nombre  que  chaque 
bâtiment,  suivant  son  tonnage,  pouvait  importer,  et  des  primes 
furent  accordées  aux  capitaines  dont  les  bâtiments  arrivaient 
dans  de  bonnes  conditions  sanitaires. 

A  la  Jamaïque  seulement,  au  port  de  Montego  Bay,  du  18  no- 
nembre  1789  au  15  juillet  1791,  il  y  eut  9993  noirs  importés 
par  38  bâtiments.  La  mortalité  â  la  mer  fut  environ  de  7  p.  c. 
de  la  masse  totale. 

La  plus  grande  partie  des  décès  se  produisit  à  bord  des  né- 
griers qui  avaient  pris  leur  chargement  sur  le  même  point  de  la 
côte  d'Afrique,  dans  le  golfe  de  Bénin.  Les  nègres  de  cette  région 
y  auraient  puisé  le  germe  d'une  affection  contagieuse  qui  régnait 
généralement  sur  les  côtes  basses  et  marécageuses  de  la  rivière 
Bonny,  pendant  les  mois  d'automne,  et  y  décimait  les  popula- 
tions. 

Les  nègres,  en  général,  d'après  ce  qui  a  été  observé  en  Amé- 
rique, ne  sont  que  fort  rarement  atteints  par  la  fièvre  jaune; mais 
il  est  parfaitement  admissible  que,  provenant  d'un  pays  où  elle 
est  endémique,  ils  aient  pu  dans  certaines  traversées  être  déci- 
més par  cette  affection,  surtout  avant  que  la  traite  eut  été  régula- 
risée. On  a  vu,  en  effet,  des  navires  de  240  tonnes  transporter 
non  moins  de  520  esclaves  et  l'espace  pour  chacun  d'eux  n'était 
que  d'environ  ^5  de  mètre  cube.  La  conséquence  de  cet  amour 
de  lucre  était  souvent  une  perte  de  15  p.  c.  à  la  mer,  et  dans  les 
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ports  avant  le  moment  de  la  vente  de  4  1/2  p.  c.  par  suite  des 
affections  contractées  à  la  mer. 

Plusieurs  écrivains  ont  émis  l'idée  que  dans  la  traite  des 
noirs  existait  un  foyer  d  origine  permanent  pour  la  fièvre  jaune. 

«  Je  suis  convaincu,  dit  le  D'  William  Gurrie,  que  c*est  une 
maladie  contagieuse  et  que,  toutes  les  fois  qu'elle  apparaît  dans 
ce  pays,  le  principe  contagieux  à  été  importé  de  quelques  îles 
des  Indes  Occidentales  par  des  personnes  infectées,  des  effets  de 
couchage,  des  vêtements  ayant  servi  aux  malades,  mais  je  ne 
saurais  dire  d'une  manière  certaine  à  quelle  cause  est  due  la 
contagion  et  comment  elle  se  produit.  Cependant  j'incline  à 
croire,  d'après  les  faits  mentionnés  par  différents  auteurs  et 
principalement  le  père  Tafat,  le  D'  des  Tortes,  Dalzille,  sir 
G.  Hughes,  don  UUoa,  Roûppe,  Scholle  et  plus  récemment 
Ghisolm,  que  cette  maladie  contagieuse  est  seulement  engendrée 
à  bord  des  transports  où  existent  l'encombrement  et  un  défaut 
de  soins  de  propreté,  à  bord  des  bâtiments  de  guerre  qui  ont  fait 
un  long  séjour  dans  les  pays  chauds,  et  qu'elle  est  due  aux  exha- 
lations du  corps  dont  les  fonctions  sont  plus  ou  moins  altérées, 
par  leur  séjour  dans  les  zones  torrides,  et  d'autre  part  aux  éma- 
nations qui  se  dégagent  des  eaux  corrompues  et  croupissantes  de 
la  cale,  surtout  pendant  la  saison  des  pluies  alors  que  l'air  frais 
ne  peut  plus  circuler  librement  dans  les  différents  comparti- 
ments du  bâtiment,  que  la  propreté  est  négligée,  que  les  exhalai- 
sons nuisibles  s'accumulent  dans  les  cales.  On  n'a  jamais  vu  la 
maladie  faire  son  apparition  sur  les  côtes  des  pays  tropicaux, 
sans  le  concours  de  toutes  ces  conditions  qui  se  présentent  à 
bord.  » 

Bryan  Edwards,  dans  son  ouvrage  sur  les  maladies  des  nègres, 
ne  fait  pas  mention  de  la  fièvre  jaune;  d'après  lui  les  principales 
maladies  sont  le  cacaba  ou  lèpre  des  Arabes  et  le  yaw  que  Ton 
suppose  être  la  lèpre  lévi tique,  enfin  le  tétanos  ou  locked-jaw 
chez  les  enfants  et  le  mal  d'estomac,  stomach  evil,  chez  les 
adultes.  D'après  l'abbé  Raynal,  le  yaw  et  le  mal  d'estomac  sont 
les  deux  maladies  que  l'on  observe  le  plus  fréquemment  chez  les 
nègres. 
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Dans  le  voisinage  de  Téquateur,  dit-il,  les  blancs  sont  exposés 
à  une  fièvre  chaude  et  maligne,  connue  sous  différents  noms  et 
caractérisée  par  des  hémorragies.  Le  sang  qui  entre  en  ébullî<> 
tion  sous  les  rayons  ardents  du  soleil,  s'écoule  par  le  nez,  les 
yeux  et  autres  parties  du  corps.  Dans  les  iles  ces  accidents  sont 
si  terribles  qu'ils  deviennent  promptement  mortels  si  on  ne  les 
combat  énergiquement.  Presque  tous  les  Européens  qui  arrivent 
en  Amérique  y  sont  exposés  ;  il  en  est  de  même  des  créoles 
qui  reviennent  dans  les  pays  chauds  après  un  long  séjour  dans 
les  climats  tempérés.  Dalzille,  dans  ses  observations  sur  les 
nègres,  mentionne  les  formes  variées  de  la  fièvre  paludéenne  à 
paroxysmes,  mais  il  ne  parle  pas  de  la  fièvre  jaune.  Hillary  non 
plus  ne  fait  pas  allusion  à  cette  affection  ni  à  son  importation 
d'Afrique.  Pour  lui  la  fièvre  jaune  est  indigène  aux  iles  des 
Indes  Occidentales  et  au  continent  de  l'Amérique  entre  les  tro- 
piques et  dans  les  régions  environnantes  et  spécialement  à  toute 
la  zone  torride.  Il  ne  comprend  pas  que  Warren  ait  voulu 
établir  que  cette  affection  est  d'origine  orientale  et  a  été  importée 
de  la  Palestine  à  Marseille  et  de  ce  port  à  la  Martinique  et  aux 
Barbades  environ  37  ans  après.  Ce  sont  toujours,  dit-il,  ceux 
qui  arrivent  des  pays  froids  et  tempérés  qui  sont  atteints  de  cette 
fièvre  ainsi  que  ceux  qui  font  abus  de  boissons  alcooliques  et 
qui  travaillent  ou  font  de  violents  exercices  par  les  fortes  cha- 
leurs. 

Malgré  la  position  plus  que  précaire  des  esclaves  à  bord,  dit 
Lind  dans  son  traité  des  affections  des  pays  chauds,  malgré  Tair 
méphitique  qu'ils  y  respirent,  malgré  la  dyssenterie  à  laquelle 
ils  sont  sujets,  les  souffrances  qu'ils  endurent  par  suite  de  chan- 
gement de  climat,  l'on  observe  à  peine  parmi  eux  l'infection  et 
si  une  fièvre  accidentelle  survient  par  suite  du  défaut  d'acclima- 
tation et  devient  infectieuse,  elle  est  beaucoup  plus  légère  que 
dans  toute  autre  circonstance. 

Les  D"  Trotter,  Garden  de  Gharleston,  Bancrofft,  ont  aussi 
combattu  l'opinion  que  la  fièvre  jaune  a  été  importée  de  la  côte 
occidentale  d'Afrique  et  admettent  qu'elle  est  originaire  des 
Indes  Occidentales.  C'est  aussi  l'opinion  des  médecins  anglais  et 
français. 
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De  tout  ceci  il  résulte  que  Ton  ne  peut  considérer  comme 
admissible  rcxislence  d'un  foyer  unique  du  typhus  amaril  sur  la 
côte  occidentale  d'Afrique.  Cette  affection  existait  avant  la  traite 
aux  Indes  Occidentales  et  elle  en  est  originaire  tout  aussi  bien 
que  du  golfe  de  Guii^e. 

Il  est  seulement  plus  que  probable  que  les  bouffées  épidé- 
miques  ont  pu,  dans  certains  cas,  se  transmettre  à  travers  TAt- 
lantique  de  la  côte  occidentale  d'Afrique  aux  Indes  Occidentales 
et  réciproquement,  par  suite  des  relations  commerciales  qui  se 
sont  établies  entre  les  deux  pays ,  de  même  que  ces  dernières 
années,  on  a  vu  la  fièvre  jaune  importée  de  Cuba  dans  diffé- 
rents ports  d'Espagne,  à  Saint-Nazaire  en  France,  et  de  Sierra- 
Leone  à  Lanelly,  Swansea  et  Falmouth  en  Angleterre. 
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Conférence  iaite  dans  l'assemblée  générale  du  lundi  aS  avril  i88z. 


Nous  sommes  bien  loin  de  ces  temps  antiques  où  un  Aristote 
pouvait  prétendre  à  Tuniversalité  des  connaissances  humaines, 
depuis  les  distinctions  subtiles  et  incertaines  de  la  métaphysique 
jusqu'aux  faits  si  positifs  et  si  nombreux  de  Thistoire  naturelle. 
Aujourd'hui  pour  qu'un  seul  homme  mène  à  fin  pareille  entre- 
prise il  faudrait  une  puissance  intellectuelle  et  un  savoir  tels  qu'il 
ne  s'en  rencontrera  plus  ;  une  société  scientifique  comme  la 
nôtre  peut  seule  viser  à  un  but  aussi  élevé  en  unissant  les  efforts 
de  tous  ses  membres. 

Après  plusieurs  périodes  de  silence  intellectuel,  après  ces 
alternatives  d'activité  et  de  repos  dans  la  civilisation  que  l'his- 
toire montre  partout  comme  le  caractère  commun  de  l'esprit 
humain,  nous  continuons  enfin  avec  ardeur  une  marche  ascen- 
dante. On  ne  se  contente  plus  de  constater  une  seule  fois  tel  fait 
solitaire  :  on  le  vérifie  à  plusieurs  reprises  et  dans  des  conditions 
différenics  afin  de  discerner  laquelle  de  ces  conditions  influence 
tel  détail  du  phénomène  ;  on  s'efforce  de  remonter  ainsi  à  sa 
cause  réelle  ou  du  moins  probable.  Ce  n'est  pas  tout  :  l'esprit  de 
critique  est  le  caractère  éminent  du  XIX'  siècle.  Proclamant  à 
bon  droit  le  besoin  souverain  de  connaitre  l'exacte  vérité,  cet 
esprit  a  envahi  tout  le  domaine  des  sciences.  On  veut  distinguer 


2.  —  424  — 

entre  le  fait  probable  et  l'hypothèse  séduisante;  on  constate  Técart 
entre  deux  observations  pareilles  en  apparence,  on  calcule  Ter- 
reur,  on  demande  les  renseignements  nécessaires  pour  mettre 
d'un  côté  les  divergences  qui  tiennent  aux  imperfections  des  sens 
ou  même  de  Fintelligence,  d  autre  part  on  enregistre  par  une 
analyse  cauteleuse  ces  difiërences  qui  semblent  provenir  de  causes 
encore  cachées,  car  il  s'agit  de  les  découvrir  d'abord  et  de  les 
approfondir  ensuite. 

Ce  travail  préalable  permet  au  théoricien  de  donner  une  base 
solide  à  ses  hypothèses,  d'en  pressentir  les  conséquences,  et 
d'énoncer  ces  cas  cruciaux  de  Bacon  qui  confirment  ou  démo- 
lissent  des  conceptions  fausses^  imparfaites  ou  prématurées. 
L'histoire  des  explications  abandonnées  comme  incompatibles 
avec  tels  faits  nouveaux  ne  sert  pas  seulement  à  humilier  le 
savant  en  lui  inspirant  une  défiance  salutaire  de  ses  moyens  :  elle 
lui  suggère  surtout  des  expériences  utiles,  des  théories  simple- 
ment amendées  ou  entièrement  nouvelles.  Heureux  celui  qui  peut 
imaginer  une  théorie  capable  d'embrasser  tous  les  faits  connus! 

Jadis,  si  Ton  peut  se  fier  au  peu  que  nous  savons  de  la  Ghaldée 
et  de  l'Egypte,  l'étude  des  sciences  était  réservée  à  des  adeptes 
rares  et  choisis.  La  science  tenait  au  sacerdoce  ;  il  fallait  être 
prêtre  avant  d'être  savant.  La  scienceélant  une  puissance,  on  sem- 
blait craindre  que  l'homme  n'en  abusât,  et  on  n'en  permettait 
la  poursuite  qu'à  des  initiés  retenus  dans  les  bornes  du  devoir 
par  une  éducation  morale  et  par  le  lien  de  la  hiérarchie  dont  ils 
faisaient  partie.  Il  en  est  tout  autrement  aujourd'hui.  Nous  appli- 
quons à  l'ensemble  des  connaissances  humaines,  et  Dieu  veuille 
que  ce  soit  sans  danger,  le  précepte  donné  par  l'Evangile  pour 
le  domaine  moral  :  c  On  n'allume  point  une  lampe  pour  la 
mettre  sous  le  boisseau...  que  votre  lumière  luise  devant  les 
hommes  afin  qu'ils  voient  vos  bonnes  œuvres  et  qu'ils  glorifient 
votre  Père  qui  est  dans  les  cieux.  »  Quelle  que  soit  l'opinion 
sur  ces  deux  tendances  si  opposées,  n'oublions  jamais  que  le 
vrai  savant  est  un  pontife  qui  doit  chercher,  cultiver,  proclamer 
la  vérité,  et  revenir  sur  ses  opinions  premières  en  les  condam- 
nant dès  que  l'évidence  en  démontre  la  fausseté,  car  la  propaga- 
tion volontaire  d'une  erreur  est  l'opprobre  du  savoir. 
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Nous  avons  assez  dit  pour  faire  pressentir  que  nous  ne  men- 
tionnerons pasy  même  sous  forme  d'esquisse,  Tensemble  des 
sciences  embrassées  par  notre  société.  Parmi  celles  que  nous 
avons  étudiées  nous  nous  bornerons  à  parler  de  lastronomie,  la 
science  la  plus  ancienne  et  la  plus  sublime.  Mieux  qu'aucune 
autre  elle  nous  élève  au-dessus  des  agitations  humaines  et  nous 
arrache  aux  passions  de  la  terre  ;  la  nécessité  d'attendre  l'obser- 
vation au  lieu  de  la  préparer  nous  façonne  à  des  habitudes  de 
patience  et  de  résignation;  enfin  Tastronomie  nous  rend  humbles 
devant  des  immensités  toujours  présentes  et  de  plus  en  plus 
insondables,  A  ces  motifs  il  sera  peut-être  permis  d'ajouter  que 
nous  préférons  cette  science  entre  toutes  et  qu'on  espère  toujours 
faire  mieux  valoir  ce  que  l'on  aime. 

Avant  d'entrer  en  matière  nous  tenons  à  proclamer  cette 
vérité  trop  ignorée  qu'on  peut  faire,  sans  grands  frais  d'argent, 
des  observations  astronomiques  réellement  utiles.  L'opinion 
contraire  semble  prévaloir  dans  le  public  où  l'on  n'entend  guère 
parler  que  de  belles  découvertes  dues  à  des  instruments  excep- 
tionnels et  cette  opinion  réagit  sur  le  zèle  des  travailleurs  isolés  : 
ils  ignorent  quelles  hauteurs  de  résultats  on  peut  atteindre  quand 
on  a  le  courage  de  réunir  la  méthode,  l'esprit  de  suite  et  la 
persévérance. 

Autrefois  dans  nos  premières  études  nous  avons  regretté  sou- 
vent de  ne  pas  voir  énumérer  les  recherches  à  faire  sur  des 
points  controversés,  ou  sur  des  résultats  tenus  encore  pour 
douteux,  car  ils  sont  rarement  énoncés  comme  tels  dans  les 
traités  spéciaux.  Nous  allons  tâcher  de  remplir  ce  programme 
tout  en  demandant  pardon  pour  la  sécheresse  des  détails  qui 
vont  suivre.  L'astronome  accompli  n'a  pas  besoin  de  ces  indica- 
tions :  il  les  voit,  les  apprécie  et  les  poursuit  ;  mais  les  jeunes 
travailleurs  peu  instruits  encore  peuvent  trouver  avantage  à  se 
faire  signaler  même  une  partie  seulement  de  ce  qui  reste  à  faire; 
ils  choisiront  dans  tous  ces  desiderata  ce  qui  convient  le  mieux 
à  la  pente  de  leur  esprit  et  aux  moyens  dont  ils  disposent. 

L'astronomie  se  partage  en  trois  branches  :  la  théorie,  les  cal- 
culs et  les  observations. 
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Appuyés  sur  les  lois  que  nous  devons  à  Tintuition  et  la  per- 
sévérance de  Kepler  et  dont  Newton  a  démontré  la  vérité  et 
riiarmonie,  nos  grands  mathématiciens  ont  développé  les  for* 
inules  analytiques  qui  en  déduisent  les  détails.  Il  reste  beaucoup 
à  faire  pour  perfectionner  ces  théories.  Cest  une  loi  de  Fesprit 
humain  que  toute  question  est  d'abord  résolue  sous  une  forme 
compliquée  :  on  y  tâtonne  en  oscillant  autour  de  la  vérité,  et  le 
dernier  perfectionnement  est  d'une  simplicité  qu'on  s'étonne 
toujours  de  n'avoir  pas  atteinte  de  prime  abord. 

Cette  remarque  s'applique  aussi  à  la  mécanique  céleste.  Les 
esprits  assez  puissants  pour  embrasser  l'ensemble  de  nos  mé- 
thodes et  assez  indépendants  pour  les  juger  de  haut  ne  peuvent 
admettre  que  nos  formules  admises  soient  la  dernière  expres- 
sion de  la  science.  Aujourd'hui  on  procède  par  séries  de  termes; 
rien  ne  montre  de  prime  abord  si  une  série  est  assez  conver- 
gente pour  <|u*on  ait  raison  d'en  calculer  seulement  les  premiers 
et,  de  temps  en  temps ,  un  travailleur  patient  fait  voir  qu'un 
terme  éloigné  a  une  influence  fort  sensible  sur  le  résultat  cher- 
ché. Préoccupé  de  ces  considérations,  un  mathématicien  éminent 
s'est  adressé  dernièrement  aux  fonctions  elliptiques,  trop  peu 
étudiées  peut-être;  mais  il  a  annoncé  que  son  essai  n'a  pas  été 
heureux.  Ce  premier  échec  dans  une  matière  aussi  ardue  ne 
doit  pas  décourager  les  analystes  à  venir,  car  les  résultats  néga- 
tifs ont  aussi  leur  enseignement. 

Parmi  les  problèmes  de  mécanique  céleste  qui  serviront  de 
but  à  des  méthodes  nouvelles,  on  peut  citer  les  théories  de 
Saturne  et  de  Jupiter  si  connexes  et  si  compliquées,  celles  des 
satellites  de  ce  dernier  astre,  les  perturbations  à  long  terme  dans  la 
théorie  de  la  Lune  qui  nous  éclaireront  peut-être  sur  quelques 
grandes  lois  du  globe  terrestre,  et  enfin  la  problématique  planète 
intramereurielle,  ce  Vulcain  prématurément  dénommé  avant 
d'avoir  été  bien  vu.  Pour  être  entièrement  achevée,  chacune  de 
ces  recherches  mériterait  bien  toute  une  vie  de  savant.  Ceux  qui 
peuvent  suivre,  sans  s'y  égarer,  ces  études  si  hautes  et  s'interdire 
tout  élément  empirique  dans  leurs  formules  sont  plus  compé- 
tents que  nous  pour  découvrir  et  énumérer  tout  ce  qui  reste 
encore  à  faire  dans  les  grandes  théories. 
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Les  calculs  astronomiques  forment  une  division  à  part.  Celui 
qui  s*y  consacre,  après  avoir  compris  à  fond  les  théories ,  doit 
rassembler,  classer  et  combiner  les  observations,  les  discuter 
ensuite,  posséder  enfin  cet  art  de  traiter  les  résidus  rebelles  qui 
permet  de  remonter  sûrement  de  reflet  à  la  cause  pour  remettre 
en  lumière, avec  preuves  à  rappui,des  théories  presque  oubliées, 
en  imaginer  de  nouvelles,  ou,  tout  au  moins,  pour  signaler  des 
mouvements  inaperçus  jusqu'alors.  Le  traitement  intelligent  des 
résidus  est  souvent  aussi  fécond  en  astronomie  qu'en  chimie. 
C'est  dans  les  eaux  mères  des  salpêtres  que  Courtois  a  trouvé 
rîode;  c'est  dans  celles  des  salines  que  Balard  a  découvert  le 
brome;  c'est  d'un  résidu  qui  se  comportait  d'une  manière  nou- 
velle en  présence  de  ses  réactifs  que  M.  Lecoq  de  Boisbaudran 
a  tiré  le  gallium,  ce  métal  curieux,  encore  solide  à  29  grades  de 
température  et  déjà  liquide  à  30.  L'astronome  intelligent  se  livre 
à  un  travail  du  même  genre.  Parmi  tant  d'autres  résultats,  c'est 
en  comparant  le  calcul  aux  observations  que  Rômer  a  découvert 
la  vitesse  de  la  lumière;  c'est  par  ks  mêmes  méthodes  que  le 
satellite  de  Sirius  a  été  découvert  par  Bessel  qui  le  croyait  obscur 
et  par  conséquent  dérobé  pour  toujours  à  la  vue  de  nos  obser- 
vateurs. Ce  grand  astronome  est  mort  il  y  a  trente-cinq  ans  sans 
avoir  eu  la  satisfaction  d'apprendre  que  ce  satellite,  perdu  jus- 
qu'alors dans  les  faux  rayons  de  Sirius  dus  aux  imperfections  de 
nos  lunettes,  a  été  découvert  en  Amérique  par  M.  Alvan  Clarke, 
en  essayant  un  instrument  qu'il  venait  de  construire. 

Quoique  de  taille  à  tirer  bon  parti  d'un  mauvais  outil,  un 
ouvrier  d'élite  ne  dédaigne  pas  ces  instruments  perfectionnés 
dont  l'usage  abrège  son  travail.  Le  quadrant  ou  quart  de  cercle 
est  l'unité  obligée  des  fonctions  trigonométriques  et  sa  division 
purement  décimale  est  l'outil  par  excellence  dans  les  calculs  tou- 
jours  trop  longs  pour  notre  besoin  d'obtenir  promptement  des 
résultats.  Une  expérience  curieuse,  faite  par  les  savants  de  l'Italie, 
a  prouvé  que  Tusage  exclusif  de  la  division  décimale  économise 
deux  septièmes  du  temps  employé  soit  à  calculer,  soit  à  observer. 
Cependant  depuis  Laplace  on  semble  renoncer,  même  en  France, 
à  employer  cette  branche  si  utile  du  grand  système  décimal.  Avec 
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un  peu  de  persévérance  on  Taurait  fait  adopter  sans  plus  de  peine 
qu'il  n'en  a  fallu  pour  propager  les  poids  et  mesures  qui  dérivent 
du  mètre.  Quand  sir  George  Airy,  astronome  royal  d'Angle- 
terre, voulut  réduire  toutes  les  observations  de  la  Lune  faites 
avant  lui  à  Greenwich,  il  commença  par  les  transformer  en  divi- 
sions décimales.  C'était  la  plus  grande  masse  d'observations  qui 
eût  été  traitée  par  un  seul  calculateur,  et  ce  roi  de  Tastronomie 
moderne  a  sagement  jugé  qu'une  abréviation  de  labeur  n*est 
jamais  à  dédaigner.  Pour  conserver  la   division   surannée   de 
Fangle  droit  d'abord  par  quatre-vingt-dix  et  ensuite  par  soixante, 
on  allègue  le  consentement  universel  et  l'habitude  acquise,  tout 
en  oubliant  que  de  nos  jours  plus  de  cent  millions  d'Européens 
ont  adopté  le  système  métrique  précisément    parce  qu'il  est 
décimal,  tandis  que  les  astronomes  calculateurs,  au  nombre  d'un 
millier  seulement,  sont  bien  plus  aptes  que  le  vulgaire  à  passer 
d'un  système  à  l'autre.  On  fait  observer  que  le  changement  pro- 
posé exigerait  une  nouvelle  division  de  tous  nos  instruments, 
mais  l'économie  de  temps  qui  en  résulterait  vaut  bien  cette 
dépense,  relativement  légère.   On  ajoute  enfin  qu'il  faudrait 
refaire  toutes  nos  tables  numériques ,  sans  songer  qu'il  en  existe 
fort  peu  qui  ne  demandent  pas  des  améliorations.  Il  serait  même 
à  désirer  d'introduire  Ja  division  décimale  dans  nos  pendules 
astronomiques  et  de  leur  faire  marquer  non  le  temps,  mais  l'arc 
d'ascension  droite.  On  s'affranchirait  ainsi  de  toute  conversion  de 
temps  en  arc  et  réciproquement.  En  effet  le  temps  sidéral  ne  s'ac- 
corde avec  le  temps  moyen  qu'une  fois  par  an  et  pendant  quelques 
minutes  seulement  :  l'usage  des  heures  n'a  donc  pas  d'avantage 
réel  et  il  n'y  a  aucun  inconvénient  à  exprimer  de  la  même  ma- 
nière, c'est-à-dire  en  arc,  toutes  les  coordonnées  des  astres. 

Espérons  que  nos  successeurs  seront  plus  sages  que  nous. 

Les  premiers  calculs  d'une  observation,  appelés  spécialement 
réduc/ton,  doivent  être  effectués  au  plus  tôt  et  par  celui  qui  l'a  faite. 
Il  verra  alors  s'il  ne  s'est  pas  trompé  d'un  nombre  rond,  ainsi 
qu'il  arrive  souvent,  et  en  comparant  son  résultat  à  celui  qui  Ta 
précédé  il  décidera  s'il  ne  faut  pas  répéter  l'observation  pour  véri- 
fier une  conclusion  inattendue.  C'est  pour  avoir  négligé  celte  pré- 


—  i29  —  7. 

caution  que  Le  Monnier,  qui  avait  observé  Uranus,  en  a  laissé 
la  découverte  à  Herschel,  et  que  Lalande,  tout  en  observant 
plus  de  50,000  étoiles ,  est  mort  sans  savoir  qu*il  avait  bien  vu 
deux  fois  la  planète  Neptune.  Dans  tout  calcul  astronomique, 
afin  de  pouvoir  comparer  ses  résultats  sans  perte  de  temps,  il  est 
au  moins  utile  d*écrire  à  côté  de  chaque  nombre  ou  logarithme 
et  en  toutes  lettres,  le  nom  de  la  quantité  quil  représente.  Faute 
de  cette  précaution,  nous  avons  été  souvent  embarrassés  pour 
comprendre  au  bout  de  quelque  temps  nos  propres  calculs,  car 
on  oublie  vite  ce  que  représente  un  chiffre  dépourvu  d*étiquette  : 
rétude  préliminaire  qu*on  doit  faire  alors  pour  s*y  retrouver  est 
bien  plus  longue  quand  il  s  agit  de  contrôler  le  calcul  d*un  autre  ; 
souvent  même  on  ne  parvient  pas  à  le  comprendre. 

La  vérité  exacte  étant  toujours  difficile  à  trouver,  le  vrai  savant 
cherche  des  erreurs  partout,  se  défie  de  tout  le  monde  et  en  pre- 
mier lieu  de  lui-même.  A  cette  fin  il  répète  et  accumule  les 
^        observations  :  pour  les  résumer  commodément  on  en  suppute  la 
moyenne,  mais  il  ne  faut  pas  prendre  cette  moyenne  pour  la 
vérité  ainsi  qu'on  le  fait  trop  souvent,  car  le  résultat  réel  peut 
n*être  donné  que  par  une  observation  discordante  et  même  par 
celle  qui  sVcarte  le  plus  de  la  moyenne.  En  publiant  celle-ci  on 
fera  donc  bien  d'ajouter  les  deux  écarts  extrêmes  en  plus  et  en 
moins.  C'est  une  mode  et  non  une  utilité  d'y  joindre  Terreur 
probable.  Cette  méthode  est  par  malheur,  et  trop  souvent,  une 
manière  de  dorer  une  pilule  pour  faire  admirer  comme  parfait  ce 
qui  n'a  pas  été  suffisamment  élaboré.  Le  Verrier,  ce  grand  calcu- 
lateur, dédaignait  la  méthode  des  moindres  quarrés,  et  avec 
grande  apparence  de  raison  puisqu'on  a  vu  plus  d'une  fois  l'er- 
reur probable  limitée  à  quelques  centièmes  tandis  qu'on  a  prouvé 
plus  tard  que  la  première  décimale  était  déjà  fausse.  Ce  résultat 
erroné  est  du  à  ce  qu'on  dispose  rarement  d'un  nombre  d'ob- 
servations assez  grand  pour  que  le  minimum  des  quarrés  des 
erreurs  donne  un  résultat  aussi  exact  en  pratique  qu'il  l'est  en 
théorie.  On  peut  citer  un  cas  où  l'erreur  probable  a  été  déduite 
de  trois  résultats  seulement;  ce  nombre  est  notoirement  insuffisant. 
C'est  parmi  les  calculs  astronomiques  qu'il  faut  ranger  ces 
V.  9 
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travaux  d*érudition  où  Ton  cherche  les  positions  des  astres  à  des 
époques  reculées.  En  constatant  des  éclipses  antiques,  Thistoire 
ancienne,  celle  de  la  Chine,  les  hiéroglyphes  de  TÉgypte  et  en 
dernier  lieu  les  briques  des  Ghaldéens  nous  permettent  de 
remonter  dans  les  temps  et  d'aller  même  jusqu'à  huit  siècles 
avant  Tère  chrétienne.  Après  avoir  établi  la  réalité  de  ces  éclipses 
on  s*en  sert  pour  chercher  dans  les  mouvements  séculaires  des 
astres  ces  légers  changements  que  notre  astronomie  moderne, 
âgée  de  250  ans  seulement,  n*a  pas  eu  encore  le  temps  de  pré- 
ciser par  l'observation.  Cest  aussi  dans  l'astronomie  d'érudition 
qu'il  faut  ranger  la  bibliographie  qui  se  publie  actuellement 
à  l'Observatoire  de  Bruxelles.  Ce  travail  a  exigé  des  recher- 
ches immenses  et  en  épargnera  beaucoup  aux  astronomes  qui, 
voués  à  une  étude  spéciale,  veulent  naturellement  savoir  quelles 
sont  les  idées  qu'elle  a  inspirées  à  leurs  devanciers,  ainsi  que  les 
divers  résultats  déjà  obtenus. 

L'observation  est  la  partie  la  plus  populaire  de  la  science.  Les 
convenances  locales  et  la  facilité  des  communications  amènent  le 
plus  souvent  l'astronome  à  s'établir  dans  les  régions  basses,  près 
du  niveau  de  la  mer,  mais  les  amis  du  progrès  savent  bien  qu'on 
gagne  beaucoup  à  choisir  le  site  d'un  observatoire  sur  une  colline 
élevée,  car  on  se  dérobe  ainsi  aux  couches  inférieures  de  Tatmo- 
sphère  qui  sont  moins  perméables  à  la  lumière  et  par  consé- 
quent moins  propres  aux  recherches  difficiles.  Jusqu'à  des  limites 
malaisées  encore  à  définir  il  est  indifférent  de  s'élever  au-dessus 
des  plaines  ou  d'accroitre  la  puissance  optique  de  sa  lunette.  Les 
recherches  les  plus  délicates  exigent  un  air  exceptionnellement 
pur  et  qui  ne  dure  guère  en  cet  état.  Un  célèbre  astronome,  qui 
travaillait  loin  des  villes  et  guettait  toutes  les  occasions  d'avoir  un 
beau  ciel,  estimait  qu'il  est  rare  de  rencontrer  çà  et  là  cent  heures 
parfaitement  bonnes  dans  le  cours  de  toute  une  année. 

Bien  qu'on  n'ait  peut-être  pas  encore  tiré  tout  le  parti  possible 
des  télescopes  à  miroir  de  verre  argenté,  on  préfère  les  lunettes 
parce  qu'elles  résistent  mieux  aux  intempéries.  Comme  limites 
de  grandeurs  d'objectifs  nous  pouvons  citer  d'une  part  celui  de 
686  millimètres  que  M.  Grubb,  artiste  irlandais,  vient  d'achever 
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pour  rObservatoire  impérial  de  Vienne ,  et  d'un  autre  côté  cet 
objectif  y  de  iO  millimètres  seulement ,  fait  par  M.  Bardou  et 
assez  parfait  pour  montrer  avec  un  grossissement  de  soixante  fois, 
le  compagnon  de  la  Polaire  dans  une  nuit  de  Paris  qui  ne  sem- 
blait pas  exceptionnelle.  Ce  dernier  fait  est  remarquable,  car  il 
montre  qu'en  se  donnant  la  peine  de  choisir  on  peut  se  procurer 
à  peu  de  frais  des  objectifs  de  petite  dimension  souvent  meilleurs 
que  des  lentilles  grosses  et  coûteuses.  Ces  dernières  exigent 
d'ailleurs  des  frais  de  monture  qui  en  accroissent  le  prix  dans 
des  proportions  considérables.  D*un  autre  côté,  leur  avantage  réel 
est  de  permettre  l'observation  des  petites  planètes  qui,  au  nombre 
de  220  pour  le  moins,  sont  venues  agrandir  notre  vieille  notion 
du  système  solaire.  C'est  une  vérité  fréquente  que   lorsqu'on 
s'adonne  à  un  nouveau  genre  d'observation  on  se  heurte  à  l'in- 
attendu. Ces  astéroïdes  en  sont  un  exemple  :  quelques-uns 
d'entre  eux  sont  si  heureusement  situés  entre  le  soleil  et  nous 
qu*on  a  pu  s'en  servir  pour  trouver  la  parallaxe  de  cet  astre  avec 
non  moins  d'exactitude,  à  ce  qu'il  semble,  que  par  les  passages 
de  Vénus  si  rares  et  le  plus  souvent  si  coûteux  à  bien  mesurer. 
Outre  ces  observations  et  celles  des  planètes  supérieures,  cinq 
ou  six  jours  au  plus,  avant  et  après  leurs  oppositions  et  leurs 
quadratures,  les  heureux  possesseurs  des  grands  cercles  méri- 
diens feront  bien  de  déterminer  tous  les  jours  la  division  corres- 
pondant à  leur  nadir  et  d'observer  en  toute  occasion  une  étoile 
fondamentale  et  une  polaire,  car  chaque  astronome  doit  se  suf- 
fire à  lui-même  et  ne  pas  se  fier  à  des  différences  appuyées  sur 
les  observations  d'autrui.  On  fera  bien  de  déterminera  nouveau 
la  constante  de  la  nutation  quoiqu'elle  paraisse  assez  bien  connue 
et  surtout  celle  de  l'aberration  qui,  malgré  le  beau  résultat  de 
Struve,  ne  peut  que  gagner  par  le  contrôle  de  diverses  méthodes 
indépendantes,  et  par  le  concours  de  plusieurs  astronomes.  Aux 
plus  constants  on  conseillera  d'étendre  nos  grands  catalogues 
d'étoiles.  Les  frères  Lalande,  astronomes  français,  ont  donné 
l'essor  à  cette  classe  de  mesures;  Argelander  a  déterminé  au 
delà  de  320,000  étoiles  et  plus  d'un  ardent  travailleur  étend  ces 
beaux  résultats,  mais  il  reste  encore  beaucoup  à  faire  et  l'on  ne 
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y  a  surtout  à  énumérer  celles  de  rhémisphère  austral,  et  à  ne  rien 
négliger  dans  le  voisinage  de  Técliptique,  où  tant  d*astres  faibles 
ont  atteint,  de  nos  jours,  le  rang  de  planètes. 

Les  possesseurs  de  lunettes  parallactiques,  ayant  20  centi- 
mètres d'ouverture  au  moins ,  s'empresseront  d'observer  les 
éclipses  des  satellites  de  Jupiter  pour  en  améliorer  la  théorie  et 
pour  obtenir  d'une  façon  indépendante  la  vitesse  de  la  lumière 
dans  l'espace  céleste.  Les  mesures  d'étoiles  doubles,  si  aisées  à 
faire  et  à  réduire,  demandent  aussi  l'énergie  assidue  des  astro- 
nomes, car  nos  grands  observatoires  ne  peuvent  guère  s'en  occu- 
per. Les  parallaxes  d'étoiles  par  des  mesures  différentielles 
tenteront  aussi  la  persévérance  des  amateurs. 

C'est  un  des  caractères  de  la  science  qu'en  étendant  ses  limites 
elle  nous  révèle  de  temps  en  temps  des  avenues  entièrement 
nouvelles.  C'est  ce  qui  est  arrivé  pour  la  spectroscopie  dont  l'idée 
même  était  inconnue  il  y  a  trente  ans.  Cette  branche  de  l'astro- 
nomie physique  nous  enseigne  à  tout  moment  des  particularités 
no.uvelles  sur  la  lumière  des  étoiles,  sur  les  enveloppes  radieuses 
du  soleil,  et  sur  les  taches  de  cet  astre;  ces  dernières  nous  ont 
donné  bien  des  surprises  et  nous  en  réservent  d'autres  encore. 
C'est  par  la  spectroscopie  que  M.  Huggins,  savant  anglais,  a 
constate  les  différents  mouvements  des  astres  sur  notre  ligne  de 
vision,  et  a  même  mesuré  les  vitesses  si  variables  de  ces  mouve- 
ments. Il  n'est  pas  téméraire  d'espérer  qu'on  s'en  servira  plus 
tard  pour  trouver  par  une  méthode  nouvelle  le  sens  et  la  vitesse 
du  soleil  dans  l'espace.  On  espère  enfin  que  la  spectroscopie 
peut  donner  des  notions  précises  sur  la  nature  si  peu  connue  des 
nébuleuses. 

Recommandée  il  y  a  un  quart  de  siècle  par  M.  Paye  qui  en 
pressentait  alors  toute  l'importance,  la  photographie  céleste  reçoit 
aujourd'hui  l'attention  qu*elle  mérite,  bien  qu'on  ne  l'applique 
pas  encore  aux  observations  méridiennes.  Elle  a  pourtant  le 
grand  avantage  d'être  affranchie  de  l'équation  personnelle.  On 
entend  par  là  un  phénomène  subjectif,  une  particularité  physio- 
logique et  variable  qui  amène  chacun  de  nous  à  noter  plus  tôt 
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ou  plus  tard  qu'un  autre,  Tinstant  précis  d*un  même  phéno- 
mène. Peu  de  gens  en  sont  exempts  et  Ton  devrait  pouvoir  la 
mesurer  promptement  avant  et  après  chaque  séance  d  observa- 
tion. De  plus,  et  c'est  son  grand  mérite,  la  photographie  délivre 
le  calculateur  de  ses  doutes  quand,  à  la  fin  d'un  long  travail 
aboutissant  à  un  résultat  improbable,  il  se  demande  si  l'astro- 
nome n'a  pas  écrit  par  mégarde  un  chiffre  pour  un  autre,  ainsi 
qu'il  arrive  de  temps  en  temps.  La  photographie  est  enfin  un 
monument  durable  qu'on  peut  étudier  et  mesurer  à  loisir,  qu'on 
voudra  surtout  consulter  dans  les  temps  à  venir  quand  le  savant 
qui  avait  préparé  ces  témoins  muets  et  fidèles  aura  disparu 
depuis  longtemps. 

Les  instruments  réclament  plus  de  soins  qu'on  ne  leur  accorde 
en  général.  Le  plus  souvent  on  se  contéhte  d'en  commander  de 
tel  type  en  abandonnant  au  goût  de  l'artiste  ces  questions  de 
forme  et  de  grandeur  dont  la  théorie  est  encore  à  faire  et  sur 
lesquelles  il  serait  nécessaire  de  consulter  davantage  le  mathé- 
maticien, le  physicien  et  même  l'ouvrier.  La  tendance  actuelle 
est  de  tout  agrandir;  l'expérience  ne  nous  a  pas  encore  appris  à 
quel  point  l'augmentation  du  pouvoir  optique  dans  une  lunette 
ou  un  télescope  est  plus  que  compensée  par  l'accroissement  de  la 
flexion  et  de  l'instabilité,  par  le  besoin  continuel  d'un  aide  et  par 
la  difficulté  de  mettre  en  mouvement  des  masses  trop  lourdes 
pour  être  aisément  maniables.  Sans  parler  des  micromètres  à 
éclipses,  annulaires  ou  non,  le  dernier  mot  n'a  pas  été  dit  sur  les 
avantages  comparatifs  des  divers  micromètres  qui  dédoublent  et 
du  micromètre  à  fils  soit  directs,  soit  employés  sur  leurs  images. 
L'héliomètre,  ou  micromètre  à  objectif  divisé,  inventé  en  France 
où  il  n'a  jamais  servi,  et  remis  en  honneur  par  le  grand  Bessel, 
n*a  peut-être  pas  dit  son  dernier  mot,  mais  ici  encore  les  résul- 
tats de  l'expérience  se  font  attendre.  Cet  instrument  a  l'avantage 
de  mesurer  des  distances  fort  grandes  par  rapport  à  celles  que 
nos  autres  micromètres  peuvent  embrasser;  seulement  on  lui 
reproche  avec  raison  de  déformer  les  images  et  d'exiger  l'emploi 
d'une  vis  tellement  longue  qu'il  est  difficile  d'y  faire  sûrement  la 
correction  de  température.  Un  bon  micromètre  pouvant  mesurer 
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des  distances  jusqu'à  un  demi-grade  doit  être  rangé  parmi  ces 
appareils  dont  on  dit  avec  le  poète  : 

Et  cet  heureux  phénix  est  encore  à  trouver. 

En  attendant,  indiquons  quelques  progrès  qu'il  est  permis 
d'entrevoir.  La  fabrication  du  verre  optique  s'est  fort  améliorée 
de  nos  jours;  tout  en  espérant  mieux,  on  voudrait  voir  diminuer 
le  prix  effrayant  des  grands  objectifs  ou  substituer  le  platine, 
métal  inaltérable,  à  Targent  dont  on  étame  les  miroirs  des  téles- 
copes, car,  à  égalité  de  puissance  optique,  ceux-ci  coûtent  moins 
que  les  lunettes. 

Dans  les  grands  équatoriaux  on  voudrait,  sans  descendre  de  sa 
chaise,  conduire  le  dôme  tournant,  graduer  mieux  Téclairage  des 
fils  et  lire  dans  toutes  leurs  positions  les  micromètres  aussi  bien 
que  les  cercles  sans  employer  une  lampe  à  main  qui  a  l'incon- 
vénient de  faire  perdre  du  temps. 

Le  bain  de  mercure  devrait  être  substitué  partout  au  niveau, 
celui-ci  variant  avec  le  temps  et  la  température,  ce  qui  exige  des 
vérifications  fréquentes  dont  on  se  dispense  trop  souvent.  Nous 
demandons  encore  jusqu'à  quel  point  il  est  préférable  de  faire 
les  cercles  tout  d'une  pièce  en  évitant  de  nombreux  assemblages, 
et  Quelles  sont  les  meilleures  limites  de  leurs  grandeurs.  Les 
mêmes  incertitudes  s'appliquent  à  leurs  microscopes  et  à  tous 
leurs  accessoires.  Il  est  difficile  d'éclairer  ces  questions,  car  leur 
théorie  est  à  faire  et  leur  étude  pratique  exige  la  comparaison 
d'au  moins  deux  instruments  différents  et  voisins.  En  attendant 
ces  solutions  importantes,  on  étudie  la  flexion  des  tubes  de 
lunettes  ;  celle  des  cercles  et  des  supports  divers  demande  des 
investigations  à  peine  entamées  et  nous  ne  savons  si,  comme  on 
l'a  supposé,  la  tension  ne  doit  pas  aussi  y  jouer  un  rôle. 

La  plupart  des  astronomes  emploient  l'ancienne  manière  de 
fractionner  la  seconde  par  la  combinaison  de  l'ouïe  et  de  la  vue. 
On  croit  que  cette  méthode  ouvre  une  porte  plus  large  aux 
erreurs  de  l'équation  personnelle,  et  Ton  préfère  le  chrono- 
graphe,  mais  nos  appareils  actuels  ont  le  désavantage  d'allonger 
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le  travail  dans  de  grandes  proportions  par  la  nécessité  de  mesu- 
rer séparément  chaque  fraction.  Il  y  a  déjà  longtemps  que  Porto 
a  réussi  à  la  faire  imprimer  en  chiffres  connus  ;  cette  idée  s*est 
présentée  plus  tard  en  Amérique  à  M.  Hough  qui  Ta  mise  à 
exécution,  et  elle  parait  mériter  d'être  reprise  chez  nous,  car  ce 
nouveau  chronographe  imprime  en  outre  Theure,  la  minute  et  la 
seconde,  ce  qui  prévient  bien  des  erreurs. 

En  apprenant  les  dimensions  toujours  croissantes  des  instru- 
ments et  les  frais  énormes  qu'ils  entraînent,  le  public  est  porté  à 
croire  qu'on  ne  peut  rien  faire  d'utile  en  astronomie  sans  beau- 
coup d'argent.  C'est  là  une  erreur  sur  laquelle  on  ne  saurait 
trop  insister  et  qu'il  est  important  de  dissiper.  Sans  parler  des 
améliorations  dans  la  théorie  ni  des  calculs  numériques  où  Ton 
n'a  besoin  que  de  plume  et  de  papier,  on  peut  effectuer  d'utiles 
observations  astronomiques  même  à  l'œil  nu,  ou  mieux  avec  une 
lorgnette  de  spectacle.  C'est  ce  qu'a  fait  M.  le  directeur  de  l'Ob- 
servatoire de  Bruxelles  dans  sa  révision  des  étoiles  jusqu'à  la 
6*  grandeur  et  par  vision  directe.  Nous  disons  directe^  car  en 
regardant  le  ciel  dans  une  belle  nuit  on  est  persuadé  d'y  voir  bien 
plus  que  les  i  à  5  mille  étoiles  cataloguées  comme  appréciables  à 
la  simple  vue.  Il  est  en  effet  probable  qu'on  aperçoit  ainsi  bien  des 
étoiles  de  7*  grandeur  ou  au  delà  et  qu'en  arrivant  obliquement 
dans  l'œil  leur  lumière  si  faible  tombe  sur  les  portions  latérales 
de  la  rétine  restées  plus  sensibles  parce  que  l'observateur  s'en 
sert  rarement.  Ce  phénomène  est  bien  connu  dans  les  lunettes; 
en  regardant  de  côté  on  y  discerne  des  étoiles  trop  petites  pour 
être  distinguées  de  face.  En  principe,  ces  astres  minimes  devaient 
rester  en  dehors  de  la  révision  faite  par  M.  Houzeau  et  qui  sera 
longtemps  citée  comme  un  monument  indépendant  dans  notre 
estimation  des  grandeurs  d'étoiles.  Un  autre  observateur  pour- 
rait étendre  cette  liste  en  notant  toutes  les  étpiles  visibles  directe- 
ment dans  une  petite  lunette  ayant,  par  exemple,  50  millimètres 
d'ouverture.  On  accroîtrait  beaucoup  l'utilité  de  ce  travail  en 
classant  les  étoiles  à  l'aide  d'un  photomètre. 

Ce  dernier  appareil  servira  aussi  à  étudier  les  étoiles  variables, 
bien  qu'on  les  ait  fait  connaître  jusqu'ici  par  de  simples  compa- 
raisons à  des  étoiles  voisines  supposées  invariables  dans  leur 
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éclat.  Il  est  important  d*éliminer  cette  hypothèse  en  comparant 
directement  avec  une  étoile  artificielle.  On  a  reconnu  près  de 
900  astres  variables  qui  sont  spécifiés  dans  TAnnuaire  du  Bureau 
des  Longitudes»  et  leur  nombre  s*accrolt  à  chaque  révision  nou- 
velle. Plusieurs  de  ces  étoiles  changeantes  sont  déterminées 
quant  à  leurs  périodes ,  mais  comme  il  y  a  toujours  du  nouveau 
en  astronomie  y  on  a  reconnu  dernièrement  pour  quelques-unes 
d*entre  elles  que  ces  périodes  ne  sont  pas  toujours  les  mêmes. 
On  a  mis  en  avant  plusieurs  suppositions  pour  expliquer  ces 
variations  de  lumière»  mais  avant  de  les  discuter  il  faut  augmen- 
ter le  nombre  des  observations  »  les  classer  et  les  contrôler  avec 
soin.  Un  amateur  zélé  peut  rendre  de  grands  services  dans  cette 
voie  de  recherches  s*il  dispose  d'une  petite  lunette  et  d'un  pho- 
tomètre. Même  sans  ce  dernier  appareil,  on  peut  encore  étudier 
ou  découvrir  des  étoiles  variables. 

L'observation  des  étoiles  filantes  n'exige  d'autres  instruments 
qu'une  carte  céleste  pour  connaître  les  constellations»  et  une 
montre  mise  à  l'heure.  Ces  phénomènes,  classés  d'abord  parmi 
les  météores,  ont  acquis  une  grande  importance  depuis  que 
M.  Schiaparelli  a  montré  que  quelques  essaims  d'étoiles  filantes 
se  rattachent  aux  comètes  connues,  ces  courriers  étranges  qui 
nous  viennent  de  temps  en  temps  des  profondeurs  de  l'espace. 
Pour  bien  observer  les  étoiles  filantes,  il  faut  désigner  surtout 
leurs  radiants ,  c'est-à-dire  les  points  du  ciel  où  chaque  étoile 
commence  sa  course,  et  l'on  définit  encore  mieux  ces  points  en 
notant  aussi  l'endroit  où  l'étoile  passagère  disparait.  Ces  lieux 
du  ciel  sont  désignés  par  les  noms  des  astres  connus  dans  les 
régions  qui  ont  vu  naître  et  disparaître  l'étoile  momentanée.  On 
trace  ensuite  sur  une  carte  céleste  les  trajectoires  ainsi  précisées 
et  le  point  où  elles  se  croisent  est  celui  du  radiant.  A  ces  indica- 
tions on  joint,  autant  qu'il  est  possible,  des  détails  sur  le  moment, 
la  grandeur,  la  durée,  la  couleur,  les  queues  s'il  y  en  a,  le  genre 
de  disparition,  enfin  tout  ce  qui  précise  l'observation.  Pour  faire 
celle-ci  de  la  manière  la  plus  complète,  il  faudrait  quatre  secré- 
taires et  quatre  guetteurs  qui,  placés  dos  à  dos, regardent  chacun 
un  quart  seulement  du  ciel.  On  a  déjà  précisé  plusieurs  radiants  : 
d'autres,  moins  bien  délimités,  attendent  des  observations  plus 
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nombreuses.  Ceux  d  août  et  de  novembre  sont  bien  connus,  mais 
demandent  à  être  suivis,  car  les  heures  des  maxima,  c'est-à-dire 
du  plus  grand  nombre  d'étoiles  filantes  notées  dans  le  même 
intervalle  de  temps,  paraissent  sujettes  à  des  changements  qu'il 
est  important  de  constater.  Quand  les  apparitions  sont  nom- 
breuses et  presque  simultanées ,  on  néglige  les  secondes  pour 
n'écrire  que  la  minute  ronde. 

Sans  parler  de  la  scintillation  des  étoiles,  qui  a  été  étudiée  en 
Belgique  par  M.  Montigny  au  moyen  d'un  appareil  de  son  inven- 
tion, peu  coûteux  et  facile  à  manier,  nous  avons  assez  dit  pour 
montrer  qu'un  amateur  doué  du  feu  sacré  peut  rendre  à  l'astro- 
nomie des  services  réels,  même  sans  faire  de  grandes  dépenses. 
Le  champ  des  observations  est  tellement  vaste  et  les  nuits  sereines 
ou  partiellement  étoilées  sont  si  rares  que  les  Observatoires  les 
mieux  doués  en  personnel  et  en  instruments  ne  peuvent  suffire  à 
l'inunense  travail  qui  reste  à  faire.  Sûrs  de  leur  avenir,  ces  grands 
établissements  s'adonnent,  avec  beaucoup  de  raison,  aux  recher- 
ches qui  exigent  des  appareils  puissants  et  surtout  à  ces  mesures 
précises  dont  l'utilité  ne  sera  bien  connue  que  dans  un  lointain 
avenir.  Il  en  est  autrement  de  l'amateur  isolé.  Il  ne  peut  léguer 
ses  goûts  à  un  héritier,  il  veut  jouir  au  plus  tôt  du  fruit  de  ses 
soins  et  de  ses  efforts  :  il  veut  savoir,  par  une  publication  hâtive, 
si  ses  observations  sont  approuvées  par  les  maîtres  de  la  science, 
et  s'il  doit  modifier  ou  même  abandonner  sa  voie  pour  en  choisir 
une  autre  plus  féconde.  Quelquefois  même  il  aura  raison  de  per- 
sévérer dans  celle  de  son  choix.  Le  succès  de  Schwabe  en  est 
un  exemple  :  cet  obscur  conseiller  d'Etat  s'avisa  de  noter  tous 
les  jours  où  le  soleil  avait  des  taches  ainsi  que  le  nombre  de  ces 
phénomènes.  Pendant  trente  années  il  continua  d'envoyer  ses 
résumés  au  journal  de  Schumacher.  Cet  astronome  les  jugeait 
parfaitement  inutiles  et,  s'il  les  publiait,  c'était  à  regret  et  uni- 
quement parce  qu'il  s'était  engagé  à  imprimer  toute  observation 
céleste  encore  inédite. 

Contrairement  à  ses  prévisions,  le  jour  de  la  justice  vint  mon- 
trer enfin  que  des  observations  bien  faites  ne  doivent  jamais  être 
méprisées.  Un  astronome  discuta  les  annales  patientes  de  Schwabe 
et  y  découvrit  cette  période  de  neuf  années  par  siècle  que  d*autres 
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ont  rattachée  aux  grandes  variations  du  magnétisme  terre;3tre9  en 
établissant  un  lien  mystérieux  de  plus  entre  le  soleil  et  la  terre. 
Aujourd'hui  bien  des  savants  cultivent  de  plusieurs  manières 
différentes  Tavenue  ouverte  par  l'intuition  de  Scbwabe. 

Les  qualités  essentielles  d'un  bon  observateur  sont  l'assiduité 
dans  ses  travaux  et  cette  conscience  sévère  qui  préside  au  récit 
de  ce  qu'on  voit  ou  pour  mieux  dire  de  ce  qu'on  croi7  voir.  Tout  le 
monde  peut  se  donner  ces  qualités.  Sans  énumérer  bien  d'autres 
sujets  de  recherches,  nous  en  avons  assez  dit  pour  montrer  que 
l'astronome  savant  ne  dédaigne  pas  les  services  du  plus  humble 
amateur. 

Dans  les  temps  passés  Lacaille  est  peut-être  l'exemple  le  plus 
frappant  de  tout  ce  qu'on  peut  faire  avec  de  bien  faibles  res- 
sources. Sans  énumérer  les  autres  travaux  de  cet  ecclésiastique 
français,  citons  son  catalogue  du  ciel  austral  achevé  en  trois  ans 
avec  des  instruments  que  tout  le  monde  dédaignerait  aujourd'hui. 
Lacaille  n'avait  alors  qu'un  objectif  de  13,5  millimètres,  c'est-à- 
dire  plus  petit  qu'une  pièce  de  vingt  centimes  qui  en  a  16,  et 
néanmoins  il  a  observé  avec  cette  chétive  lunette  et  réduit  plus  de 
9700  étoiles  dont  la  très  majeure  partie  n'avait  jamais  été  mesurée 
avant  lui.  Observant  quelquefois  plus  de  240  étoiles  dans  une 
seule  nuit,  il  offrait  un  exemple  rare  d'une  réunion  de  probité, 
d'ardeur  et  de  talent,  et  resta  modeste  malgré  tant  de  beaux  travaux. 

On  ne  doit  pas  s'en  étonner,  car  si  le  naturaliste  peut  quelque- 
fois croire  à  son  importance  quand  il  se  compare  aux  êtres  mi- 
nuscules révélés  par  son  microscope,  il  n'en  saurait  être  de  même 
pour  l'astronome.  Devant  les  espaces  infinis  qu'il  considère  sans 
cesse,  non  seulement  sa  personne,  mais  les  œuvres  les  plus  gran- 
dioses de  l'humanité  tout  entière  disparaissent.  En  pesant  les 
mondes,  en  mesurant  des  distances  où  l'incertitude  résiduelle  est 
bien  plus  grande  que  l'orbite  même  de  la  terre,  il  confesse  à  tout 
moment  une  impuissance  qui  confond  l'orgueil  humain,  et  quand 
il  s'aventure  vers  ces  limites  de  l'univers  que  la  pensée  même  ne 
saurait  franchir,  il  est  sans  cesse  ramené  à  la  cause  première 
de  tant  d'harmonie,  de  tant  de  merveilles,  vers  le  Créateur  du 
ciel  et  de  la  terre. 
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L'étude  de  riiomme  est  vaste.  Chaque  pas  qu'on  y  fait  con- 
duit à  quelqu'un  de  ces  formidables  problèmes  que,  tour  à  tour, 
le  philosophe  et  le  savant  sont  amenés  à  se  poser.  L*homme 
est  un  monde  en  miniature,  un  microcosme,  comme  on  la  dit 
excellemment,  et  quand  bien  même  le  vaste  champ  de  Tunivers 
nous  serait  fermé,  quand  bien  même  les  efforts  de  notre  esprit 
seraient  bornés  à  la  connaissance  profonde  et  réfléchie  de  nous- 
mêmes»  on  pourrait  affirmer  encore  que  jamais  nous  ne  parvien- 
drons à  saisir  les  derniers  secrets,  soit  de  notre  organisme,  dans 
Tordre  matériel,  soit  de  notre  àme,  dans  Tordre  intellectuel  et 
moral. 

Entre  les  représentants  les  plus  élevés  du  règne  animal  et 
rhomme,  il  y  a  un  abime  :  c'est  la  raison,  cette  vive  et  claire 
lumière  qui  permet  à  l'ignorant  de  s'élever,  par  degrés,  jusqu'aux 
plus  hautes  contemplations  de  la  vérité.  L'homme  forme  donc 
un  règne  à  part,  profondément  distinct  des  autres,  malgré  les 
nombreuses  affinités  qui  le  relient  morphologiquement,  mais 
non  spécifiquement,  au  reste  de  la  création.  Il  y  a  plus  ;  les 
autres  règnes  comprennent  un  nombre  considérable  d'espèces. 
L'espèce  humaine  est  une,  et  ceux  qui  le  nient  ou  le  contestent 
font  preuve  d'absence  totale  d*esprit  scientifique. 

Mais  s'il  n'existe  qu'une  seule  espèce  humaine,  il  faut  recon- 
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naitre  au  contraire  plusieurs  races;  et  celles-ci  sont  nombreuses 
quoique  se  rattachant  toutes  à  trois  types  généraux  :  la  race 
blanche,  la  race  jaune  et  la  race  nègre  ou  noire.  C^est  cette  der- 
nière que  je  me  propose  d^étudier^en  m'attachant  spécialement  4 
faire  voir  par  quels  traits  elle  s'éloigne  le  plus  de  ses  deux 
races-sœurs. 

Je  réclamerai,  en  commençant,  toute  Tindulgence  du  lecteur 
pour  cette  modeste  esquisse  qui  n'est,  du  reste,  qu'une  conden- 
sation de  renseignements  empruntés  pour  la  plupart  à  l'excel- 
lent ouvrage  de  M.  de  Quatrefages  sur  VEspèce  humaine. 

Je  ferai  remarquer  aussi  que  ne  pouvant,  sous  peine  d'excéder 
les  bornes  de  ce  travail,  prendre  à  part  chacune  des  sous-races 
dont  l'ensemble  forme  la  race  nègre,  je  me  verrai  souvent  dans 
la  nécessité  de  ne  déterminer  que  des  caractères  généraux. 
Ainsi,  je  néglige  toute  distinction  entre  les  Africains  et  les  Aus- 
traliens. Je  n'aborderai  pas  non  plus  la  question  de  l'origine  des 
Nègres.  A  quelle  époque  se  sont-ils  séparés  de  la  souche 
primordiale?  En  dehors  de  l'opinion  commune  qui  les  fait 
remonter  au  second  fils  de  Noé,  il  est  bien  difficile  de  formuler 
un  système  tant  soit  peu  raisonnable.  Celui  de  M.  François  Lenor- 
mant,  qui  les  rattache  directement  à  Ca!n,  me  semble  insoutena- 
ble, au  point  de  vue  biblique  comme  au  point  de  vue  historique. 

C'est  pourquoi,  laissant  de  côté  tout  ce  qui  est  en  dehors  de 
l'anthropologie,  je  poserai  directement  la  question  qui  fait  l'objet 
de  cette  étude. 

Qu'est-ce  que  la  race  n^re  ?  Quelle  en  est  la  caractéristique  ? 
Est-ce  la  couleur  ?  Non,  car  bien  que  les  Nègres  soient  géné- 
ralement noirs,  plusieurs  peuplades  de  cetle  race  ont  le  teint 
(out  autrement  coloré.  Je  ne  parle  pas  des  albinosy  individus 
exceptionnels.  Mais  Livingstone  a  découvert,  dans  l'Afrique  cen- 
trale, une  population  nègre  dont  la  peau  a  la  nuance  du  café 
au  lait.  Une  autre  tribu,  celle  des  Boschismans,est  jaune.  On  sait 
ce  qui  produit  la  coloration  de  la  peau  :  c'est  le  corps  muqueux 
placé  entre  le  derme,  qui  est  toujours  blanc,  et  l'épiderme,  qui  est 
transparent.  Chez  le  Nègre  noir,  ce  corps  muqueux  est  brim- 
noiràtre.  Mais  que,  par  des  causes  extérieures,  il  pâlisse,  le  Nègre 
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blanchira  sans  perdre  les  autres  caractères  de  sa  race.  Récipro- 
quementy  rhomme  de  race  blanche  pourra  se  colorer  et  devenir 
très  noir,  comme,  par  exemple,  les  Bicharis  des  bords  de  la  mer 
Rouge  et  les  Maures  du  Sénégal.  C'est,  dans  ce  cas,  la  lumière,  la 
chaleur,  le  climat  en  un  mot  qui  produit  la  coloration  de  ces 
négroïdes.  Le  même  fait  se  remarque,  du  reste,  chez  une  espèce 
animale  connue  de  tous.  Nous  avons  des  poules  blanches,  des 
poules  jaunes  et  des  poules  noires.  Je  ne  parle  pas  du  plumage, 
mais  de  la  peau,  car  celle-ci  peut  être  noire,  tandis  que  celui-là  est 
blanc,  phénomène  qui  apparaît  chez  la  poule  de  soie  du  Japon. 

Après  la  coloration  du  corps,  le  caractère  le  plus  facile  à 
distinguer  est  la  chevelure.  Elle  est  fine,  courte  et  crépue  chez 
le  Nègre  et  la  coupe  transversale  du  poil  est  elliptique.  La  répar- 
tition des  cheveux  est  généralement  uniforme,  comme  dans  les 
autres  races.  Cependant  on  observe  que  les  Boschismans,  les 
Mincopies,  les  Papous  et  d'autres  Noirs  encore  ont  sur  la  tète 
des  espèces  de  petits  ilôts  capillaires  séparés  par  des  espaces 
parfaitement  nus.  Ces  chevelures  sont  appelées  en  grains  de 
poivre.  Quant  à  leur  couleur,  elle  est  pareille  chez  tous  les  Nègres. 
Il  est  inutile  d'insister  sur  ce  point. 

J'ajouterai  que  le  corps  du  Nègre  a  beaucoup  moins  de  poils 
que  celui  des  individus  de  notre  race.  Pourtant  il  n'en  est  jamais 
tout  à  fait  dépourvu,  et  il  faut  remarquer  en  outre  que  la 
pratique  de  l'épilation  est  fort  commune  en  Afrique. 

Le  Nègre  a  d'ordinaire  les  yeux  noirs,  quoique  parfois  ils  soient 
bruns  ou  même  gris.  Le  nez,  on  le  sait,  est  écrasé  et  large.  La 
bouche  est  grosse,  les  lèvres  sont  proéminentes,  et,  chez  le 
Guinéen,  presque  retroussées.  Le  bord  externe  des  commissures 
est  empâté  et  empêche  le  mouvement  du  coin  de  la  lèvre  qui 
donne  tant  d'expression  à  la  physionomie. 

La  taille  des  Nègres  est  très  variable,  comme  celle  des  indi- 
vidus des  autres  races,  et,  sous  ce  rapport,  il  y  a  un  tel  entre- 
croisement qu'il  est  impossible  d'en  tirer  un  indice  quelconque 
pour  le  groupement  des  difTérenles  sous-races  humaines.  Je  cite- 
rai, à  ce  propos,  quelques  chiffres  significatifs  :  la  taille  mini- 
mum des  Boschismans  est  de  1  mètre,  de  même  que  celle  des 
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Esquimaux.  Leur  taille  maximum  dépasse  1  mètre  44.  Les  Min- 
copies  varient  de  1  mètre  37  à  1  mètre  48,  et  entre  eux  se  placent 
les  Lapons.  Les  Australiens  ont  de  1  mètre  S7  à  1  mètre  71 ,  et 
nous  trouvons  dans  Tintervalle  le  maximum  des  Lapons  et  la 
moyenne  des  Belges,  des  Anglais,  des  Français  et  de  presque 
tous  les  peuples  de  race  blanche. 

Dans  certaines  tribus,  notamment  en  Abyssinie,  le  Nègre  a  le 
talon  allongé.  Ce  n'est  pas  là  un  caractère  spécifique,  c'est 
une  simple  exagération  anatomique  qui  ne  se  rencontre  pas,  que 
je  sache,  parmi  nous.  Il  en  est  de  même  de  la  longueur  du  bras 
qui,  chez  l'Africain,  est  relativemeent  plus  grande  que  ne  le 
demanderaient  des  proportions  moyennes.  Le  Nègre  a  les  reins 
reculés,  ce  qui  ne  lui  permet  pas  de  se  tenir  aussi  droit  que  le 
Blanc,  et  le  mollet  trop  peu  développé.  Le  front  est  abaissé,  la 
tète  parait  comprimée  vers  les  tempes,  les  dents  font  saillie,  les 
yeux  sont  gros  et  à  fleur  de  tète,  la  position  du  corps  dénote  une 
sorte  d'éreintement  et  la  partie  postérieure  se  projette  en  arrière 
avec  exagération  de  formes.  Cependant,  selon  M.  de  Quatrefages, 
ce  dernier  caractère  n'est  pas  général. 

Les  femmes  hottentotes  et  boschimanes  offrent  une  caractéris- 
tique assez  étrange,  que  l'on  appelle  la  stéatopygie,  phénomène 
qui  consiste  en  une  masse  graisseuse  formant  protubérance  dans 
la  région  sub-rénale.  On  retrouve  cette  singulière  protubérance 
chez  certaines  races  ovines  de  l'Asie  centrale. 

La  peau  du  Nègre  est  d'ordinaire  souple  et  satinée;  elle  est 
plus  rebelle  que  la  nôtre  à  la  transpiration.  Elle  exhale  une 
odeur  sui  generis  qui  fait  reconnaître  aisément  les  navires  servant 
à  latraite.  Chaque  race  du  reste  a  son  parfum  particulier;  au  dire 
de  Humboldt,  les  Péruviens,  pour  discerner  leur  propre  odeur 
d'avec  celle  du  Blanc  et  celle  du  Nègre,  appellent  la  première 
posco,  la  seconde  pezuna,  et  la  troisième  graïo. 

Voyons  maintenant  les  principaux  caractères  anatomiques  et 
physiologiques  propres  à  la  race  nègre.  Je  tirerai  le  premier  de 
la  face.  L'indice  facial,  calculé  d'après  la  méthode  de  M.  Broca 
(multiplication  delà  longueur  par  100  et  division  du  produit  par 
la  largeur)  est  de  68,6  chez  le  Nègre  africain,  de  6S,6  chez  l'Aus- 
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Iralien.  Entre  ces  deux  mesures,  se  placent  celles  de  différents 
types  de  population  française.  De  ce  côté  donc,  rien  à  citer.  J'ai 
déjà  parlé  de  Taspect  extérieur  de  Tappendice  nasal.  M.  Broca  a 
divisé  rhumanité  en  trois  groupes,  selon  que  le  nez  est  étroit  et 
allongé,  ou  moyen,  ou  élargi  et  épaté.  Le  dernier  groupe  est 
formé  de  toutes  les  races  nègres,  les  Papous  exceptés,  et  Pauteur 
les  a  appelées  platyrhiniennes . 

Un  des  traits  les  plus  saillants  qui  se  remarquent  chez  les 
individus  de  race  nègre  est  le  prognathisme^  ou  projection  en 
avant  de  la  face,  principalement  de  la  partie  basse,  ce  qui  se  traduit 
extérieurement  par  Tépaisseur  des  lèvres.  D'après  M.  Topinard, 
il  faut  distinguer  plusieurs  sortes  de  prognathisme,  à  commencer 
par  le  prognathisme  facial,  qui  est  général.  Quoique  les  Nègres 
se  distinguent  particulièrement  des  autres  races  par  ce  dévelop- 
pement de  la  partie  inférieure  de  la  figure,  il  y  a  pourtant  de  nom- 
breuses exceptions.  Les  Tasmaniens,  par  exemple,  étaient  moins 
prognathes  que  les  Finnois.  Cependant  la  famille  humaine  la 
plus  prognathe  est  celle  des  Boschismans. 

L'angle  facial  sert  aussi  à  mesurer  certaines  différences  de 
conformation  entre  les  différentes  races.  Camper  a  trouvé  que 
Tangle  le  plus  aigu  est  celui  de  la  race  nègre.  Il  Ta  évaluée 
70  degrés.  Celui  de  notre  race  est  de  80  degrés.  On  remarque 
qu'il  y  a  moins  de  différence  entre  ces  deux  angles  qu'entre  le 
dernier  et  celui  des  statues  romaines  et  grecques.  Les  premières 
accusent  un  angle  facial  de  95  degrés,  les  secondes  un  angle  de 
100  degrés.  Il  est  vrai  que  Jacquart  a  rencontré  des  exemples 
d'angles  humains  de  90  degrés.  Mais  c'est  l'exception. 

Le  crâne  est  peut-être  la  partie  de  notre  corps  qui  a  été  la  plus 
étudiée.  On  sait  que  selon  qu'une  race  a  la  tète  allongée  ou 
courte,  on  l'appelle  dolichocéphale  ou  brachycéphale.  Entre  l'une 
et  Tautre  se  place  le  type  mésaticéphale.  Les  Nègres  sont  tous 
dolichocéphales.  On  ne  connaît,  parmi  eux,  de  brachycéphales 
que  les  Aêtas.  Cependant  certaines  observations  permettraient 
d'étendre  ce  caractère  à  plusieurs  tribus  nègres ,  entre  autres 
aux  Niams-Niams.  J'ajouterai  que  la  limite  extrême  de  la 
dolichocéphalie  est  atteinte  par  les  Hottentots  et  les  Esquimaux. 
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Quant  à  la  capacité  crânienne,  on  peut  dire  que  celle  du  Nègre, 
je  ne  dis  pas  de  la  Négresse,  est  sensiblement  moindre  que  celle 
des  autres  races,  et,  pour  citer  un  exemple,  la  capacité  d*un 
crâne  parisien  contemporain  est,  en  moyenne,  de  1K58  centi«- 
mètres  cubes  pour  Thomme,  et  de  1337  pour  la  femme  ;  tandis 
que  les  crânes  des  Néo-Calédoniens  ne  mesurent  que  1460  cen> 
timètres  cubes  pour  Thomme  et  1330  pour  la  femme.  On  voit 
que,  pour  les  crânes  féminins,  la  différence  est  tellement  minime 
qu*on  peut  la  négliger.  Aussi  M.  Morton,  ne  tenant  pas  compte 
du  sexe  dans  ses  calculs,  est-il  arrivé  à  des  moyennes  tout  autres, 
et,  selon  lui,  les  Nègres  africains  remportent,  pour  la  capacité-du 
crâne,  sur  les  Chinois,  les  Indous,  les  Mexicains  et  les  Péruviens. 

Pénétrons  à  Tintérieur  du  crâne  et  examinons  un  instant  le  cer- 
veau, ce  merveilleux  instrument  mis  à  la  disposition  de  notre  intel- 
ligence. 

Le  Nègre  a  les  troncs  et  les  filets  nerveux  beaucoup  plus  gros 
que  ceux  du  Blanc,  mais  le  cerveau  lui-même  est  inférieur  en 
volume  et  en  poids.  La  moyenne  donnée  par  M.  Broca  est  de 
1316  grammes;  celle  fournie  par  un  Américain,  M.  Hunt,  est  de 
1351  grammes.  La  limite  basse  extrême  se  présente  chez  les 
Boschismanis  et  les  Australiens  :  elle  est  de  907  grammes.  On 
observe  que,  chez  les  Métis,  le  poids  du  cerveau  diminue  â 
proportion  que  le  sang  blanc  est  en  moindre  quantité,  ce  qui 
tendrait  à  faire  croire  ici  à  une  loi  bien  rigoureuse.  Cependant  les 
observations  manquent  encore;  elles  ne  sont  ni  assez  nom* 
breases,  ni  assez  concordantes.  Un  autre  fait  assez  singulier,  c'est 
celui  de  la  coloration  du  cerveau  qui  se  remarque  chez  les 
Nègres.  Ce  caractère  n'est  pas  non  plus  étranger  aux  races 
blanches,  dont  les  individus  les  plus  foncés  se  distinguent  par  la 
nuance  brunâtre  des  parties  cérébrales. 

Le  Nègre  a  encore  le  système  veineux  plus  développé  que 
celui  du  Blanc;  ses  poumons,  au  contraire,  le  sont  moins.  L'exagé- 
ration de  développement  existe  encore,  chez  lui,  pour  les  grandes 
glandes,  les  capsules  surénales  et  d'autres  organes  trop  spéciale- 
ment anatomiques  pour  que  je  puisse  les  srgnaler  dans  ce  travail. 

D'après  certains  voyageurs,  la  vie  du  Nègre  serait  moins 
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longue  que  celle  du  Blanc  et  celle  du  Jaune.  Cette  opinion,  basée 
sur  des  observations  incomplètes,  est  démentie  par  Texpérience. 
Si  le  Nègre  du  Sénégal  et  celui  de  la  Guinée  vieillissent  vite, 
par  suite  de  conditions  climatologiques  spéciales,  Thabitant  noir 
d'autres  contrées  plus  hygiéniques  se  conserve  aussi  bien  que 
nous  et  peut  atteindre  un  âge  avancé. 

Ce  qui  a  pu  donner  naissance  à  Terreur  que  je  viens  de  signa- 
ler, c'est  l'assimilation  que  Ion  a  prétendu  établir  entre  la  race 
blanche  et  la  race  nègre,  sous  le  rapport  des  conditions  d'accli- 
matation. Il  est  certain  que  ces  conditions  varient  et  sont  même 
très  opposées.  Ainsi,  tandis  qu'un  air  chaud  et  humide,  dans  les 
régions  torrides,  est  funeste  aux  hommes  de  notre  race,  le  Nègre, 
lui,  le  supportera  assez  bien,  mais  ne  pourra  résister  à  un  air 
humide  et  froid.  Il  est  encore  beaucoup  moins  sensible  que  le 
Blanc  à  l'action  des  vapeurs  paludéennes.  En  revanche,  sa  poi- 
trine est  délicate  et  la  phthisie  fait  de  cruels  ravages  parmi  les 
populations  africaines  et  australiennes. 

Pour  donner  une  idée  de  la  différence  pathologique  qui  existe, 
dans  certains  endroits,  entre  les  deux  races,  je  transcris  un  petit 
tableau  statistique  de  M.  Boudin,  cité  par  M.  de  Quatrefages,  sur 
la  mortalité  annuelle  comparative  à  Sierra-Leone,  endroit  très  dan- 
gereux pour  le  Blanc.  Cette  statistique  a  été  faite  de  1829  à  1836. 
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On  remarquera  que,  les  affections  pulmonaires  et  les  flèvres 
éruptives  exceptées,  les  immunités  pathologiques  des  Nègres  sont 
V.  10 
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bien  grandes  en  comparaison  des  dangers  auxquels  les  Blancs 
sont  exposés. 

Voici  encore  un  préjugé  assez  répandu  :  on  croit  que  les 
Nègres  implantés  aux  colonies  sont  inaptes,  sinon  à  se  repro- 
duire, du  moins  à  se  multiplier.  Or,  il  n'en  est  rien.  Si  ancien- 
nement la  population  noire  de  ces  contrées  ne  se  maintenait  au 
complet  qu'au  moyen  de  la  traite  qui  renouvelait  continuellement 
cette  population,  étrangère  par  ses  origines,  c'est  que  le  travail 
qu'on  exigeait  d'elle  était  tellement  excessif,  qu'elle  se  trouvait 
placée  dans  des  conditions  éminemment  défavorables  et  qui  ren- 
daient tout  accroissement  impossible. 

Au  contraire,  depuis  que  la  traite  est  abolie,  la  race  se  pro- 
page,  se  développe  et  s'accroît.  M.  Elisée  Reclus  l'a  constaté 
pour  les  lies  anglaises  des  Antilles.  Les  statistiques  brésiliennes 
établissent  le  même  fait.  M.  de  Quatrefages,  qui  est  protestant, 
ajoute  c  qu'à  l'époque  où  florissaient  les  Missions  des  jésuites 
(dans  l'Amérique  du  Sud),  on  voyait  chez  ces  religieux  qui  s'oc- 
cupaient d'elle,  la  race  noire  s'accroître  d*une  manière  prodi- 
gieuse, tandis  qu'elle  dépérissait  dans  le3  riches  haciendas  où 
elle  était  livrée  à  elle-même  et  surmenée.  »  Loyal  et  impartial 
hommage  rendu  à  la  puissance  civilisatrice  de  la  religion  catho- 
lique. 

Les  Nègres  américains  diffèrent  sensiblement  de  leurs  frères 
africains,  au  bout  de  quelques  années  de  séjour  en  Amérique.  De 
même  que  l'Anglo-Saxon,  lorsqu'il  s'établit  au  delà  de  l'Atlan^ 
tique,  perd  peu  à  peu  les  caractères  de  sa  race,  pour  prendre 
ceux  de  la  race  Yankee^  de  même  le  Nègre  change,  dans  les 
mêmes  contrées,  de  nuance  et  de  physionomie.  Il  pâlit,  ses 
traits  deviennent  plus  réguliers,  et,  fait  caractéristique,  l'odeur 
dont  il  a  été  parlé  plus  haut,  finit  par  disparaître  complètement, 
du  moins  au  dire  de  Lyell.  D'autres  savants  ont  remarqué  que 
ses  facultés  intellectuelles  se  développaient  parallèlement.  D'où 
M.  de  Quatrefages  conclut  qu'il  s'est  formé  aux  États-Unis  une 
sous-race  nègre  spéciale  à  cette  région. 

Abordons  un  point  très  délicat^  et  qui  sert  de  terrain  d'attaque 
à  tant  d'hommes  détournés  de  la  vraie  science  par  préjugés 
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de  doctrine  ou  d'éducation.  Je  parie  des  facultés  intellecluelles  et 
morales  des  Nègres,  surtout  des  Australiens. 

On  a  dit  que  le  sens  moral,  que  Tidée  religieuse  étaient  bannis 
de  leur  cœur  et  de  leur  esprit.  On  Ta  dit  sans  observations  et 
sans  études  sérieuses.  La  vérité  est  que  le  Nègre,  comme  le 
Blanc,  est  un  être  social,  moral  et  religieux. 

L'homme,  dans  son  état  primitif,  se  présente  sous  trois  aspects 
sociaux  :  il  est  chasseur,  pasteur  ou  agriculteur.  Or,  parmi  les 
anciennes  populations  nègres,  nous  trouvons  ces  trois  types  par- 
faitement réalisés  :  le  chasseur  en  Tasmanie,  le  pasteur  en 
Cafrerie,  Tagriculteur  en  Guinée. 

Quant  à  la  civilisation,  on  peut  dire  qu'à  certaines  époques  elle 
s'est  révélée,  chez  les  Nègres,  a  un  degré  très  supérieur,  entre 
autres  sur  les  bords  du  Niger,  comme  l'a  démontré  Barth.  Il  y  a 
plus,  il  existe,  outre  des  monuments  de  pierre  témoignant  de 
cette  culture,  des  monuments  littéraires  prouvant  ce  dont  est 
capable  l'intelligence  du  Noir,  lorsqu'elle  peut  se  développer 
dans  un  milieu  favorable. 

Ainsi,  d'après  Blumenbach,  les  Noirs  africains  ont  produit  des 
écrivains,  des  savants  et  des  poètes.  Cet  homme  ém  inent  avait 
même  recueilli  toute  une  bibliothèque  composée  d'ouvrages 
d'auteurs  nègres.  Cazalès  a  noté  plusieurs  poésies  qu'il  avait 
entendu  réciter  par  des  Bassoutos. 

L'état  politique  et  social  des  tribus  nègres,  quoique  très  rudi- 
mentaire,  ne  laisse  pourtant  pas  que  d'être  comme  une  esquisse 
de  nos  institutions  primordiales  :  les  Australiens  se  divisent  en 
familles  et  en  tribus,  comme  le  faisaient  les  Romains  et  les  Grecs; 
ils  respectent  la  propriété;  ils  s'agglomèrent  en  villages,  obéis- 
sent à  des  chefs,  ont  des  coutumes  qui  font  loi  ;  comme  les  Spar- 
tiates, ils  professent  une  grande  vénération  pour  les  vieillards; 
les  Tasmaniens  (race  très  dégradée)  élevaient  des  mausolées  de 
branchages  et  d'écorces  à  leurs  parent»  défunts. 

Les  Nègres  de  l'Ugunda,  sujets  du  fameux  roi  M'Tsé,  possè- 
dent un  état  de  civilisation  relativement  avancé.  Ainsi,  ils 
tannent  les  peaux  des  animaux  tués  à  la  chasse,  d'une  façon 
vraiment  remarquable  ;  ils  font  d'assez  bonnes  étoffes  au  moyen 
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de  Fécorce  pilée  du  figuier  sauvage.  Le  roi  a  des  ministres  qui  se 
partagent  la  besogne  gouvernementale^  et  dont  les  deux  princi- 
paux sont  le  Kahotah  (ou  ministre  des  affaires  étrangères  et  cui- 
sinier de  sa  majesté  ugondienne)  et  le  Kongowee^  général  com- 
mandant Tarmée. 

Les  Nègres  ont  aussi  le  sentiment  de  la  moralité.  Sans  doute, 
ce  sentiment  est  faible  et  se  traduit  souvent  par  d'étranges  aber- 
rations. Le  chrétien,  qui  sait  ce  que  vaut  Thomme  livré  aux  ténè- 
bres de  Terreur,  ne  s'en  étonnera  pas.  La  déchéance  de  notre 
nature  nous  fait  tomber  parfois  dans  des  abîmes  de  dégradation, 
quand  la  révélation  n'est  pas  là  pour  nous  montrer  le  droit  che- 
min. Réduite  à  ses  seules  forces,  la  raison  reste  trop  souvent  une 
étincelle  cachée  sous  la  cendre.  Mais  un  souffle  suffit  à  la  rani- 
mer; et  ce  souffle,  c'est  la  parole  de  Dieu. 

M.  de  Quairefages  a  du  reste  fort  bien  démontré  que  le  Blanc 
abandonné  à  ses  mauvais  instincts,  devient  quelquefois  même 
pire  que  le  Nègre.  Si  Ton  reproche  à  celui-ci  le  vol,  le  pillage  et 
le  meurtre,  il  peut  demander  compte  à  TEuropéen  des  crimes 
commis  contre  lui,  malheureux  Nègre,  dont  la  vie  n'a  pas  plus 
de  valeur  aux  yeux  de  certains  Blancs  que  celle  des  bétes  fauves. 
Si  on  lui  fait  un  grief  de  son  immoralité,  il  peut  montrer  dans 
nos  grandes  villes  des  faits  tellement  scandaleux,  qu'il  semble 
impossible  de  les  concilier  avec  la  nature  humaine. 

Le  Nègre  est  en  somme  plus  moral  qu'on  ne  le  pense.  Gomme 
je  l'ai  déjà  fait  remarquer,  dans  les  lies  les  moins  civilisées  de 
rOcéanie  la  propriété  territoriale  et  mobilière  est  garantie  par  le 
droit  commun.  Dans  la  Nouvelle-Hollande,  chaque  famille  pos- 
sède des  terrains  de  chasse  dont  héritent  les- enfants  mâles. 
D'autres  tribus  punissent  de  mort  le  braconnage.  De  même,  en 
Guinée,  il  y  a  des  peines  contre  les  voleurs. 

Généralement,  les  Nègres  admettent  comme  légitime  le  vol 
commis  au  préjudice  de  l'étranger,  mais  l'interdisent  parmi  eux. 
C est  ce  qui  explique  lopinion  exagérée  que  se  sont  faite  les 
Européens  du  penchant  à  s'approprier  le  bien  d'autrui  qui  existe 
chez  ces  peuplades. 

Les  sentiments  d'honneur  et  de  pudeur  existent  aussi  chez 
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elles,  à  un  degré  fort  faible  il  est  vrai,  surtout  en  Australie. 
Mais  encore  faut-il  faire  ici  la  part  de  leurs  idées  particulières. 
Ainsi  les  Dinkas,  les  Chillouks  et  les  Nouers  ne  portent  pas  de 
vêtements^  parce  qu'ils  les  considèrent  comme  nn  signe  de  fai- 
blesse. Mais  TAustralien,  le  Hottentot,  Thabifant  de  la  Côte  d'Or, 
punissent  Tadultère  pins  sévèrement  qu'en  Europe.  La  mort  n'est 
pas  un  châtiment  trop  fort,  à  leurs  yeux,  pour  venger  un  tel  crime. 
Le  Nègre  est-il  religieux,  ou  plutôt,  certaines  tribus  sont-elles 
athées,  comme  on  l'avait  d'abord  soutenu  ?  Non,  et  cette  erreur 
s'est  évanouie  à  mesure  que  l'on  a  mieux  connu  les  peuplades 
australiennes,  mélanésiennes,  boschismanes,  cafres  et  hottentotes, 
à  qui  l'on  avait  refusé  le  sentiment  religieux.  Livingstone  l'a  dit, 
«  quelque  dégradées  que  soient  les  populations  nègres,  il  n'est 
pas  besoin  de  les  entretenir  de  l'existence  de  Dieu,  ni  de  leur 
parler  de  la  vie  future;  ces  deux  vérités  sont  universellement 
reconnues  en  Afrique.  » 

Les  Mincopies,  race  très  inférieure,  adorent  le  soleil,  la  lune, 
les  génies  des  bois,  des  eaux  et  des  montagnes.  Ils  croient  au 
mauvais  esprit  et  à  la  vie  future.  Les  Hottentots  reconnaissent  un 
dieu  créateur  et  bon,  Gounja  Ticquôa  et  un  dieu  malfaisant, 
Touquôa.  Ils  attendent  aussi  une  seconde  vie.LesBacapins,  peu- 
ple de  la  Cafrerie,  craignent  un  être  mauvais  appelé  Mouliimoy 
et  se  livrent  à  diverses  superstitions.  Les  Bassoutos  croient  à  l'exis- 
tence d'une  sorte  de  Jupiter-toimant  qu'ils  appellent  Moréna;  ils 
vénèrent  aussi  des  dieux-lares,  les  MolimoSy  et  admettent  une  vie 
future  dans  un  lieu  situé  au  centre  de  la  terre  et  qu'ils  appellent 
Vabime  qui  n'est  jamais  rempli. 

Les  Australiens  adorent  un  bon  esprit,  ou  géant,  sous  trois 
dénominations  diverses  :  les  uns  l'appellent  Coyan;  d'autres  Mo- 
togon,  le  créateur,  à  qui  il  a  suffi  de  dire:  terre,  parais!  eau, 
parais!  et  de  souffler  pour  donner  l'être  à  ce  qui  existe;  d'autres 
enfin  lui  donnent  le  nom  de  Puppérimbul^  sous  lequel  certains 
indigènes  désignent  une  espèce  de  héros  créateur  du  soleil.  Le 
mauvais  esprit  a  de  même  trois  noms  :  Potoyan^  Wandong  et 
Cienga.  Le  soleil,  la  lune,  des  génies  et  des  monstres  sont  aussi 
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vénérés  ou  redoutés  par  les  Australiens,  qui  croient  en  outre  à  la 
métempsycose. 

Les  Taîtiens  ont  une  religion  très  complète.  Seulement  ils 
n'admettent  que  des  dieux  et  pas  d*étres  malfaisants.  Ils  s'adon- 
nent aux  pratiques  religieuses,  à  la  prière  et  font  des  aumônes 
qui  doivent  leur  ouvrir  les  portes  d'un  paradis  de  délices  appelé 
Po.  Sans  ces  pratiques,  ils  risquent  d'aller  habiter  un  lieu  obscur 
où  n'existent  ni  joies,  ni  peines,  à  moins  que  leur  âme  cou- 
pable ne  soit  reléguée  dans  une  sorte  de  purgatoire  où  elle 
expiera  ses  fautes  en  ayant  la  chair  grattée  sur  tous  les  os.  On 
sait  le  nombre  de  divinités  qu'admettait  le  paganisme  de  la 
Grèce  et  de  Rome.  A  Taïti,  il  y  en  a  plus  encore.  Chaque  action, 
chaque  pensée  de  l'homme  a  pour  principe  un  être  supérieur,  un 
Tiis.  Ensuite  viennent  les  Lares,  ou  Oromo/oua^.  Puis  les  dieux  de 
second  rang  que  Ton  peut  assimiler  aux  Faunes,  Sylvains,  cfc; 
et  ceux  du  premier  rang,  au-dessus  desquels  il  y  a  encore  neuf 
dieux  principaux,  créés  directement  par  Taaroa,  l'Être  suprême. 
Celui-ci  est  incréé,  éternel,  cause  première  du  monde  et  des 
hommes.  S'il  a  un  corps,  c'est  un  corps  invisible,  une  coquille 
qui  se  renouvelle  souvent  et  «  qu'il  perd  comme  l'oiseau  perd  ses 
plumes.  • 

Les  Guinéens  croient  aussi  à  un  Dieu  supérieur,  invisible  et 
créateur  de  toutes  choses.  Ils  l'implorent,  lui  demandent  la  santé, 
la  sagesse  et  la  fortune.  Ils  ont  un  mauvais  esprit  à  qui  ils  font  des 
offrandes  pour  l'apaiser.  Puis  viennent  les  divinités  inférieures.  Us 
admettent  rimmortalité  de  l'âme,  la  métempsycose,  le  purgatoire, 
l'enfer  et  l'efficacité  d'offrandes  faites  pour  le  rachat  des  défunts. 

Le  Noir  est  beaucoup  moins  rebelle  à  la  civilisation  que  d'aucuns 
semblent  l'insinuer.  Les  témoignages  concordent  sur  ce  point.  Sans 
doute,  dans  son  état  primitif,  le  Nègre  esta  la  fois,  comme  le  dit 
Riehardson,  un  enfant  et  une  brute.  Ses  appétits  sont  grossiers, 
ses  nenchants  le  portent  à  satisfaire  uniquement  les  besoins  de  sa 
vie  matérielle.  Il  est  sensuel,  glouton  et  paresseux  ;  polygame 
presque  toujours,  anthropophage  souvent.  Mais  cet  enfant  si  vous 
rinstruisez,  cette  brute  si  vous  la  civilisez,  s'élève  bien  vite  à  un 
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niveau  très  supérieur.  D'après  Cazalès,Ies  Holtentots  policés  soni 
de  bons  agriculteurs  et  de  bons  ouvriers;  la  taille  des  Boschismans 
s'agrandit  au  contact  de  la  civilisation;  les  Cafres  convertis  sont 
courageux  et  fidèles;  les  Australiens  eux-mêmes  se  mettent  vite 
au  fait  des  coutumes  européennes:  il  suffit  d'un  homme  dévoué) 
venant  à  eux  avec  des  paroles  de  paix,  pour  les  disposer  à  adopter, 
du  moins  dans  une  certaine  mesure,  nos  lois  morales  et  sociales. 
Un  signe  non  équivoque  de  ce  changement,  c'est  la  diminu- 
tion constante  du  cannibalisme.  Encore  quelques  années,  et  l'hor- 
rible habitude  des  sacrifices  humains  et  de  l'anthropophagie 
n'existera  plus^  dans  le  monde  entier,  qu'à  titre  de  souvenir  et  de 
légende. Honneur  aux  hommes  de  cœur,  aux  missionnaires  catho- 
liques surtout  qui,  au  nom  de  Dieu  et  de  la  fraternité  humaine, 
parviendront  enfin  à  faire  abolir  ces  monstrueux  abus! 

Arrivé  à  la  dernière  page  de  cette  étude,  je  me  vois  assez  em- 
barrassé de  conclure,  c'est-à-dire  de  donner  une  définition  exacte 
du  Nègre.  Qu'est-ce  qui  caractérise  le  Nègre,  ai-je  dit  en  com- 
mençant? Franchement,  scientifiquement  parlant, aucune  réponse 
satisfaisante  ne  peut  être  faite  à  cette  question.  Presque  chaque 
caractère  spécial  se  présente  entouré  d'un  tel  cortège  d'exceptions 
qu'il  serait  bien  téméraire  d'oser  attribuer  à  l'un  ou  à  l'autre,  ou 
même  à  plusieurs  d'entre  eux,  la  valeur  d'une  définition. 

C'est  que  les  Nègres  forment  une  race  et  non  pas  une  espèce, 
et,  par  de  nombreuses  sous-races  métisses,  se  relient  aux  deux 
autres  grandes  races  qui  se  partagent  l'humanité.  Je  citerai 
à  ce  sujet  un  passage  du  savant  cardinal  Wiseman  :  c  La  race 
blanche,  dit-il,  que  l'on  considère  naturellement  comme  la  race 
centrale,  se  rallie  à  la  race  mongole  par  les  Finnois  et  les  As- 
jacks,  qui  ont  son  teint,  sa  chevelure  et  la  couleur  de  son  iris; 
puis  par  les  Tartares,  qui  passent  insensiblement  par  les  Kirghis 
et  les  Yakoutz  dans  la  race  mongole  ;  et  troisièmement  par  les 
Indous,  qui  communiquent  avec  nous  parla  langue  sanscrite.Elle 
se  rallie  à  la  race  nègre  par  les  Abyssiniens,  qui  ont  une  lan- 
gue sémitique  et  des  traits  européens,  et  par  les  Arabes  de 
Souakis  qui  ressemblent  aux  Nubiens  ;  puis  viennent  les  naturels 
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de  Miihass,  ensuite  les  Foulahs  et  les  Mandingues,  et  ainsi  en 
s'avançant  jusqu^au  Congo, les  Nègres  complets  et  les  Hottentots. 
Ces  derniers  sont  ensuite  intimement  liés  avec  les  montagnards 
de  Madagascar;  ceux-ci  à  ceux  de  la  Cochinchine,de$  iles  Molu- 
ques  et  des  Philippines  où  Ton  trouve  aussi  une  race  de  mon- 
tagnards noirs,  à  tête  laineuse,  différant  par  le  langage  des  autres 
naturels,  se  rattachant  aux  indigènes  de  la  Nouvelle-Hollande, 
de  la  Nouvelle-Calédonie,  des  Nouvelles-Hébrides,  qui  eux- 
mêmes  sont  liés  par  la  similitude  des  coutumes,  de  la  religion, 
et  en  partie  des  traits  physiques,  avec  les  Nouveaux-Zélandiens  et 
autres  naturels  de  la  Polynésie,  et  ainsi  par  une  dégradation  insen- 
sible de  teinte,  nous  retournons  presque  aux  familles  asiatiques.  » 

On  le  voit,  Thumanité  est  une  chaîne  dont  les  races  sont  les 
anneaux. 

C*est  un  de  ces  anneaux  que  j'ai  tâché  d'étudier  très  sommai- 
rement, en  réunissant  les  principaux  renseignements  que  nous 
possédons  sur  les  diverses  races  nègres^  renseignements  dont 
j'ai  indiqué  les  sources.  Il  m'était  impossible  de  présenter  un  tra- 
vail plus  approfondi.  Mais  je  m'estimerai  assez  payé  de  mes  recher- 
ches si  ces  quelques  notes  peuvent  engager  les  membres  de  la 
troisième  section  à  examiner  à  fond  les  questions  qui  se  rapportent 
à  la  race  nègre,  race  intéressante  sous  tant  de  rapports,  d'autant 
plus  quen  assimilant  les  Nègres  aux  singes  anthropomorphes, 
certains  savants  ont  oublié  que.  Blanc,  Noir  ou  Jaune,  l'homme 
mérite  tout  le  respect  qui  est  du  à  la  plus  étonnante  des  créa- 
tures de  Dieu. 
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DES  APTITUDES  YÉGÉTATiySS  SPÉCIALES 


\ï^ 


PIN  NOIR  D'AUTRICHE 


ET  DES  CONIFÈRES  FORESTIERS  EN  GÉNÉRAL 


ME 

ME.   de    K.IRTVAI^ 

lupecttor  det  Coréu. 


Lorsque  le  fin  noir,  habitant  des  parties  montagneuses  de  la 
basse  Autriche,  Dalmatie,  Croatie,  Garinthie,  Styrie,  environs  de 
Vienne,  eut  été,  il  y  a  quarante  ou  cinquante  ans,  introduit  en 
France,  on  le  considéra  avec  raison  comme  une  conquête  pré- 
cieuse. Rustique  de  tempérament,  peu  exigeant  sur  les  qualités 
du  sol,  il  paraissait  apporter  un  concours  important  à  la  mise  en 
valeur  des  sols  rebelles,  au  boisement  de  montagnes  dénudérs. 

On  savait  qu*il  croit  avec  grand  luxe  de  végétation  dans  le  cal- 
caire alpin  du  Steinfeld,  entre  Neûstadt  et  Vienne,  alors  que  le 
pin  sylvestre  n*y  végète  qu'avec  difficulté.  C'était  donc,  comme 
révènement  Ta  depuis  justifié,  un  auxiliaire  puissant  pour  le 
revêtement  végétal  des  cimes  dépouillées,  des  roches  nues  et  des 
calcaires  compactes  si  fréquents  en  certaines  parties  de  la  France. 
On  ne  possédait  guère  en  ce  pays,  en  tant  que  conifère  acceptant 
les  calcaires  arides  et  y  prospérant,  que  le  pin  blanc  ou  d'Alep 
(jPtnu^  halepensis).  Mais,  essence  exclusivement  méridionale,  ce 
pin  dépasse  peu  le  44"  parallèle.  Il  se  confine  dans  le  Niçois,  la 
Provence  et  Tancien  comtat  d'Avignon,  c'est-à-dire  dans  un  coin 
seulement  de  ce  grand  Etat,  ne  s'élcvant  pas,  en  altitude,  à  plus 
de  1000  metr.es  au  voisinage  immédiat  du  littoral  méditerranéen. 
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Le  pin  noir  s*élève  à  pareille  allitude  et  la  dépasse  même,  dans 
des  latitudes  beaucoup  moins  méridionales.  (Vienne  est  à  envi- 
ron 48'»  30'  lai.  sept.) 

Cette  nouvelle  essence  ne  tarda  pas  à  être  Tobjet  d*une  faveur 
particulière.  Les  résultats  surprenants  de  son  introduction  dans 
les  sols  calcaires  les  plus  brûlants,  les  plus  maigres,  les  plus  secs, 
sa  facilité  à  reprendre  même  entre  les  fissures  des  rochers,  lui 
donnèrent  peu  à  peu  une  vogue  croissante.  On  ne  s'en  tint  pas 
aux  sols  calcaires;  on  voulut  racclimater  aussi  dans  les  sables 
arides,  dans  les  marnes  glaiseuses,  dans  les  argiles.  Il  y  vint 
mal.  Ici,  dans  les  grès  et  les  sables  du  néocomien,  par  exemple, 
il  faisait  piètre  figure  à  côté  du  pin  commun  (P.  sylvestris)  qu'il 
avait  rapidement  distancé  dans  les  terrains  calcaires;  là,  comme 
dans  les  marnes  argileuses  de  la  Normandie,  il  cédait  le  pas  à  son 
voisin,  son  congénère  sans  doute,  le  pin  de  Corse  (P.  laricid). 

On  en  vint  aisément  à  se  représenter,  par  suite  de  ces  obser* 
valions,  le  pin  noir  comme  une  essence  calcicole,  et  celte  opinion 
rationnelle,  plausible,  est  encore  celle  d'un  grand  nombre  de 
forestiers.  Nous  verrons  qu'elle  est  peut-être  excessive.  Mais 
l'aptitude  exceptionnelle  de  cette  essence  à  s'accommoder  d'une 
proportion  considérable,  prédominante  même,  de  chaux  dans  le 
sol  où  elle  croit,  lui  donne,  au  point  de  vue  de  l'utilisation  et  de 
l'amélioration  des  sols  de  cette  nature,  un  intérêt  considérable. 

Celle  qualité  du  pin  d'Autriche  se  rattache  d'ailleurs  à  d'autres 
qui  lui  sont  communes  soit  avec  les  autres  pins,  soit  avec  la  famille 
des  résineux  ou  conifères  en  général,  et  qui  donnent  la  raison  de 
l'nplitude  des  arbres  de  cette  famille  à  croître  dans  des  sols  trop 
pauvres  et  trop  arides  pour  faire  vivre  les  arbres  appartenant  aux 
essences  feuillues  et  à  bien  plus  forte  raison  les  plantes  agricoles. 

Il  nous  a  donc  paru  qu'il  ne  serait  pas  hors  de  propos  de 
résumer  dans  une  notice  spéciale  les  travaux  récents  dont  le 
pin  noir  d'Autriche  a  été  l'objet,  et,  à  son  occasion,  les  recher- 
ches qui  ont  porté  sur  d'autres  pins  à  exigences  différentes, ainsi 
même  que  sur  certaines  essences  angiospermes  ou  feuillues.  Il 
en  peut  résulter  des  rapprochements  et  des  comparaisons  utiles 
au  but  que  nous  nous  sommes  proposé. 
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DE    LA    PLACE   DU    PIN   NOIR    ENTRE   LES    ESSENCES    CALCICOLES 

ET   CALCIFUGES. 

Le  pin  noir  ou  d* Autriche,  plus  ordinairement  désigné  sous 
ces  deux  dénominations  consécutives  :  pin  noir  d'Autriche^  était 
considéré  par  Linné  comme  une  espèce  légitime,  voisine  du  lari- 
cio  de  Corse,  et  Tillustre  botaniste  en  avait  fait  le  P.  nigra.  Mais 
Endiicher,  et  après  lui  le  vénérable  M.  Matthieu,  Tancien  sous- 
directeur  de  TEcole  de  Nancy,  dont  la  science  fait  autorité  dans 
le  corps  forestier  français,  ne  considèrent  pas  le  pin  noir  comme 
une  espèce  voisine,  mais  bien  comme  une  race  constante  du  pin 
laricio  :  il  est  pour  eux  le  P.  laricio  austriaca. 

De  Tespèce  type  à  la  race  dérivée,  les  caractères  botaniques  ne 
diffèrent  pas  sensiblement  :  les  feuilles  de  celle-ci  sont  un  peu 
plus  courtes,  T-IO  centimètres  au  lieu  de  10-1 S  dans  Tespèce. 
Les  cônes  de  Yaustriaca  dépassent  légèrement  les  dimensions 
de  ceux  du  pin  de  Corse  et  accentuent  un  peu  plus  la  courbure  de 
leur  sommet.  Les  deux  races  ont  les  feuilles  géminées,  robustes, 
aiguës,  d'un  vert  foncé  et  lustré  qui  tranche  sur  la  verdure  terne 
et  bleuâtre  des  pins  sylvestres.  L*écorce  est  jaunâtre  sur  les 
pousses  nouvelles  et  les  jeunes  rameaux,  les  chatons  mâles  d'une 
couleur  analogue,  de  forme  cylindro-conique,  longs  de  2S  milli- 
mètres environ.  Les  chatons  femelles  ovoïdes  de  forme  et  de 
couleur  rouge  sont  plus  petits  et  n'ont  pas  les  bractées  saillantes. 
Devenus  cônes,  on  les  voit  s'étaler  horizontalement,  solitaires 
ou  par  deux  ou  trois  sur  les  rameaux,  en  affectant  une  forme 
arquée  et  une  couleur  d'un  brun  jaunâtre  et  luisant. 

C'est  dans  le  port,  dans  l'aspect  général,  dans  le  fades,  que 
le  laricio  d'Autriche  se  distingue  du  laricio  de  Corse.  Cedernier 
s'élance  droit  comme  un  cierge  et  porte  la  pointe  de  sa  cime  jus- 
qu'à 4S  mètres  au-dessus  du  sol,  son  tronc  mesure  de  5  à  6  mètres 
à  la  base,  il  est  nu  et  lisse  jusqu'à  une  grande  partie  de  sa  hauteur, 
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dont  les  5/6"*^  sont  propres  à  la  charpente  dés  que  l^arbre  appro- 
che de  la  centaine  :  la  cime,  alors  aplatie  et  courte,  se  compose 
d*un  petit  nombre  de  grosses  branches  peu  chargées  de  feuilles, 
et  ne  donne  qu'un  couvert  léger.  Le  pin  d'Autriche  s'élève  un 
peu  moins  haut,  dépasse  rarement  30-55  mètres  avec  3-4  mètres 
à  la  base,  et  n'atteint  pas  toujours  d'aussi  belle  dimension;  sa 
tige  est  moins  droite,  elle  est  ordinairement  contournée  plus  ou 
moins  sous  le  poids  de  branches  nombreuses,  puissantes  et  ro- 
bustes, chargées  à  leurs  extrémités  d'épais  bouquets  de  feuilles 
persistant  pendant  4-5  ans  (*),  le  tout  formant  une  cime  ample  et 
touffue  qui  procure  au  sol  un  couvert  épais  et  d'abondants 
détritus.  Cette  cime  fournit  une  proportion  de  bois  bien  supé- 
rieure, comparativement  à  la  tige,  à  celle  du  laricio  de  Corse  ou 
même  à  celle  du  pin  commun.  Déterminée  par  des  mesures 
prises  sur  im  grand  nombre  d'arbres,  cette  proportion  donne, 
d'après  la  Flore  forestière  de  M.  Matthieu,  une  moyenne  de 
8,24  p.  100.  Enfin  tandis  que  l'enracinement  du  laricio  généra- 
lement faible,  pivotant  dans  la  première  jeunesse  seulement  est 
réduit,  à  l'âge  adulte,  à  un  petit  nombre  de  racines  traçantes 
peu  allongées,  l'enracinement  du  pin  noir,  exclusivement  tra- 
çant, est  composé  de  racines  nombreuses,  robustes,  qui  s'éten- 
dent au  loin. 

La  question  qu'il  est  surtout  intéressant  d'étudier  est  celle  de 
l'emploi  que  le  laricio  d'Autriche  fait  de  la  chaux  qu'il  puise  en 
terre  à  l'aide  de  ses  racines.  Sa  préférence  pour  les  sols  qui  en 
contiennent  une  forte  proportion,  ou  tout  au  moins  son  accommo- 
dement exceptionnel  à  cette  sorte  de  terrains,  est  d'autant  plus 
remarquable  que  son  congénère  de  Corse  ne  manifeste  point  les 
mêmes  prédilections^  croissant  sur  des  sols  purement  feldspa- 
thiques  et  paraissant  rechercher  de  préférence  les  sables  gras  et 
les  graviers  argileux,  produit  de  la  désagrégation  des  granités. 

Les  savantes  recherches  faites  par  MM.  Fliche  et  Grandeau, 
professeurs  à  l'école  forestière  de  Nancy,  sur  la  composition  chi- 


(')  Cf.  Fliche  et  Grandeau  :  Recherches  chimiques  sur  la  composition  desjeutiles 
du  pin  noir  d'Autriche.  Nancy,  4878. 
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inique  de  sols  où  croissent  le  pin  maritime  et  ie  pin  noir  d'Au- 
triche et  diverses  autres  essences  ainsi  que  sur  (oui  ou  partie  de 
ces  essences  elles-mêmes,  nous  aideront  peut-être  à  jeter  quelque 
lumière  sur  ce  point. 

Rappelons  d  abord  ce  fait  bien  connu  des  forestiers  et  plus 
encore  des  botanistes,  à  savoir  que  si,  parmi  la  multitude  des 
plantes  appropriées  à  un  climat  donné,  beaucoup  sont  indiffé- 
rentes relativement  à  la  composition  chimique  des  terres  végé- 
tales, quelques-unes  cependant  refusent  de  croître  dans  un  sol 
dépourvu  d'une  quantité  suflisante  de  calcaire  ou  tout  au  moins 
de  chaux,  et  sont  dites  caldcoles,  tandis  que  d'autres  semble- 
raient n'accepter  que  les  sols  siliceux  et  sont  dites  silicicoles. 
D'autres  enfin,  sans  manifester  d  exigences  aussi  rigoureuses, 
témoignent  d'une  prédilection  manifeste  pour  telle  ou  telle  nature 
de  sol  et  sont  dites  préfé  rentes.  Il  semble  résulter  des  plus  ré- 
centes observations  de  M.  Grandeau  et  de  M.  Fliche,  que  les 
plantes  dites  silicicoles  éprouveraient  moins  une  tendance  invin- 
cible à  croître  dans  les  terrains  où  domine  l'élément  sableux, 
qu'une  insurmontable  aversion  pour  la  chaux,  celle-ci,  âu  delà 
d'une  faible  proportion,  devenant  im  véritable  poison  pour  elles. 
Aussi  l'appellation  de  calcifuge  tend-elle  à  remplacer  ici  celle  de 
silicicole. 

Les  essences  forestières  de  nos  climats  considérées  comme 
expressément  calcifuges  sont  le  châtaignier  (fiastaned)^  le  chêne- 
li^e  (Quercus  suber),  le  chêne  eorsier  (Q.  occidentalîs)^  ce  chêne- 
liège  du  sud-ouest,  et  enfin  le  pin  maritime  (P.  pinaster). 

Les  bouleaux  (Betula  verrucosa,  fi.  pubescens^  B.  intermedia\ 
le  chêne  tauzin  (Q.  tozzd),  le  pin  commun  ou  sylvestre  et  même 
le  laricio  de  Corse  passent  pour  préférer  les  sols  siliceux  et  non 
calcaires  quoique,  moyennant  une  végétation  moins  vigoureuse, 
ils  s'accommodent  au  besoin,  et  sans  trop  de  façons,  de  terrains  où 
l'élément  calcaire  entre  pour  une  part  importante. 

La  distinction  est  moins  tranchée  pour  les  essences  foresliêrcs 
calcicoles  que  pour  les  calcifuges.  Le  pin  blanc,  toutefois  (P.  Aafe- 
pensis)^  semble  l'hôte  exclusif  des  calcaires  rocheux  et  arides  du 
Midi,  et  le  sorbier  cormier  (Sorlms  domestica),  d'une  aire  beau- 
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coup  plus  étendue,  ne  se  rencontre  pas,  que  Ton  sache,  en  des 
sols  où  rélémcnt  calcaire  n  entrerait  pas  dans  une  proportion 
suffisante.  Le  pommier  sauvage  {Malus  acerba)  est  considéré  par 
certains  comme  ealcicole  (>).  Sont  regardés  comme  affectionnant 
les  sols  calcaires,  par  préférence  ou  accommodement  sinon  à  titre 
exclusif,  le  chêne  yeuse  (Q.  ilex)^  plusieurs  pomacées  et  un  grand 
nombre  de  ces  arbrisseaux  et  arbustes  qui  croissent  comme 
sous-bois  dans  beaucoup  de  forêts  et  qu'en  termes  du  métier 
Ton  nomme  les  morts-^ois;  tels  seraient  :  Tépine-vinette  (Berbe- 
ris  vulgaris),  le  fusain  (Evonymus  europœus\  le  nerprun  ala- 
terne  (Rhamntu  alatemus\  le  térébinthe  (Pistacia  terebinthus), 
les  sumacs  (Rhus  cotinus  et  R.  coriaria),  les  cytises  {Cytisus 
laburnvs,  C.  alpinusj  C.  decumbens,  etc.),  le  baguenaudier  (Colu- 
lea  arborecens),  le  bois  de  Sainte-Lucie  (Cerastis  mahaleb),  les 
cornouillers  (Cornus  mas,  C.  sanguinea),  la  viorne  mancienne 
(Vibumum  lantana),  divers  chèvrefeuilles  (Leonicera  caprifo- 
Hum,  L,  xylosieum). 

Reste  notre  pin  noir  d'Autriche,  les  autres  essences,  arbres, 
arbrisseaux  et  arbustes  de  nos  forêts,  étant  pour  la  plupart  indif- 
férentes quant  à  la  composition  chimique  du  sol.  Ce  pin,  qui 
prospère  dans  les  calcaires  les  plus  exclusifs  et  les  plus  arides,  au 
point  de  pouvoir  en  être  considéré,  au  moins  dans  les  latitudes 
et  altitudes  tempérées,  comme  la  providence,  n'est  cependant  pas 
essentiellement  ealcicole ,  dans  l'opinion  des  agronomes  fores- 
tiers comme  dans  la  nôtre.  Nous  l'avons  en  effet  trouvé  en 
pleine  voie  de  prospérité  dans  les  périmètres  de  reboisement 
du  Puy-de-Dôme,  sur  des  terrains  d'origine  ignée  où  le  carbo- 
nate de  chaux  fait  entièrement  défaut.  Il  y  croit  en  mélange  avec 
l'épicéa,  le  mélèze,  le  pin  commun  et  le  pin  d'Auvergne  qui  est 
la  race  auvergnate  du  précédent  :  nulle  part  il  n*y  a  été  intro- 
duit à  l'état  de  massif  pur.  Mais  jusqu'ici,  et  depuis  une  vingtaine 
d'années  d'où  date  son  introduction,  il  se  comporte  d'une  manière 
entièrement  satisfaisante,  presque  aussi  bien  que  l'épicéa  et  le 


C)  ce  Êiude  chimique  sur  Us  essences  principales  de  la  forêt  àe  Haye^^^  £.  HEURT, 
répétiteur  à  l'École  forestière  de  Nancy.  iS78. 
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mélèze»  aussi  bien  que  le  pin  d^Auvergne  et  beaucoup  mieux»  ft 
notre  estime,  que  le  pin  sylvestre  commun. 

Sur  les  roches  volcaniques»  la  réussite  du  pin  noir  n'infirme- 
rait pas  d'une  manière  absolue  la  réalité  de  ses  exigences  en 
matière  de  chaux»  ces  roches  contenant  toutes  en  plus  ou  moins 
forte  proportion  des  pyroxènes  ou  des  amphiboles  pouvant  four- 
nir jusqu'à  22  p.  100  de  leur  poids  en  chaux»  d'après  Lyell  (')» 
ce  qui  est  plus  que  suffisant  pour  subvenir  à  tous  les  besoins. 

Mais  le  pin  noir  d'Autriche»  dans  les  travaux  de  reboisement 
de  l'Auvergne»  n'a  pas  été  introduit  seulement  sur  le  flanc  des 
puysy  ces  volcans  d'extinction  récente»  sur  les  cheyres  (coulées  de 
laves)  et  sur  les  autres  roches  volcaniques  plus  anciennes»  tra- 
chytes»  basaltes»  phonolithes»  etc.  Il  l'a  été  également  et  avec  non 


(I)  Cf.  Êlémenti  de  géologie. 

Voici,  d'après  ce  géologue,  la  composition  du  pyroxène  : 


Pjmsènt  (Rom). 


lloywia«  d«  4  aaAlyic*. 


Silice 53,36 53,57 

Alumine «> I> 

Magnésie 4t99 iif26 

Chaux 99,19 90,80 

Oxyde  de  fer    .    .     .  17,38 10,76 

Manganèse  ....  0,09 0,67 

Pertes 1,99 1,85 


100,00 


100,00 


M.  GoQUÀiiD,  professeur  de  minéralogie  et  de  géologie  à  la  faculté  des  sciences  de 
Besançon  {TraUé  des  roches,  Besançon,  iS56)  donne,  pour  le  même  minéral,  de  trois 
provenances  différentes,  les  analyses  que  yoici  : 


Bina. 


Silice  .    .    . 

.    50,15    .     . 

.    59    >     .     . 

.     50,97 

Alumine  .     . 

4,09    . 

.     .      8,54     .     . 

8,67 

Magnésie .    . 

.    13,48    .    . 

.     .    i(?,  »     . 

.     .    10,46 

Chaux.     .     . 

.    19,57    . 

.     .    18,90     . 

.     .    19,90 

Oxyde  de  fer. 

.     19,04     . 

16,66 

.     .     90,66 

Pertes.    .     . 

0,74     .     . 

.     .       4,80     . 

.    .       9,75 

100,00 


100,00 


100,00 


Les  mêmes  aoteors  donnent,  pour  l'amphibole»  les  compositions  suivantes: 
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moins  de  succès  sur  toutes  les  roches  de  la  famille  des  granités, 
gneiss,  micaschistes,  porphyres,  etc.,  notamment  sur  ce  vaste 
plateau,  déjà  fort  éloigné  de  la  Limagne,  qui  sépare  la  vallée  de 
la  Sioule,  dans  le  Puy-de-Dôme,  du  département  de  la  Creuse  : 
là,  ce  serait  vainement  que  Ton  chercherait  un  lambeau  de  ter- 
rain d^origine  non  granitique.  Le  pin  noir  d'Autriche,  néanmoins, 
y  réussit  comme  sur  les  roches  volcaniques,  n  accusant  aucune 
préférence  marquée  pour  les  unes  ou  pour  les  autres  :  que  si 
Ton  peut  constater  parfois  quelque  différence  dans  la  végétation 
de  notre  essence,  elle  doit  être  attribuée  bien  plus  aux  divers 
degrés  de  fertilité  naturelle  et  de  richesse  du  sol  qu'à  sa  nature 
géologique. 

Il  est  vrai  que  Tintroduction  du  pin  noir  en  Auvergne  est, 
comme  nous  Pavons  dit,  assez  récente,  remontant  tout  au  plus  à 
une  vingtaine  d'années;  et  il  n'y  aurait  rien  d'impossible  à  ce 
qu'à  un  âge  plus  avancé  une  différence  appréciable  vint  à  signa- 
ler sa  végétation  suivant  l'origine  géologique  des  sols  sur  lesquels 
il  a  été  introduit  :  le  fait  serait  loin  d*èire  sans  précédents  parmi 


Msjmll 

d'ap 

.  Bonadorff. 

C*«MIBd 

d'ap.  Klaprolh. 

(NsBies.) 

(Pyrtfadet.) 

(ZiUerihal.) 

Silice ....    42    > 

45,69 

57,60     .     . 

.    54,60     .     . 

.     .     53,1 

Alumine ...     13    > 

13,18 

0,75     .     . 

0,85     . 

.     .       1,7 

Magnésie.     .     .      2^25 

18,79 

7,85    .     . 

.       i9y30       .        . 

.      7,4 

Chaux.    ...    11    > 

15,85 

9,56     .     . 

.     10,4»     . 

.     11,4 

Potasse    .    .     .    traces 

» 

>     .     • 

•             >     •     , 

•         > 

Oxyde  de  fer    .    30    > 

7,33 

33,67  (protox.)    13,10    . 

.     .    35,6 

Manganèse  .    •      0,25 

0,33 

>     .     . 

»     .     . 

.     .       0,9 

Perles     .     .    .      3,50 

(A< 

1,95 

iidt  fluoriqac 

1,57     .     . 

•) 

9,70    . 

.     .      0,6 

100,00 

100,00 

100,00 

100,00 

100,0 

On  Toit  que  l'amphibole  est  moins  riche  en  chaux  et  en  magnésie  que  le  pyroxène, 
mais  qu'elle  contient  toujours  ces  deux  éléments  dans  une  proportion  importante.  Si  on 
les  additionne  dans  les  diverses  analyses  qui  précèdent,  l'on  obtient  respectiyement 
comme  taux  p.  100  d'ensemble  de  ces  deux  substances  : 


Pyroxène  :    37,18  —  33,16  —  33,05  —  33,30  —  33,65  •  .  .  moyenne  35,64 
Amphibole  :  13,35  -  33,84  —  17,41  —  39,75  —  18,08  ...       —        33,41 
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les  tentatives  d'acclimatation  ou  d'introduction  d'essences  nou- 
velles en  des  lieux  où  elles  n'existaient  pas  naturellement.  Mais, 
même  dans  son  pays  d'origine,  le  pin  d'Autriche  n'est  pas  toujours 
l'hôte  exclusif  des  sols  calcaires.  Dans  le  Wiener-Wald  notam- 
ment, non  loin  de  Vienne,  on  le  rencontre  sur  des  terrains  détri- 
tiques à  gros  éléments  où  la  chaux  est  fort  peu  abondante. 

On  doit  donc  tenir  pour  plausible  et  rationnelle  l'opinion  de 
ceux  qui  pensent  que  le  pin  noir  sait  s  accommoder  des  sols  con- 
tenant de  la  chaux  sans  exiger  toutefois  la  présence  de  cette  base. 

Mais  cette  opinion  peut-elle  être  envisagée  comme  réunissant 
une  somme  de  probabilités  équivalente  à  la  certitude,  ou  bien 
aurait-elle  besoin  d'être  confirmée  par  de  nouvelles  recherches 
mettant  en  lumière  de  nouveaux  faits? 

Examinons  jusqu'à  quel  degré  d'avancement  les  travaux  des 
chimistes  forestiers  ont  amené  la  solution  de  cette  question  ;  nous 
pourrons  rechercher  ensuite  par  quelle  voie  il  serait  possible  de 
la  trancher  scientifiquement  et  définitivement. 


II 


ÉTUDE   COMPARÉE   DES   CALCIFUGES   ET   DES   CALCIC0LE8. 

Nous  avons  rappelé  plus  haut  qu'en  dehors  du  très  grand 
nombre  de  végétaux  qui  se  montrent  indifférents  à  la  nature 
chimique  du  sol,  pourvu  qu'ils  y  trouvent  la  quantité  de  prin- 
cipes minéraux  et  d'azote  nécessaire  à  l'élaboration  de  leurs 
tissus,  les  uns  se  distinguent  par  leur  aversion  absolue  pour  les 
sols  trop  riches  en  calcaire,  les  autres  réclamant  plus  ou  moins 
impérieusement  la  présence  de  ce  même  élément.  Entre  ces 
deux  caractères  nettement  tranchés,  on  trouve  un  certain  nombre 
d'essences  forestières  qui  semblent  préférer  les  unes  l'abondance, 
les  autres  l'absence  ou  une  proportion  moindre  de  cette  base  ou 
tout  au  moins  s'en  accommoder. 

Mais  où  est  la  limite  nettement  tranchée  qui  sépare  les  espèces 
absolument  calcifuges  de  celles  qui  ne  le  sont  que  par  préfé- 
V.  il 
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rence?  et  où  trouverons-nous  la  démarcation  exacte  entre  celle-ci 
et  celles  qui  préfèrent  les  sols  calcaires  où  s'en  accommodent  ? 
Enfin  où  commence  la  qualité  calcioole  proprement  dite  ? 

Sans  être  d'une  précision  absolue,  les  réponses  à  ces  questions 
existent  cependant.  Nous  espérons  qu'elles  se  dégageront  des 
considérations  qui  vont  suivre. 

Dans  un  mémoire  fréquemment  cité  sur  le  châtaignier,  mé- 
moire qui  a  paru  dans  le  Bulletin  de  la  Société  botanique  de 
France  du  8  avril  1870,  M.  Chatin  a  établi  que  cet  arbre,  essen- 
tiellement calcifuge,  ne  supporte  qu'avec  peine,  dans  le  sol  où  il 
croit,  une  teneur  en  chaux  de  3  p.  100  et  disparait  infaillible- 
ment, avec  la  fougère  impériale  {Pteris  aquilina)  et  les  bruyères, 
quand  la  teneur  dépasse  ce  taux. 

MM.  Fliche  et  Grandcau,  à  leur  tour,  ont  expérimenté  cette 
essence  (*)  :  ils  ont  analysé  des  sols  très  différents  sur  lesquels 
croissaient  fort  inégalement  des  châtaigniers  résultant  de  repeu- 
plements artificiels  et  dans  des  conditions  identiques  d  altitude, 
d'exposition  et  de  climat.  Sur  un  terrain  sableux  d'origine  mio- 
cène, où  la  partie  insoluble  (fer,  alumine,  silice)  entre  dans  la 
proportion  de  90,55  p.  100,  au  lieu  dit  Les  Quatre^Arpents^  dans 
le  bois  de  Ghampfétu  dépendant  de  la  forêt  d'Oihe  (Yonne),  la 
teneur  en  chaux  est  de  0,35  p.  100  :  les  châtaigniers  y  crois- 
saient vigoureusement,  atteignaient  de  belles  dimensions  et  se  res- 
semaient naturellement.  Au  canton  de  Barrière-de'la'Garenne(^\ 
provenant  de  la  craie  blanche  du  crétacé  supérieur,  le  résidu 
insoluble  n'est  plus  que  de  58,53  p.  100,  auxquels  on  peut  ajou- 
ter cependant  3,80  d'alumine  et  sesquioxyde  de  fer,  et  la  teneur 
en  chaux  n'est  pas  inférieure  à  15,32  p.  100.  On  se  rendra 
mieux  compte,  au  surplus,  de  la  différence  de  composition  des 
deux  terrains,  par  le  tableau  ci-dessous  : 


(I)  De  tinfluenee  de  la  composition  chimique  du  sol  sur  la  végétation  du  chdiai' 
gnier,  Nancy,  i878. 
(*)  Recherches  sur  la  végétation  forestière  du  pin  maritime,  Ibid. 
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Qoatre-lrpeBU.  BarriAr«-l*-Gar«nB«. 

Eau 1,75 3,90 

Matières  oombastibles 5,50 6,85 

Acide  carbonique 0,70 Ii,i7 

Cbaax 0,3» 15,32 


Magnésie 0,38 

Potasse 0,07 

Sonde 0,06 

Acide  phospborique 0,64 

Alumine  et  sesquioxyde  de  fer.  j 

Manganèse >  90,55 

Résidu  insoluble ; 

100,00 


0,20 
0,08 
0,13 
0,05 
3,80 
0,30 
58,53 

100,32 


Dans  le  second  de  ces  deux  terrains»  la  végétation  des  châtai- 
gniers était  des  plus  mauvaises;  beaucoup  avaient  péri»  d'autres» 
qui  avaient  été  coupés  n  avaient  donné  autour  des  souches  que 
des  rejetons  grêles»  sans  hauteur,  chétifs  et  malingres»  et  ceux 
qui  n'avaient  point  été  recepés  ne  constituaient  que  des  arbres 
rabougris»  de  faibles  dimensions»  tout  à  fait  dépérissants.  On  a 
incinéré  des  échantillons  convenablement  choisis  des  feuilles  et 
du  bois  des  uns  et  des  autres»  et  voici  les  résultats  fort  dignes 
d'attention  de  l'analyse  des  cendres  ainsi  obtenues  : 


CORPS  COMPOSANTS. 


CkAUipiert  kieiTeiiiU. 


PmUIm. 


Bois. 


CkAUigiiert  ■iheiiitt. 


PmUIm. 


BoU. 


Silice 

Adde  phospborique    .    . 

Cbanx. 

Magnésie 

Potasse 

Soude  

Sesquioxyde  de  fer.  .  . 
Acide  sulfurique.  ... 
Chlore 

Totaux.    .    .    • 

Taux  p.  c  des  ctodres.    . 


5,79 

12,32 

4tt,37 

6,63 

21,67 

3,86 

1,07 

2,97 

0,30 


99,98 


4,80 


3,08 
i^ 
73,26 
3,99 
41,65 
0,00 
0,24 
1,43 
0,00 


99,98 


4,74 


1,46 
12,50 

74,»» 

3,70 
5,76 
0,66 
0,83 
0,00 
0,52 


99,98 


7,80 


1,36 
4,27 
87,30 

2,07 
i,69 
0,28 
i.«7 
0,64 
0,08 


99,96 


5,7! 
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On  est  frappé  tout  d*abordy  à  l'inspection  de  ce  tableau,  de  la 
proportion  énorme  de  chaux»  contenue  tant  dans  les  feuilles 
que  dans  le  bois,  des  châtaigniers  bienvenants  et  ayant  crû  sur  un 
sol  dans  la  composition  duquel  cette  base  n*entre  que  pour  35 
dix-millièmes  (0,35  p.  100)! 

Ainsi  voilà  une  essence  essentiellement  calcifuge  qui  fait 
cependant  entrer  la  chaux  pour  près  de  moitié  dans  la  composi- 
tion minérale  de  ses  feuilles  et  pour  plus  de  73  p.  100  dans  celle 
de  son  bois!  Et  cela  dans  des  conditions  de  végétation  normale  et 
prospère...  Dans  la  même  forêt,  sur  un  sol  aussi  riche  en  chaux 
que  Tautrc  en  était  pauvre  (15,32  p.  100  au  lieu  de  0,35  p.  100, 
c'est-à-dire  près  de  Ai  fois  plus),  Taccroissement  en  cette  matière 
se  fait  sentir  surtout  dans  les  feuilles,  toujours  plus  riches  en 
principes  minéraux  pris  ensemble  que  le  bois,  mais  où  la  teneur 
en  chaux  est  au  contraire  normalement  plus  faible,  et  Tétat  maladif 
et  dépérissant  de  la  végétation  se  traduit  par  une  augmentation 
importante  dans  le  taux  des  cendres.  Naturellement  Taccroisse- 
ment  de  la  teneur  en  chaux  entraine  une  diminution  correspon- 
dante dans  le  taux  des  autres  éléments  ;  mais  c'est  sur  le  taux  de 
la  potasse  que  Técart  est  le  plus  important  :  de  21,67  dans  la 
feuille  il  descend  à  5,76  et  de  1 1,65  dans  le  bois  il  s'abaisse  à 
2,69.  L'acide  phosphorique  n'éprouve  pas  de  modifications  ap- 
préciables, mais  l'oxyde  de  fer  et  l'acide  suifurique  subissent  des 
atténuations  importantes. 

Des  recherches  analogues  ont  été  faites  par  les  deux  mêmes 
savants  sur  le  pin  maritime  (*).  Elles  ont  d'autant  plus  d'intérêt 
dans  la  question  qui  nous  occupe  que  des  pins  noirs  croissaient 
en  mélange  dans  la  même  forêt  avec  les  pinastres,  non  loin  des 
châtaigniers  analysés  et  dans  des  sols  de  même  composition.  Ces 
sols,  on  l'a  dit  plus  haut,  proviennent  les  uns  du  miocène,  les 
autres  de  la  craie  des  terrains  secondaires  supérieurs  ;  les  pre- 
miers, véritables  terrains  siliceuxy  forment  un  lit  de  puissance 
variable  reposant  sur  les  seconds:  sur  certains  points  des  éboule- 

(1)  De  Vinfluence  de  la  composition  chimique  du  sol  sur  la  végétation  du  pin  maritime 
(P.  pinaster).  Nancy,  i878. 


-  J65  —  i3. 

ments  ou  Taclion  des  eaux  out  mélangé  les  élémcuts  du  miocène 
à  ceux  du  crétacé  pour  former  un  sol  siliceo-calcaire  où  la  chaux 
entre  pour  3,25  p.  100  et  lacide  carbonique  pour  3,54  dans  la  par- 
tie superficielle,  la  teneur  de  ces  éléments  croissant  avec  la  pro- 
fondeur pour  arriver,  dans  le  sous-sol — prisa  0°',30'' au-dessous  de 
la  surface,  —  Iachauxà24,04p.l00etracide  carbonique  à  19,59. 
Dans  les  parties  non  recouvertes  par  les  sables  miocènes,  on  a  la 
craie  presque  pure  tant  à  Tétat  de  terre  fine  que  de  fragments 
plus  gros  :  c'est  un  sol  calcaire  absolument  stérile  pour  le  pin 
maritime  qui  n*y  vient  pas  seulement  mal  comme  dans  le  siliceo- 
calcaire,  mais  qui  se  refuse  obstinément  à  y  végéter  d'une 
manière  quelconque.  Ici  la  chaux  compte  pour  29,72  p.  100  et 
lacide  carbonique  pour  24,45, ce  qui  donne  une  teneur  de  car- 
bonate de  chaux  de  plus  de  moitié  de  la  composition  totale. 

Des  semis  d'essences  variées,  notamment  de  pin  maritime  et 
de  pin  sylvestre,  de  châtaignier  et  d'autres  essences  feuillues,  ont 
été  faits  en  1852,  en  mélange  et  indistinctement,  sur  ces  divers 
terrains;  neuf  ou  dix  ans  plus  tard  le  pin  noir  d'Autriche  y  a  été 
planté  comme  regarni  dans  les  parties  où  le  semis  avait  échoué. 

Dans  ces  repeuplements  le  pin  maritime  et  le  châtaignier 
se  sont  comportés  de  la  même  façon.  Tout  a  levé  à  profusion; 
mais  dès  la  seconde  année  les  plantules  de  ces  deux  essences 
avaient  presque  complètement  disparu  de  la  partie  la  plus  cal- 
caire, et  leurs  rares  survivantes  n'ont  pas  tardé  à  périr  à  leur 
tour.  Cependant  sur  le  même  emplacement,  le  pin  sylvestre  a 
mieux  résisté;  il  n'a  point,  comme  le  maritime,  séché  sur  pied;  et 
les  essences  feuillues  autres  que  le  châtaignier  ont  donné,  après 
une  première  jeunesse  plus  ou  moins  difficile  et  souffreteuse, 
une  végétation  en  voie  d'amélioration  progressive.  Sur  les  par- 
ties tertiaires  le  pin  maritime  avait  réussi  et  prospéré,  et  la 
beauté  de  sa  végétation  allait  croissant  avec  l'épaisseur  de  la 
couche  miocène  au-dessus  du  crétacé.  Restait  la  partie  siliceo- 
calcaire,  contenant  3,25  p.  100  de  chaux  seulement  avec  quel- 
ques débris  organiques  dans  le  dix  premiers  centimètres  d'épais- 
seur et  augmentant  cette  teneur  jusqu'à  la  portera  24  p.  100 
dans  la  profondeur  de  30  à  40  centimètres.  Un  certain  nombre 
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de  pins  maritimes  y  avaient  persisté  jusqu'à  Tépoque  où  oui  eu 
lieu  les  expériences  (antérieurement  à  Tannée  1879),  mais  en 
présentant  tous  les  signes  d'une  végétation  dépérissante;  chaque 
année  il  en  séchait  sur  pied  quelques-uns  et  peu  de  temps  devait  se 
passer  avant  qu'ils  eussent  entièrement  disparu.  Plus  jeunes  d'une 
dizaine  d'années ,  les  pins  noirs  d'Autriche^  malgré  les  attaques 
du  lapin  qui  les  ont  fort  éprouvés  pendant  les  années  consécutives 
à  leur  plantation^  se  montraient  dans  des  conditions  généralement 
satisfaisantes  :  sur  le  sol  siliceo-calcaire»  où  le  pinaster  dépé- 
rissait et  mourait,  les  jeunes  pins  noirs  offraient  un  feuillage  d'un 
beau  vert  foncé  avec  des  pousses  de  plus  en  plus  vigoureuses;  sur 
la  craie  privée  de  tout  mélange  avec  le  sable  miocène,  où  aucun 
pin  maritime  n'a  pu  résister  au  delà  de  la  troisième  année,  les 
pins  noirs  étaient  moins  beaux  que  sur  le  mélange,  mais  ils  per- 
sistaient et  leur  végétation  allait  s'améliorant  d'année  en  année. 
Des  rameaux  de  pin  maritime  bienvenant  (sol  miocène  sili- 
ceux), de  pin  maritime  dépérissant  (craie  mêlée  de  sable)  et  de 
pin  noir  d'Autriche  (sol  crayeux),  choisis  de  manière  à  représen- 
ter des  poids  sensiblement  égaux  tant  dans  leur  ensemble  que 
comme  feuilles,  bois  et  écorce,  ont  été  incinérés,  et  l'analyse  de 
leurs  cendres  a  donné  les  résultats,  remarquables  à  plus  d'un 
titre,  que  contient  le  tableau  ci-dessous  : 


ÉLÉMENTS  COMPOSANTS 

dM 
CENDRES. 


Acide  silicique 

Acide  phosphorique  .   .   . 

Cbaux 

Magnésie 

Potasse 

Soade  

Sesquioxyde  de  fer.  .   . 

Totaux. 

Taux  p.  c.  des  cendres. 


PIN  MARITIME 


blcoTCDant. 


9,18 

9,00 

40,20 

20,09 

16,04 

1,91 

3,83 


100,25 


1,32 


BulTtsant. 


6,i2 

9,U 

^6.14 

18,80 
4,95 
2,52 
2,07 


100,0i 


1,535 


PINNOn 


D  AurmiCBi. 


7,14 

11,33 

49,13 

13,49 
43,56 

2,24 
3,29 


100,18 


2,45 
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Les  chiffres  de  ce  tableau  ne  sont  pas  moins  dignes  d*atlention 
que  ceux  du  précédent  (2"  tableau  de  la  p.  11). 

Le  pin  maritime  bienvenant  sur  un  sol  siliceux»  où  la  chaux 
n'existe  que  dans  la  proportion  de  35  dix-milliémes  (cf.  tableau 
de  la  p.  11)>  s'est  assimilé,  en  cet  élément»  plus  de  40  p.  100  du 
poids  de  ses  cendres.  Le  sol»  siliceo-calcaire  à  la  surface 
(3»25  p.  1 00)  et  tout  à  fait  calcaire  à  30  ou  40  centimètres  au 
dessous  (24,05  p.  100)^  peut  être  considéré  comme  moyenne- 
ment approchant»  quant  à  la  teneur  en  chaux»  du  sol  de  Barrière- 
h'^arenne  (1*'  tabl.  de  la  p.  11)  où  le  taux  en  cette  substance 
est  de  15,32  p.  100;  les  pins  maritimes  malvenants  et  dépéris- 
sants qui  y  croissent  où  plutôt  qui  y  décroissent,  fournissent 
une  teneur  de  56,14  p.  100.  Ces  résultats  sont  tout  à  fait  compa- 
rables à  ceux  qu'a  donnés  l'analyse  de  cendres  de  châtaigniers 
venussur  des  sols  identiques  ou  analogues, bien  que  la  quantité  de 
chaux  soit  moindre  dans  les  cendres  du  pin  maritime.  Quant  au 
pin  d'Autriche  venu  sur  la  craie,  sa  teneur  en  chaux  est  inter- 
médiaire entre  celle  des  pinastres  bien  venants  et  dépérissants; 
mais  lui,  après  avoir  souffert  pendant  les  premières  années  qu' 
ont  suivi  sa  plantation,  a  repris  le  dessus  et  voit  sa  végétation 
s'améliorer  d'année  en  année;  s'il  révèle  un  taux  plus  élevé  de 
matières  minérales  le  fait  s'explique  par  ses  dix  ans  de  moins 
relativent  aux  pins  maritimes. 

A  côté  des  teneurs  en  chaux  il  faut  considérer  aussi  les  taux  de 
potasse.  Ils  marchent  en  sens  inverse  des  premières  dans  le 
P.  pinaster  comme  dans  le  châtaignier  :  de  16,04  p.  100  dans 
les  maritimes  bienvenants,  il  se  réduit  de  plus  des  deux  tiers 
dans  des  dépérissants»  à  4,95,  tandis  que  sa  proportion  parait 
demeurer  normale  (13,56)  dans  le  pin  noir  qui  contient  aussi» 
comme  le  font  remarquer  les  auteurs  du  mémoire,  une  propor- 
tion sensiblement  plus  forte  d'acide  phosphorique.  Ces  auteurs 
concluent  de  cette  teneur  importante  en  potasse  et  en  acide 
phosphorique  ainsi  qu'en  oxyde  de  fer  (3,29  p.  100»  à  peu  près 
comme  le  pin  maritime  bienvenant  qui  fournit  3,83  de  cette  base» 
le  dépérissant  en  offrant  seulement  2»07)»  que  c'est  là  qu'il 
faut  voir  la  raison  pour  laquelle  le  laricio  d'Autriche  peut  se 
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développer  vigoureusement  sur  les  sols  essentiellement  calcaires. 

Réservons  cette  conclusion,  et  admettons  avec  les  deux  savants 
professeurs  que  ce  qui  cause  le  dépérissement  et  la  mort  du  châ- 
taignier et  du  pin  pinastre  dans  les  sols  riches  en  chaux  c'est 
que,  gorgés  de  celte  substance  au  delà  de  la  mesure  qui  leur  est 
nécessaire,  ils  ne  peuvent  plus  s'assimiler  les  proportions  requises 
d'autres  éléments  et  très  particulièrement  de  la  potasse  dont 
l'importance  dans  la  nutrition  végétale  ne  saurait  être  contestée, 
puisque  la  production  de  l'amidon  est  essentiellement  liée  à 
l'existence  de  cet  alcali  ('). 

Il  n'en  est  pas  moins  vrai  que,  toutes  calcifuges  qu'elles  soient, 
ces  deux  essences  n'en  réclament  pas  moins  de  moitié  environ 
de  chaux  dans  la  teneur  des  principes  minéraux  nécessaires  à 
leur  existence  1  MM.  Fliche  et  Grandeau  voient  aussi  dans  la 
diminution  de  la  proportion  de  sesquioxyde  de  fer  une  des  causes 
du  dépérissement  du  pin  maritime.  Peut-être  y  aurait-il  lieu  à 
quelque  contestation  sur  ce  point  :  sans  nul  doute,  le  fer  remplit 
un  rôle  important  dans  l'élaboration  de  la  chlorophylle.  Mais 
dans  le  châtaignier  l'eifet  inverse  se  produit  :  la  production 
moyenne  du  sesquioxyde  de  fer  dans  les  cendres  (feuilles  et  bois) 
des  arbres  bienvenants  est  inférieure  à  celles  des  arbres  mal- 
venants. Il  faudrait,  pour  que  la  conclusion  ci-dessus  fût  inatta- 
quable, établir  que  le  fer  agit  différemment  pour  la  production 
de  la  chlorophylle  dans  le  châtaignier  et  dans  le  pin. 

Quoi  qu'il  en  soit,  la  teneur  en  chaux  des  cendres  des  diverses 
essences  forestières  ne  parait  pas  être  en  relation  bien  constante 
avec  les  aptitudes  calcicoles  ou  calcifuges  ou  neutres  de  ces  mêmes 
essences. 

Dans  une  Étude  chimique  sur  les  essences  de  la  forêt  de  Haye, 
M.  Henry  nous  montre  le  coudrier,  le  charme,  essences  indiffé- 
rentes (^)  presque  aussi  exigeants  ou  plus  exigeants  en  matière  de 


(1)  Cette  importante  loi  de  physiologie  végétale  a  été  mise  en  lamière  par  un  traTail  des 
savants  allemands  Nobbe,  Schrœder  et  Erdmann,  analysé  par  les  professeurs  de  l'École 
forestière  de  Nancy  dans  le  Journal  d'agriculture  pratique^  année  iSTS. 

(*)  Le  coudrier  recherche  les  sols  frais,  quelle  qu'en  soit  la  composition  minéralogique, 
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chaux  que  le  pommier  sauvage  qu'il  donne  comme  franchement 
calcicole  :  le  taux  moyen  en  chaux  des  cendres  de  la  tige^  des 
branches,  de  Técorce  et  des  feuilles  de  ces  trois  essences,  est 
moyennement  de  71,81  p.  100  pour  le  coudrier,  de  74,05 
p.  100  pour  le  pommier,  et  de  74,79  p.  100,  pour  le  charme. 

De  leur  côté  MM.  Fliche  et  Grandeau  ont  étudié  à  un  point 
de  vue  analogue  les  papilionacées  ligneuses  ('),  parmi  lesquelles 
le  genêt  à  balais  (Sarothamnus  vulgaris)  et  Tajonc  [Ulex  euro- 
pcBui),  sont  nettement  calcifuges,  le  robinier  (Robinia  pseuda- 
coda)  indifférent  et  le  faux  ébénier  {Cyti$u$  labumum)  sinon 
très  franchement  calcicole,  du  moins  fort  accommodant  avec  les 
sols  calcaires.  C^est  dans  le  bois  de  Champfétu  où  ils  ont  étudié, 
comme  on  Ta  vu,  la  composition  minérale  du  châtaignier,  du  pin 
maritime  et  du  laricio  d'Autriche,  que  ces  infatigables  pionniers 
de  Tagronomie  forestière  ont  analysé,  après  incinération,  des 
échantillons  convenablement  choisis  des  quatre  essences  précé- 
dentes. Il  se  trouve  que  la  teneur  en  chaux  atteint  un  chiffre  de 
beaucoup  le  plus  élevé  dans  Tessence  indifférente,  le  faux  acacia 
(58,99  p.  100),  et  que  dans  le  cytise,  Tessence  à  tendances  cal- 
cicoles,  le  taux  en  cette  base  n'est  pas  sensiblement  plus  fort 
que  dans  les  deux  calcifuges,  Tajonc  et  le  genêt  :  ce  dernier 
révèle  en  effet  25,03  p.  100  de  chaux,  l'autre  calcifuge  25,97 
et  le  calcicole  27,18  (*). 

Les  quatre  papilionacées,  ainsi  analysées,  étaient  également 
prospères  et  bienvenantes.  Il  importe  de  remarquer  que  toutes 
quatre  accusent,  nonobstant  leurs  teneurs  en  chaux,  des  taux 
comparativement  très  élevés  en  potasse  et  en  acide  phosphorique 
et  que,  relativement  au  châtaign  ier,  par  exemple,  l'infériorité  de 
leur  teneur  en  chaux  est  compensée  par  une  plus  grande  quan- 
tité de  magnésie. 


demande  de  It  lamière,  etc.  (A.  Mathieu,  Flore  forestière,  3«  édit.,  4877,  p.  340).  —  Les 
sols  argilo-sabloiuieax  sont  ceux  qoe  préfère  le  charme;  il  s'accommode  aussi  des  terres 
argileuses  et  calcaires.  Ibùi.,  p.  345. 

(*)  Recherches  chimùjuet  sur  les  papilionacées  ligneuses,  publiées  dans  les  Ànn,  de 
chim.  et  de  phys.,  année  i879  (5«  série,  t.  XVIII). 

(*)  Lac,  cit^  p.  9  du  Mémoire. 
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Mettons  en  regard  les  proportions  de  ces  quatre  substances 
minérales  dans  chacune  de  nos  quatre  essences  : 


Chaaz. 

PousM.             Aeid«  phMphoriqae. 

Hafa<tto 

Cytise  .    . 

.    .    27,15    .    . 

.    23,77    .    .     .     I6,7i    .     . 

.    17,76 

Ajonc  .    . 

.      .     29fil7      • 

28,81                     7,86 

.    10,71 

Genêt  .    . 

.    .    25,03    . 

.    .    33,06    .    .    .    13,85    .    . 

.    10,i8 

Acacia .    . 

•      •      DO|W      • 

.     18,27    .    .    .      9,21     .    . 

3,16 

Ces  chiffres,  si  Ton  se  rappelle  (cf.,  p.  14)  que  le  pin  mari- 
time et  le  pin  d'Autriche  bienvenants  avaient  donné,  pour  la 
potasse  16,04  et  13,56,  et  pour  Tacide  phosphorique  9  et  11,33, 
ne  laissent  pas  d'avoir  leur  intérêt  :  ils  montrent  que  ces  deux 
éléments  sont,  le  second  probablement  et  le  premier  certaine- 
ment. Tune  des  causes  nécessaires  de  la  vitalité  et  de  la  bonne 
venue  des  sujets,  puisque  là  où  leur  proportion  se  trouve  atté- 
nuée par  suite  d'un  accroissement  anormal  dans  la  teneur  en 
chaux.  Ton  n'a  plus  qu'une  végétation  maladive,  décroissante  et 
condamnée  à  périr  prématurément.  Ils  montrent  en  même  temps 
que,  dans  les  espèces  indifférentes  ou  calcicoles,  la  proportion- 
nalité plus  ou  moins  forte  de  la  chaux  ne  met  point  obstacle  à 
une  absorption  suffisante  de  potasse  et  d'acide  phosphorique.  Cela 
tient  sans  doute  à  ce  que  ces  espèces,  tout  en  exigeant  ou  pouvant 
supporter  une  certaine  teneur  maxima  en  chaux,  auraient  la 
faculté  de  limiter  leur  absorption  de  cette  base  au  point  où  elle 
pourrait  devenir,  en  elles,  un  obstacle  à  l'assimilation  de  la 
potasse  et  peut-être  du  phosphore.  Ainsi  nous  avons  vu  le  pin 
noir  d'Autriche,  dans  un  sol  éminemment  calcaire,  arrêterenlui 
l'assimilation  de  la  chaux  à  49  p.  100  de  ses  parties  minérales 
et  portera  13  7,  p.  100  l'absorption  de  la  potasse,  tandis  qu'en 
un  sol  déjà  moins  riche  en  calcaire,  le  pin  maritime  se  laissait 
envahir  par  K6,14  de  chaux  et  ne  laissait  place  qu'à  2,52  de 
potasse. 

On  pourrait  ainsi  conclure  des  diverses  analyses  résumées  ci- 
dessus  que,  calcicoles,  calcifuges  ou  indifférentes,  les  plantes 
ligneuses  ont  toutes  besoin  d'une  teneur  en  chaux  assez  élevée, 
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mais  que  celles  qu*on  appelle  calcifuges,  sont  précisément  celles 
qui  absorbent  la  chaux  avec  le  plus  de  facilité,  ne  sachant  en 
arrêter  ringestion,  puis  se  consumant  et  périssant  d'une  sorte  de 
pléthore  calcique  corrélative  d'une  disette  de  potasse,  quel- 
quefois de  phosphore  et  peut-être  d'oxyde  de  fer.  Elles  seraient 
calcifuges  un  peu  à  la  façon  dont  on  pourrait  dire,  des  bestiaux 
qui  périssent  par  météorisation  quand  on  les  a  laissés  s'échapper 
dans  un  champ  de  luzerne,  qu'ils  sont  médicaginiftiges. 

Il  serait  intéressant  de  fixer,  pour  chaque  essence  forestière  dite 
calcifuge,  la  teneur  en  chaux  du  sol  au  delà  de  laquelle  ses 
facultés  d'absorption  s'exercent  d'une  manière  trop  prépondé- 
rante sur  cet  alcali.  Il  n'y  aurait  pas  moins  d'utilité  non  plus  à 
déterminer  quel  est,  pour  les  essences  calcicoles,  le  mininum  de 
proportion  de  chaux  dans  la  composition  des  terres,  au-dessous 
duquel  elles  refuseraient  de  croître,  ne  trouvant  plus  à  se  l'assi- 
miler dans  la  proportion  nécessaire  à  la  composition  de  leurs 
tissus. 

III 

TENEURS   COMPARÉES   DES    CENDRES   DBS    PINS   MARITIME    ET    SYLVESTRE 
ET    DE   DIVERS   FEUILLUS   AVEC    LE  PIN  d'aUTRICHE. 


CONCLUSIONS. 

Cette  limite  existe-t-elle  pour  le  pin  d'Autriche  ? 

Il  a  été  remarqué  plus  haut  que  ce  pin  offre  une  végétation 
tout  aussi  brillante  sur  les  terrains  exclusivement  granitiques 
du  périmètre  de  reboisement  de  la  Sioule,  en  Auvergne,  sur  les 
dômes  et  les  versants  volcaniques  du  périmètre  de  Glermont, 
enfin  parmi  les  rochers  détritiques  pauvres  en  chaux  du  Wiener- 
Wald  en  Autriche,  que  dans  les  sols  à  base  calcaire  où  on  le 
rencontre  le  plus  ordinairement. 

Or  nous  avons  observé  déjà  que  les  sols  volcaniques  sont 
fort  loin  d'être  dépourvus  de  chaux,  contenant  tous  soit  du 
pyroxène-augite,  soit  de  l'amphibole-hornbtende,  où  la  chaux 
entre  dans  une  proportion  variant  de  10  à  22  p.  100. 
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La  chaux  ne  fait  pas  absolument  défaut  non  plus  aux' roches 
granitiques  et  porphyriques.  Les  feldspaths  en  contiennent 
souvent  soit  des  traces,  soit  des  proportions  appréciables  pouvant 
aller  jusqu'à  3  p.  100  dans  le  feldspath  commun  (Lyell)  et 
jusqu'à  10  p.  100  dans  le  labrador  (Coquand).  Quelques  variétés 
de  silex  et  de  quartz  (quartz  résinite)  en  renferment  aussi,  et  on 
la  retrouve  encore  dans  la  composition  de  certains  micas.  M.Gran- 
deaUy  dans  les  trente  analyses  de  sols  tant  agricoles  que 
forestiers  qu'il  a  faites  en  vue  de  sa  Théorie  nouvelle  de  la  fertilité 
des  terres  (*),  a  recherché  la  présence  de  Tacide  phosphorique 
dans  les  terrains  granitiques  et  porphyriques  pris  dans  les 
départements  de  TAisne,  de  Meurthe-et-Moselle  et  des  Vosges> 
et  a  constaté,  à  cette  occasion,  que  s'il  existe  dans  l'un  de  ces 
sols,  à  Hublaiiiviile  (Meurthe-et-Moselle),  six  dix-millièmes  de 
chaux,  dans  six  autres  de  composition  analogue  l'analyse  n'en  a 
révélé  que  «  des  traces  presque  nulles.  »  Cependant  ces  sols 
sont  productifs  les  uns  de  céréales  moyennant  une  fumure 
ordinaire,  les  autres  d'une  bonne  végétation  forestière.  Où  donc 
les  plantes  qu'ils  portent  prennent-elles  la  chaux  nécessaire  à 
leur  végétation?  Dans  les  sols  agricoles  on  peut  supposer  qu'elle 
leur  est  fournie  par  la  fumure.  Mais  dans  les  sols  boisés  ?  Les 
arbres  qui  y  croissent  savent  cependant  les  trouver  :  évidemment 
ce  ne  peut  être  que  dans  ces  «  traces  presque  nulles.  »  Cette 
conclusion  est  corroborée  du  reste  par  les  analyses  des  sols  des 
dunes  et  des  landes  de  Gascogne  et  des  pins  maritimes  qui  les 
couvrent,  recherches  dues  à  MM.  Grandeau  et  Henry  (^).  Dans  le 
terrain  de  sable  et  alios  des  environs  de  Mont-de-Marsan,  la 
teneur  en  chaux  du  sol  ne  se  révèle  que  par  de  simples  traces  à 
la  partie  superficielle  et  au-dessous  de  l'alios,  et  elle  est  nulle 
dans  l'alios.  Dans  la  forêt  domaniale  de  Lége,  même  département, 
on  trouve  six  dix-millièmes,  non  pas  de  chaux,  mais  de  carbonate 
de  chaux,  dans  le  sable  supérieur,  sept  dix-millièmes   dans 


(*)  Annales  de  la  Station  agronomique  de  l'Est,  4878. 

(*)  Le  sol  des  landes  et  des  dunes  et  la  végétation  des  pins  maritimes,  par 
MM.  L.  Grandeau  et  Ed.  Henry.  Nancy,  i878. 
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Talios,  et  cinq  dix-millièmes  dans  le  sable  inférieur,  néant  dans 
la  matière  noire  de  Talios.  La  potasse  est  représentée  respec- 
tivement dans  les  mêmes  lieux,  l""  par  des  traces  (au-dessus  de 
Talios),  25  cent-millièmes  (au-dessous  de  Talios),  traces  (alios); 
3*  par  1,  4  et  3  dix-millièmes;  Tacide  phospliorique  par  6  dix- 
millièmes,  13  cent-millièmes,  59  dix-millièmes,  enfin  par  %  5 
et  4  dix-millièmes.  Pour  plus  de  clarté,  présentons  ces  chiffres 
dans  un  petit  tableau  d'ensemble  : 


CORPS  COMPOSANTS. 


EMVIBOMS  DE  MONT-DE-HARSAlf. 


8aU« 

•a-destu 

de 

rallot. 


AllM. 


teUe 

aa-desMiu 

de 

I>liM. 


FORÊT  DOMANIALE  DE  LÈGE. 


Sable 
nr  rallot. 


Àllaa. 


SaUa 
ions  l'allM. 


Chaux  .....   . 

Calcaire 

Potasse 

Acide  phospborique 


Traces. 

Traces. 
0,06  p.  c. 


Néant. 

» 
Traces. 
0,59  p.  c 


Traces. 

> 

0,095p.  c. 
0,012  — 


0,06  p.  c. 
0,01  — 
0,02  — 


0,07p.c. 
0,0i  - 
0,05  — 


0,05  p.  c. 
0,03  - 
0,0i  - 


Dans  le  sol  fixé  des  dunes  de  Longaville,aux  Sablés  d'Olonne, 
la  proportion  de  chaux  est  sensiblement  plus  forte,  celles  de  la 
potasse  et  de  l'acide  phospborique  étant  à  quelque  chose  près 
les  mêmes  :  recherchées  sur  le  sable  superficiel  mobile,  sur  le 
sable  fixé  et  enfin  à  la  profondeur  du  pivot  des  pins  maritimes 
analysés,  soit  1  m.  30,  les  proportions  de  chaux  ont  été  trouvées 
respectivement  de  3,425  p.  100,  2,457  p.  100  et  1,915  p.  100, 

Ces  trois  exemples  suffisent  pour  montrer  que  si  les  sables 
des  dunes  sont  relativement  riches  en  chaux,  puisque  la  pro- 
portion en  dépasse  3  p.  100  à  la  partie  superficielle  du  sol,  ceux 
des  landes  n*en  contiennent  pour  ainsi  dire  pas  :  de  simples 
traces  ou  5  à  6  dix-millièmes,  à  Pétat  de  cakaire,  ce  qui  repré- 
sente à  peine  3  dix-millièmes  à  Téiat  de  chaux  pure. 

Cependant  si  Ton  examine  le  résultat  de  l'analyse  des  cendres 
de  pins  maritimes  pris  sur  différents  emplacements  de  ces  terres 
de  sable,  on  voit  qu'elles  ne  se  ressentent  pas  sensiblement,  dans 


22. 
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leur  teneur  en  chaux  et  en  potasse,  des  variations  dans  la 
composition  de  ces  sots,  et  qu'elles  contiennent  sensiblement 
une  proportion  aussi  forte  de  cette  base  dans  le  terrain  où  elle 
est  censément  nulle  que  dans  ceux  où  elle  dépasse  3  p.  100  au 
moins  à  la  surface  (2.6  p.  100  en  moyenne  de  la  surface  à  la 
profondeur  atteinte  par  ta  partie  pivotante  des  racines).  Bien 
plus,  ces  teneurs  en  chaux  oscillent  autour  de  celles  des  pins 
maritimes  bienvenants  du  bois  de  Champfétu,  en  Champagne, 
en  sol  siliceux  du  miocène.  Les  teneurs  en  potasse  se  tiennent 
également  dans  une  proportion  que  Ton  peut  considérer  comme 
constante.  La  chaux  varie  de  37  à  47  p.  100,  la  potasse  de  15  à 
19,  comme  on  peut  le  voir  d*un  seul  coup  d'^il  par  le  tableau 
ci-dessous,  dans  lequel  on  remarquera  que  la  teneur  en  cendre 
de  ces  arbres  est  d'autant  plus  faible  que  le  sol  est  plus  pauvre 
en  principes  minéraux  assimilables. 


Girps  ctapouiU. 

LAMDES 

deU 
forêt  de  Lège. 

DDNRS. 

Forêt  dom» 
do  ForgM. 

DDKES 

de  LoDgaTille 

(teMee 
d*OIoone.) 

DUNES 
d'ÂroaehoB. 

FORÊT  DE  CHAMPFtTU 

(Toms) 

8Ulee«s 
mioeèac. 

SUieeo-caleoire 

•ur 

MNM-aol 

crayoBX. 

▲rbroe 
btea^onaate. 

Artocs 

dëp^risMBtt. 

Gbaax.  .  .   . 

^,76  p.  C. 

38,79  p.  C 

43,94  p.  C. 

47,40  p.  C. 

40,20  p.  C 

56,14  p.  C. 

Potasse  .  .   . 

19,20  — 

14,89  — 

18,78  — 

18,50  - 

16,04  — 

4,95  — 

Acide     pbos- 
pborique.  . 

7,73  - 

13,  »  — 

4,75  - 

8,08  — 

9,00  — 

9,14  — 

Rapport     des 
cendres     à 
la    matière 
sèche .   .   . 

0,42  - 

0,62  - 

0,57  — 

» 

1,32  — 

1,555  - 

II  suffit  donc  que  le  sol  contienne  des  traces  des  éléments  miné- 
raux dont  les  végétaux  ont  besoin,  et  cela  dans  une  proportion 
tellement  infime  que  Tanalyse  chimique  seule  puisse  en  révéler 
la  très  rare  présence,  pour  que  ces  mêmes  végétaux  sachent,  par 
faction  de  leurs  racines,  s'en  assimiler  la  quantité  dont  ils  ont 
besoin. 
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Le  pin  noir  d'Autriche  n'a  pas  été  jusqu'ici  analysé  au  point  de 
vue  de  la  détermination  de  la  quantité  de  chaux  nécessaire  à  la 
Cxation  de  ses  divers  tissus.  Mais  il  y  a  tout  lieu  de  penser  que 
cette  quantité  doit  osciller  autour  de  la  teneur  de  49  p.  100 
trouvée  sur  les  pins  de  la  partie  crayeuse  du  bois  deChampfétu. 
Du  reste  si  les  analyses  comprenant  la  totalité  de  la  plante 
n'ont  pas  été  multipliées,  il  en  a  été  fait  de  nombreuses  et 
très  complètes,  toujours  par  MM.  Fliche  et  Grandeau,  sur  les 
feuilles  de  cet  arbre  prises  à  différents  âges  :  naissantes,  d'un  an, 
de  deux,  trois  et  quatre  ans,  et  aux  diverses  phases  de  la  végéta- 
tion, en  mai,  en  juin,  en  septembre  et  en  octobre.  Les  résultats 
de  ces  recherches  ne  laissent  pas  d'être  fort  instructifs. 

A  tous  les  âges  de  la  feuille  le  taux  de  la  chaux  va  en  crois- 
sant de  mai  à  octobre  ;  il  croit  aussi  avec  l'âge,  au  point  d'arri- 
ver, à  la  fin  de  la  quatrième  année,  au  chiffre  énorme  de  70 
p.  100.  Dès  le  début  de  leur  formation,  au  mois  de  juin  de  la 
première  année,  il  est  déjà  de  Ve  ^^  P^i^^  ^^^I  ^^^  cendres 
et  atteint  près  de  moitié  (4S  p.  100)  en  octobre.  La  potasse  suit 
une  marche  inverse,  commençant  à  26  7s  P-  ^^^  à  la  naissance 
de  la  feuille  pour  descendre  à  de  simples  traces  dès  le  mois  de 
juin  de  la  quatrième  année,  conformément  d'ailleurs  à  la  loi 
formulée  par  Ebermayer  (*).  Or  il  est  remarquable  que  pendant 
la  première  année  d'existence  de  la  feuille,  une  proportion  déjà 
très  forte  de  chaux  (près  de  30  p.  100  en  moyenne)  ne  fait  pas 
obstacle  à  la  présence  d'une  quantité  relativement  considérable 
de  potasse  (environ  22  p.  100,  terme  moyen).  C'est  le  contraire 


(*)  Cette  loi  qae  nous  avons  eu  occasion  de  signaler  incidemment  dans  la  Revue  des 
questions  scientifiques  d'ayrii  4880  {Le  couvert  et  la  couverture  du  sol  forestier),  s'ex- 
prime en  ces  termes  : 

«  Tous  les  organes,  toutes  les  parties  des  plantes  possèdent,  &  l'état  vivant,  une  propor- 
tion beaucoup  plus  forte  d'acide  phosphorique  et  de  potasse  qu'après  la  cessation  de  la 
végétation,  tandis  que  mortes,  les  mêmes  parties,  appauvries  en  ces  deux  substances, 
ont  vu  s'accroître  sensiblement  leur  proportion  de  chaux  et  de  silice.  » 

La  durée  de  la  vie  des  feuilles  étant  réduite  &  une  ou  quelques  années,  la  marche  de 
cette  loi  doit  se  reconnaître  aux  diverses  époques  de  l'année  végétative  comme  aux  di- 
verses périodes  de  l'existence  de  ces  organes,  et  c'est  ce  que  vérifient  les  analyses  de 
MM.  Fliche  etCrandeau. 
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de  ce  qui  se  passe  dans  le  pin  maritimeyie  châtaignier,  les  essences 
enGn  que,  pour  ce  motif.  Ton  a  appelées  calcifuges.  Y  a-t-il  là 
une  simple  coïncidence  ou  une  relation  véritable  de  cause  à 
effet  ?  Cette  dernière  vue  est  la  plus  probable  :  les  savants  expé- 
rimentateurs auxquels  nous  empruntons  les  résultats  de  leurs 
recherches  ladmeltent  comme  certaine,  et  Ton  doit  convenir 
qu'en  Tétat  actuel  de  la  science  elle  donne  une  explication, 
rationnelle  et  plausible,  sinon  complète,  des  aptitudes  calcicoles 
du  pin  noir  d'Autriche  et,  par  analogie,  des  autres  essences  qui 
prospèrent  dans  les  sols  contenant  une  forte  teneur  de  chaux. 
Les  mêmes  auteurs  voient  aussi  dans  Taugmentation  de  cette 
teneur,  de  Torigine  à  la  mort  de  la  feuille,  une  preuve  de  plus 
que  cette  base  sert,  au  moins  en  partie,  à  neutraliser  les  acides 
nuisibles  à  la  végétation  et  à  incruster  les  tissus. 

II  résulte,  en  tout  cas,  de  ces  observations  une  aptitude  bien 
prononcée  du  laricio  autrichien  pour  croître  dans  les  sols  cal- 
caires, et  cette  conclusion  est  corroborée  par  des  observations 
analogues  ayant  eu  pour  objet  le  pin  sylvestre,  essence  non  abso- 
lument calcifuge,  mais  de  préférence  silicicole.  Ces  observations, 
faites  à  Tharand  par  Schrœder  et  rapportées  par  Ebermayer 
dans  son  Étude  d'ensembk  sur  la  couverture  des  forètSr  donnent 
pour  des  feuilles  du  Pinus  sylvestris  de  Tannée,  de  deux  ans  et 
mortes,  des  chiffres  parmi  lesquels  nous  citerons  ceux  qui  se 
rapportent  aux  éléments  dont  nous  venons  de  nous  occuper  pour 
le  Pinus  austricea,  chaux,  potasse,  acide  phosphorique. 


Aifnilles 

■MftCt 

•nue*.  de  deux  an*.        (Mboatda  treitani.) 


Aiguiliea  Aifoille*  aMrtca 

de  r«  - 


Chaux 12,07  ....  25,95  ....  28,65 

Potasse 40,01   ....  22,00  ....     9,45 

Acide  phosphorique .  .  19,06  ....  12,71   ....     3,94 

On  voit  que  la  teneur  en  chaux  suit  une  marche  ascendante 
comme  dans  les  feuilles  du  pin  noir,  mais  en  se  maintenant  dans 
des  proportions  beaucoup  plus  modestes,  puisque  dans  celles-ei 
elle  est  moyennement  de  29  p.  100  à  la  première  année,  de  56  à  la 
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seconde^  pour  arriver  à  70  à  la  fin  de  la  quatrième.  A  Tin  verse, 
la  potasse  se  montre  d'abord  à  un  taux  beaucoup  plus  élevé  dans 
la  feuille  du  pin  sylvestre  :  40  p.  1 00  au  début  au  lieu  de  2S 
p.  100  dans  celle  du  pin  noir,  et  se  maintient,tout  en  décroissant, 
dans  une  proportion  toujours  forte  :  22  p.  100  à  deux  ans  (elle 
n'est  à  cet  âge  que  moyennement  de  1 1  p.  100  dans  la  feuille  du 
laricio  d'Autriche),  et  9  ^2  après  la  mort  au  lieu  de  se  réduire  à 
de  simples  traces  comme  dans  la  feuille  mourante  du  ¥xn\k% 
nigra. 

La  même  marche  de  ces  deux  principes  minéraux  détermi- 
nants, la  chaux  et  la  potasse,  est  donc  observée  dans  les  deux  pins, 
mais  avec  des  proportions  différentes  :  plus  faible  pour  la  chaux 
et  plus  forte  pour  la  potasse  dans  la  moins  calcicole  des  deux,  et 
réciproquement. 

II  y  aurait  lieu  de  tenir  compte  aussi  de  la  composition  géné- 
rale des  feuilles,  pour  mieux  se  rendre  compte  des  aptitudes 
culturales  de  Tcssence  qui  fait  Tobjet  principal  de  notre  étude. 
Ici  encore  MM.  Fliche  et  Grandeau  seront  nos  guides. 

Ils  ont  établi  les  teneurs:  1*"  en  eau  et  térébenthine;  2^ en  cen- 
dres  brutes  évaluées  par  rapport  à  la  matière  sèche  ;  3"*  en  cen- 
dres pures,  c'est-à-dire  débarrassées  de  Tacide  carbonique  et  du 
sable;  4*  en  azote,  et  5*"  enfin  en  acide  carbonique. 

Nous  donnerons  ces  teneurs  mois  par  mois  pour  l'année  de  la 
naissance  et  pour  la  quatrième  année,  et  moyennement  seule- 
ment pour  les  seconde  et  troisième  où  ces  teneurs  ne  présentent 
pas  de  variations  bien  accentuées  : 
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Plusieurs  indications  ressortent  de  l'étude  de  ce  tableau. 

On  remarque  d'abord  la  décroissance  de  Télément  humide 
pendant  la  première  année  et  pendant  la  quatrième^  si  bien  que 
du  taux  de  71  p.  100  à  la  naissance  de  la  feuille  il  tombe  à 
40  p.  100  au  moment  de  sa  mort. 

Le  taux  des  cendres  va,  au  contraire,  en  augmentant  au  point 
d*étre  presque  quadruplé  quand  la  feuille  est  tombante. 

L'azote,  comme  la  partie  humide,  diminue  depuis  la  jeunesse 
jusqu'au  dépérissement  de  la  feuille. 

L'acide  carbonique  va,  au  contraire,  croissant  jusqu'à  près  du 
sextuple. 

Mais  pour  être  en  mesure  de  tirer  de  ces  indications  les  con- 
séquences qu'elles  impliquent,  il  faudrait  pouvoir  comparer  les 
résultats  de  l'analyse  des  feuilles  de  notre  pin  avec  ceux  de  l'ana- 
lyse de  feuilles  d'autres  essences,  et  particulièrement  d'essences 
feuillues.  Heureusement  que  nous  pouvons  nous  procurer  ces 
données  dans  le  trésor  inépuisable  des  recherches  de  MM.  Fliche 
et  Grandeau,  qui  ont  fait,  sur  les  feuilles  du  robinier,  du  meri- 
sier, du  bouleau  et  du  châtaignier  dans  leurs  conditions  décrois- 
sance normale,  le  même  travail  que  sur  les  feuilles  du  pin  noir 
d'Aurriche.  Nous  pouvons  ainsi  leur  emprunter  des  chiffres  sur 
les  teneurs  des  feuilles  annuelles,  à  leurs  différents  âges,  en  eau, 
azote  et  cendres  et  en  tirer  le  tableau  ci-dessous  à  comparer  an 
précédent  : 


S8. 


—  i80  — 


ESSENCKS. 

TENEUR 
en 

FEUILLES 
d*avril  ou  mai 

(oaiMaotes). 

FEUILLES 
de  jttiUet. 

FEUILLES 
seplenibre» 

FEUnXES 

d'octobre 

(moanntMoii 

Pour  cenU 

Poar  eenU 

Pour  «eut. 

P«ar  ecal. 

Eau.  .   . 

73,5 

64,1 

55,07 

55,4 

Robinier  ,   .  i 

Azote.   . 

3,59 

2,81 

1,68 

0,70 

Cendres . 

6,55 

7,75 

8,22 

11,74 

Eau.   .   . 

70,00 

60,23 

54,4 

54,2 

Merisier  .  .  ] 

Azote.   . 

2,00 

0,95 

0,84 

0,11 

Cendres . 

7,80 

7,30 

6,39 

7,24 

Eau.   .   . 

67,05 

» 

54,00 

50,23 

Bouleau    .   .  J 

Azote.  . 

2,51 

» 

1,28 

0,49 
4,68 

Cendres . 

3,84 

• 

4,30 

Eau.  .   . 

72,00 

» 

57,00 

44,8 

Châtaignier.  ) 

Azote.   . 

2,12 

»   . 

0,7 

0.62 

Cendres . 

4,60 

» 

4,75 

4,55 

La  comparaison  de  ces  chiffres  avec  les  chiffres  analogues 
obtenus  sur  les  feuilles  du  pin  noir,  nous  montre  d*abord  que  la 
quantité  d'eau  contenue  dans  les  feuilles  annuelles  se  maintient 
davantage  de  la  naissance  à  la  mort,  que  dans  celles  du  pin  noir 
et  en  général  dans  les  aiguilles  des  conifères,  ou  ce  qui  revient 
au  même,  que  ces  dernières  sont  plus  riches  €n  matière 
sèche. 

En  second  lieu  la  proportion  d'azote,  sensiblement  plus  forte 
au  début  de  la  vie  dans  les  feuilles  caduques,  y  décroit  plus 
rapidement  et  devient  plus  faible  à  la  fin  que  dans  les  aiguilles 
persistantes  des  pins.  De  là  nait  cette  conclusion  légitime  que  les 
pins  empruntent  moins  d'azote  au  sol  que  les  feuillus,  et  cepen- 
dant lui  en  restituent  davantage  par  la  chute  et  la  décomposition 
sur  place  de  leurs  feuilles. 

Enfin  le  taux  des  cendres  est  considérablement  plus  élevé 
dans  les  feuilles  des  angiospermes  ou  arbres  feuillus,  que  dans 
les  aiguilles  de  notre  pin  et  de  tous  les  conifères,  comme  cela 
résulte  non  seulement  des  faits  exposés  dans  la  présente  étude, 
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mais  aussi  des  travaux  de  Weber,  Schrœder  et  Ebermayer,  sans 
parler  des  analyses  spéciales,  par  M.  Henry,  de  dix  essences 
feuillues  de  la  forêt  de  Haye('). 

Déjà  De  Saussure  avait  signalé  dès  1804,  dans  ses  Recherches 
chimiques  sur  la  végétation^  ce  fait  important  que  toutes  les 
analyses  ont,  depuis,  confirmé.  Il  n*est  pas  moins  digne  de 
remarque,  aussi,  que  les  essences  résineuses,  indépendamment 
de  leur  teneur  normalement  plus  faible  en  cendres,  ont  encore 
la  faculté,  sans  que  leur  végétation  en  subisse  aucun  préjudice, 
de  réduire  très  notablement  cette  teneur,  suivant  la  quantité 
de  principes  assimilables  que  leurs  racines  peuvent  trouver  en 
terre.  Et  quant  au  pin  noir  d'Autriche,  objet  plus  particulier  de 
notre  élude,  il  ajoute  à  ces  précieuses  facultés  celle,  non  moins 
enviable,  de  pouvoir  s'assimiler  en  même  temps  la  chaux  à  pro- 
fusion et  la  potasse  à  dose  suffisante  pour  subvenir  à  une  végé- 
tation normale. 

La  question  de  savoir  si  ce  pin  est  calcicole  au  sens  strict  et 
rigoureux  du  mot  ou  seulement  par  préférence^  ou  bien  s1ln*est 
que  particulièrement  accommodant  aux  sols  très  riches  en  chaux, 
cette  question  nous  semble,  maintenant,  perdre  une  part  impor- 
tante de  son  intérêt.  II  semble  bien  quil  ne  soit  pas,  en  tout  cas, 
rigoureusement  calcicole^  puisqu'il  est  convenu  que  cette  exprès* 
sion  ne  signifie  pas  qu'une  essence  a  besoin  d'une  plus 'forte 
proportion  de  chaux  qu'une  autre,  mais  seulement  qu'elle  ne 
saurait  pas  s'en  assimiler  une  dose  suffisante  dans  un  sol  où 
cette  base  ne  serait  pas  abondamment  représentée  :  or  nous  Iç 
voyons  croître  en  toute  prospérité  dans  toutes  les  variétés  grani- 
tiques du  Plateau  central,  en  Auvergne,  où  la  chaux,  selon  toute 
apparence,  doit  être  rare  toujours  et  absente  souvent. 

Il' y  aurait  assurément  le  plus  grand  intérêt  à  analyser,  dans 
ces  régions,  d'abord  quelques-uns  des  sols  où  vient  si  bien  le  pin 
d'Autriche,  pour  se  rendre  compte  de  leurs  teneurs  en  chaux, 
puis  des  feuilles,  rameaux  et  tiges  des  pins  noirs  qui  y  croissent. 


(<)  Étude  chimique  sur  le$  essences  principales  de  la  forêt  de  Haye  et  sur  teurg 
ceitdrM.  Naney,  4878» 
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pour  se  rendre  compte  de  la  proportion  de  cette  même  base 
qu*ils  assimilent  dans  leurs  tissus. 

Pour  n'être  calcicolc  que  par  préférence  ou  accommodement, 
le  PmtM  nigra  n'en  serait  d'ailleurs  que  plus  précieux  :  sa  faculté 
exceptionnelle  de  réussir  sur  les  sols  les  plus  calcaires,  fussent- 
ils  de  cette  craie  champenoise  où  le  carbonate  de  chaux  entre 
pour  plus  de  moitié  de  la  masse  totale  (54  p.  100),  ne  Tem- 
péchant  point  de  réussir  également  dans  les  sols  les  plus  pauvres 
en  cette  substance,  il  en  résulterait  qu'il  serait  par  excellence 
l'arbre  des  sols  maigres  et  arides  quelle  que  fût  d'ailleurs  leur 
composition  chimique.  Cette  généralisation  extrême  ne  parait 
pas  toutefois  bien  légitime,  car  le  pin  d'Autriche  réussit  mal 
dans  les  sables  dépourvus  à  la  fois  de  chaux  et  d'argile  ;  et  si 
l'on  arrivait  à  constater  qu'il  se  contente  de  simples  traces  de 
chaux  dans  les  terrains  granitiques  où  il  prospère  d*ailleurs  si 
heureusement,  il  faudrait  en  conclure,  sans  doute,  que  l'argile 
ayant  fait  partie  intégrante  des  granités  originaires  serait,  à 
défaut  d'une  quantité  plus  importante  de  chaux,  nécessaire  à 
son  succès. 

C'est  là  un  détail  important  sans  doute,  mais  que  pourront 
seules  éclaircir  des  analyses  faites  sur  place  avec  tous  les  soins 
minutieux  qu'ont  apportés,  à  leurs  recherches  sur  d'autres  points, 
les  éminents  agronomes  forestiers  dont  nous  aimons  à  invoquer 
ici  l'autorité. 

Mais,  au  point  où  en  sont  arrivées  jusqu'ici  les  études  des 
chimistes  de  la  sylviculture,  on  peut,  ce  nous  semble,  résumer 
comme  suit  celles  des  conclusions  de  leurs  travaux  qui  ont  été 
abordées  dans  le  présent  mémoire  : 

1^  Les  conifères  ou  arbres  résineux  en  général  et  le  pin 
laricio  d'Autriche  en  particulier,  exigent  en  tout  état  de  cause 
une  moins  grande  quantité  de  principes  minéraux  que  les  angio- 
spermes à  feuilles  caduques  ; 

2®  Ces  mêmes  conifères  ont,  en  outre,  la  faculté  de  8*accom- 
moder  aux  sols  où  les  éléments  minéraux  nécessaires  à  la  végé- 
tation sont  en  proportion  trop  faible,  en  restreignant,  sans 
préjudice  pour  leur  croissance,  la  teneur  normale  en  ces 
substances  ; 


—  183  —  5i. 

S""  Les  pins,  et  plus  particulièrement  le  pin  noir  d'Autriche, 
demandent  moins  d'azote  au  sol  que  les  autres  essences  et  lui 
en  rendent  davantage  ; 

i""  Aucune  abondance  de  chaux  dans  un  sol  végétal  n'est 
eonstitutionnellement  nuisible  au  pin  noir  d*Autriche  qui  n'en 
absorbe  pas  moins  la  quantité  normale  de  potasse  dont  il  a  besoin; 

5"^  Cette  propension  à  croître  dans  les  sols  les  plus  riches  en 
cléments  calcaires  ne  parait  pas  être  une  condition  nécessaire  de 
la  bonne  venue  de  ce  pin  qui  prospère  également  dans  des  sols 
dont  la  constitution  géologique  semble  exclure  la  présence  de  la 
chaux  autrement  que  dans  des  proportions  insignifiantes  ; 

&"  Il  resterait  à  déterminer  la  cause  de  la  non-réussite  du 
même  arbre  dans  les  terrains  siliceux  où  l'élément  calcaire  et 
l'élément  argileux  font  également  défaut. 
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SUR 


f        ^ 


QUELQUES  PROPRIETES  DES  SOLENOIDES 


SOUMIS 


A  L'ACTION  D'UN  COURANT  ANGULAIRE. 


»AB 


Le  P.  Jos.  DELSAULX 

raorsuiUK  au  coLtioi  di  la  coMrAaniB  de  jitui 

A    LOUTAIH. 


L*objet  de  cette  note  est  de  traiter  d*une  manière  plus  com- 
plète qu*on  ne  le  fait  ordinairement,  dans  Thypothèse  de  la  loi 
d'Ampère,  l'action  des  courants  angulaires  sur  les  solénoîdes. 
Cette  action  donne  lieu,  comme  on  le  verra,  à  plusieurs  pro- 
priétés fort  remarquables. 

Je  signalerai,  on  outre,  un  certain  nombre  d'inexactitudes  qui 
se  sont  glissées  dans  des  trairés  de  physique  extrêmement  recom- 
mandables,  à  Tinsu  de  leurs  auteurs. 

Enfin,  relevant  une  omission  de  mon  dernier  travail  sur 
la  loi  de  force  de  M.  Clausius,  j'indiquerai  des  phénomènes 
de  laction  des  courants,  sur  les  solénoîdes,  qui  différencient 
nettement  les  lois  électro-dynamiques  d'Ampère  et  de  M.  Clau- 
sius. 
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SOLÉIfOlDB   DIRIGÉ   SUIVANT    LA    BISSECTRICE    DE    L*ANGLE    DU    COURANT. 

Théorème  L  L'action  exercée  par  un  courant  angulaire  indé- 
fini, sur  un  splénoïde  également  indéfini,  dirigé  suivant  la  bis- 
sectrice de  Tangle  du  courant,  se  réduit  à  une  force  R,  normale 
au  plan  du  conducteur.  L'intensité  de  cette  force  est  donnée  par 
Tégalité 

2KtV       a 

R  = fg  — 

Dans  cette  égalité  K  désigne  une  constante,  t  et  t' les  intensités 
des  courants  dans  le  conducteur  angulaire  et  dans  le  solénoîde, 
SaTangledu  conducteur  angulaire  et  a  la  distance  du  sommet  du 
conducteur  à  l'extrémité  du  solénoïde. 

Démonstration.  Savary  a  fait  voir  que  l'action  d'un  solénoïde 
indéfini,  sur  un  élément  de  courant  e/s,  est  la  même  que  celle 
d'un  pôle  magnétique  situé  à  l'extrémité  du  solénoïde  (*). 

L'intensité  de  cette  action  est  donnée  par  la  formule 

.  sînf 

KiTcfa-j-, (i) 

r 

r  étant  la  distance  du  pôle  au  milieu  de  l'élément  et  e,  l'angle  que 
la  direction  de  l'élément  fait  avec  la  direction  de  la  droite  r. 

En  vertu  du  principe  de  l'égalité  de  l'action  à  la  réaction  qui 
régit  les  actions  élémentaires  réciproques  du  solénoïde  et  de 
l'élément  de  courant,  il  est  nécessaire  que  l'action  de  ce  dernier, 
sur  le  solénoïde,  soit  représentée  par  une  force  égale  et  contraire 
à  la  première,  et  que  le  point  d'application  de  cette  force  coïn- 
cide, par  suite,  avec  le  milieu  même  de  1  élément.  Cette  proposî- 


(*)  Œuvres  de  Verdet,  u  IV,  pp.  190  et  suiv. 


tion  semble  ne  pas  avoir  frappé  les  auteurs  qui  appliquent,  au 
pAle  du  solénoîde,  la  force  dont  nous  parlons.  Un  des  plus 
estimés  va  jusqu'à  affirmer  que  la  coïncidence  de  ce  point  d'ap- 
plication avec  le  pôle  du  solénoîde  fait  l'objet  d'une  démonstra- 
tion spéciale  dans  la  théorie  de  l'électricité  dynamique.  ' 

Cela  posé,  dans  l'action  de  l'élément  ds  sur  le  solénoîde,  on  a 
évidemment  (*) 

rdi'^ds.sin  t, 


Partant,  la  formule  (I)  devient 


-sin  («  —  «)(/». 


(2) 


Les  forces  qui  représentent  les  actions  des  éléments  dt  et  dv 
surlepôleA,  sont  égales,  parallèles,  de  mëroe  sens  et  normales 
au  plan  du  conducteur  angulaire.  Le  point  d'application  de  la 
résultante  de  ces  deux  forces  est  situé  sur  la  bissectrice  CE,  et 
l'intensité  de  celte  résultante  est  double  de  l'intensité  exprimée 
par  la  formule  (3). 
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II  résulte  de  ces  considérations  que  Tintensité  de  la  force  R, 
qui  représente  Inaction  du  conducteur  angulaire  indéfini  sur  le 
solénoidCy  est  donnée  par  Tégalilé 


2KtT 


R  =  — 7—  /  sin(«-o) 
asma^ 


"  •  •     -rf». 


En  effectuant  intégration  indiquée  dans  cette  dernière  éga- 
lité, on  a 

2Ku'  .  ÎKtï'     a 


R 


asm  a 


(4  — cosa)  = tg-.     ...     (3) 


Scolie.  Lorsque  le  conducteur  angulaire  est  limité,  au  lieu 
d^ètre  indéfini,  comme  nous  venons  de  le  supposer,  Tintensité 
de  la  force  R  devient 

2Ktï'  cos  (a  —  ©)  —  cos  a 
a  sma 

6  désignant  la  valeur  que  Fangle  6  acquiert  à  Textrémité  D  du 
conducteur. 

Théorème  IL  La  distance  A  du  point  d'application  de  la  force 
résultante  R  au  sommet  de  I  angle  du  conducteur,  est  donnée 
par  la  formule 

A  r=s  a  cos  a. 

Démonstration.  Le  point  d^application  de  la  résultante  des 
actions  exercées  par  les  éléments  ds  et  d(T,  sur  le  solcnoîde,  étant 
situé  sur  la  bissectrice  CE,  la  distance  de  ce  point  au  sommet  C 
de  Tangle  du  conducteur  a  pour  expression 

s  cos  a. 

Le  segment  s  satisfait  d'ailleurs  à  la  relation 

siii  0 
9  =  a-— (4) 

sm  (a  —  e) 
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En  prenant  les  moments  des  forces  élémentaires  qui  sollicitent 
le  solénoîde  et  de  leur  résultante  R,  par  rapport  au  sommet  C, 
on  obtient  conséquemment 


2Ka  cos  a   ^^       .    ^         ^  , 

Ra  = ; —  /    s.sm(a — 6)ol 

a     sm  a*^ 


Eu  égard  à  la  relation  (i\  cette  égalité  devient 


COS  flC       ,%/r 

Ra=2Kh'-: —  fsinid», 

cm  M  *J 


0 


ou,  par  rinlégration, 


\  —  cos  flc  a 

RA=2KiVcosa — -, =  2Kiï' 008  a  tg  - .    .     .    (5) 

sm  a  2 


Si  on  remplace,  dans  Téquation  (S),  Tintensité  de  la  résultante  R, 
par  la  valeur  que  légalité  (3)  lui  attribue,  on  a  finalement 

A  =  a  cos  a. 

Ce  résultat  fait  voir  que  le  point  d'application  de  la  force 
résultante  R,  loin  de  coïncider,  comme  on  le  suppose  habituelle- 
ment, avec  le  pôle  A  du  solénoîde,  n'est  pas  même  situé  généra- 
lement sur  le  segment  AC.  Il  coïncide  avec  le  sommet C,  lorsque 
Pangle  a  est  un  angle  droit. 

Scolie.  Dans  le  cas  d'un  conducteur  angulaire  limité,  la  valeur 
de  A  est  donnée  par  l'égalité 

a  cos  a  (1  —  cos  e) 

A  :^  ■  • 

C0s(a— 0)  —  COSa 

Théorème  III,  L  action  d'un  conducteur  angulaire  indéfini, 
sur  un  solénoîde  fini  de  longueur  /,  se  réduit  à  une  force  nor- 
male au  plan  du  conducteur.  Le  point  d'application  de  cette  force 
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coïncide  avec  le  eommet  de  l'angle  du  conducteur,  et  l'intensité 
(R)  est  exprimée  par  Tégalité 

"«-""■'^■«^ 

a  conlinusnt  à  désigner  la  distance  du  sommet  C  de  l'angle  du 
conducteur  au  pôle  A  du  solénoïde  le  plus  rapproché  de  ce 
Bommeu 

Démotutratùm.  On  peut  considérer  un  solénoide  fini'AA', 
comme  étant  formé  parla  superposition  de  deussolciioTdcsindé* 
finis  AD  et  A'D,  aj'ant  des  courants  élémentaires  de  même 
intensité,  mais  dirigés  en  sens  contraires.  Il  est  évident,  cneffet, 
que  dans  ces  conditions  les  courants  élémentaires  superposés  se 
neutraliseront,  sur  toute  la  partie  A'D  commune  aux  deux  solé- 
noîdes. 


Fi,.  ï. 

Les  forces  R  et  R',  qui  représentent  les  actions  du  courant 
angulaire  sur  ces  solénoides  indéfinis,  ont  pourînlensité,  confor- 
mément jk  l'équation  (3), 

2K(T      >  SKiV      « 

Ces  forces  sont  parallèles,  inéga'es  et  de  sens  contraires.  L'in- 
tensité de  leur  résultante  (R)  est  donnée  par  l'égalité 
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Quant  au  point  (Inapplication  de  la  force  (R),  il  est  nécessaire- 
ment situé  sur  la  bissectrice  CE.  Pour  en  fixer  la  position 
sur  cette  bissectrice,  il  suffit  d^appliquer  le  théorème  des 
moments  aux  forces  R,  R'  et  (R),  transportées,  par  exemple,  au 
point  C. 

En  désignant  par  A'  la  distance  du  point  d*applicatioa  de  la 
force  R'  au  sommet  C  du  courant  angulaire,  on  trouve  ainsi 

(R) .  (A)  =  Ra  —  R'A'. 

Mais,  eu  égard  à  Téquation  générale  (5),  on  a  la  relation 

Ra  — R'A'  =  0; 

conséquemment  on  a  aussi 

(A)  =  0. 

Corollaire.  On  peut  substituer  à  la  résultante  (R),  le  système 
de  deux  forces  P  et  P',  normales  au  plan  du  conducteur,  iné- 
gales, dirigées  en  sens  contraires  et  appliquées,  la  première  au 
pôle  A  et  la  seconde  au  pôle  A'  du  solénoîde. 

Les  intensités  de  ces  forces  doivent  satisfaire  à  Téquation 

(R)  =  P  -  F, 
et  le  théorème  des  moments  exige  que  Ton  ait,  en  outre, 

Pa  =  P'  (a  -4-  /). 

De  là,  on  a 

P         F      P  — P       (R) 

et,  par  suite,  vu  l'équation  (6), 

^      2Ku'     a                ,      2KtT     a 
P  = tg-      et       P'  = ;tg-- 
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Ces  forces  sont  respeclivemeiit  égales,  comme  on  voit,  aux 
forces  R  et  R'. 

Les  auteurs  qui,  dans  la  détermination  de  Faction  résultante 
d*un  conducteur  ^angulaire  indéfini,  sur  un  solénoîde  tel  que 
AA',  croient  devoir  appliquer  les  forces  R  et  R'  aux  pôles  du 
solénoîde,  aboutissent  donc  au  vrai,  malgré  le  défaut  des  prin- 
cipes sur  lesquels  ils  s^appuient.  Cette  coïncidence  fort  heureuse 
tient  à  une  particularité  des  points  d*application  des  forces 
R  et  R'  :  les  distances  A  et  A'  de  ces  points ,  au  sommet  C  du 
conducteur,  sont  respectivement  proportionnelles  aux  segments 
a  et  a  -4-  /. 

Scolie.  Quand  le  conducteur  angulaire  est  limité  on  n*a  plus 

(A)  =  0, 
ni 

P  =  R      et      F==R'. 

Dans  ce  cas,  la  valeur  du  segment  (A)  et  celles  des  forces  R, 
R',  P  et  F  peuvent  être  évaluées  aisément  à  Taide  des  seolies 
des  théorèmes  I  et  IL 


II 


SOLÉNOÎDE  PERPENDICULAIRE  AU  PLAN  DU  COURANT  ET  COUPÉ  EN 
DEUX  PARTIES  ÉGALES  PAR  LA  BISSECTRICE  DE  l'aNGLE  DE  CE 
GOURANT. 

Théorème  I.  L^action  d*une  des  branches  indéfinies  du  con- 
ducteur angulaire  sur  un  solénoîde  à  deux  pôles  est  représentée 
par  une  force  p,  normale  à  la  branche  dont  il  s'agit  et  située  dans 
le  plan  du  conducteur.  L'intensité  de  cette  force  est  déterminée 
par  Tégalité 

2Kir  sin  f 


P  = 


a    1  +  eus  a  ces  f 


et  la  dislance  3  du  poini  où  elle  renconlre  la  branche  au  sommet 
C  du  conducleur,  par  l'équation 


Dans  ces  formules  a  désigne  la  distance  commune  des  pâles 
.du  solénoïde  A  et  A'  au  sommet  C  du  conducteur  angulaire;  f, 
l'angle  d'inclinaison  des  segmems  AC  et  AT.  sur  le  plan  du 
conducleur  el  ^x,  l'ouverture  angulaire  de  ce  dernier. 

Démonttration.  Dans  la  Ggure  ci-dessous,  les  pAles  A  et  A'  du 
solénoïde  se  projettent  en  0 
sur  le  plan  du  conducteur. 
La  force  qui  représente 
l'action  de  l'élément  ds  sur 
le  pèle  A  est  perpendicu- 
laire au  plan  ACD  et  appli- 
quée au  milieu  de  l'élément. 
En  désignant  l'angle  GAm 
par  6,  l'angle  ACm  par  p  et 
le  segment  mA  par  r,  Pin- 
Icnstté  de  cette  force  est  doimée,  conformément  à  l'expression  (!), 
par  la  formule 

..""fp-*-') ^J^ 


Fig.  S. 


Kn'<fe- 


Vu  les  relations 


rd9=da   sin(p-H), 


la  formule  (7)  devient 


-  sin  {p  -f-  «)  de. 


La  force  qui  représente  l'aciion  de  l'élément  da  sur  le  pAle  A' 
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du  solénoîde  est  perpendiculaire  au  plan  A'CD  et  son  intensité 
est  exprimée  également  par  la  formule  (8)« 

Si  nous  décomposons  chacune  de  ces  forces  en  deux  compo- 
santes recta ngulaircsy  Tune  située  dans  le  plan  du  courant  BCD, 
l'autre  perpendiculaire  à  ce  plan,  il  sera  inutile  de  tenir  compte 
des  composantes  perpendiculaires  au  plan  BCD,  puisque  ces 
composantes  sont  des  forces  égales  et  contraires,  appliquées  au 
même  point.  Quant  aux  composantes  situées  dans  le  plan  du  cou- 
rant angulaire,  elles  sont  égales  et  de  même  sens,  et  leurs  inten- 
sités s'ajoutent  dans  la  formation  de  la  résultante  commune  de 
ces  forces. 

En  représentant  par  (ù,  Tangle  que  le  plan  ACD  fait  avec  le 
plan  du  courant  angulaire,  Tintensité  de  cette  résultante  est 
exprimée  par  la  formule 

2KtT  sin  «   . 

-— ,-j-T  siMP -*- ^)  rfe 9) 

a    sin  p 

Dans  le  triangle  sphérique  rectangle  dont  le  sommet  est  en  G 
et  dont  les  angles  plans  sont  ACD,  ACE,  DCE,  on  a  la  relation 

sin  ACE  =  sin  7  =  siri  p  sin  «; 
la  formule  (9)  devient  en  vertu  de  cette  relation 

2Kir  sin  y    .    , 

r-Yz  sm  (p  -4-  e  de. 

a    siirp 

Il  suit  de  là  que  Tintensité  de  la  résultante  p,  représentant 
Faction  de  la  branche  indéfinie  CD  du  conducteur  sur  le  solé- 
noîde,  est  donnée  par  l'égalité 

2Ku'  sin  o     ^?r-i8  . 
P^ r-r^  /         sin(l3  +  6)de, 

OU 

2Rir  sin  9»  ^  ,      SRtï'     sin  ^ 

p  = r-r:(l  -♦-cos8)  = —'^ 

a    sm'p'  ^'         a    1— cosp 

V,  13 
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et  puisque  Tune  des  propriétés  du  triangle  sphérique  rectangle 
dont  il  a  été  question  plus  haut  entraine  la  relation 

ces  p  =  —  cos  a  cos  f , 

on  a  finalement 

2Ku'         sinc>  ,.  , 

P  = i «0 

a    1  -»-  cos  a  cos  f 

Pour  ce  qui  est  de  la  distance  i  du  point  d^application  de  la 
force  p  au  sommet  C  du  conducteur  angulaire,  en  représentant  le 
segment  Cm  par  «,  cette  distance  est  déterminée  par  Téquation 
des  moments 

^      î2Ku'  sin  î>     ^r^iS        .    ,^        .   , 

/>J  = r-r-   f         S .  sm  (Ô -♦- e)  rfe. 

a     sm'p  / 

Eu  égard  à  la  relation 

sin0 


«  =  a 


sin  [p  H-  e) 
cette  équation  devient 

sin"  p  / 

En  eflectuant  Pintégration  indiquée  dans  cette  dernière  égalité, 

on  obtient 

\  -\-  cos  6  sin  9 

p(?  =  2Ku'sin^,— — -^  =  2Kiï'  '^ 


sin'p  i  —  cosp 

ou,  vu  In  valeur  de  cos  [3  mentionnée  plus  haut, 


p(r=2Ktr ^^^ (W) 

\  -+-  cos  a  cos  f 

La  combinaison  des  équations  (10)  et  (H)  conduit  à  Tégalité 


—  i95  —  Il 

Lorsque  la  branche  CD  est  limitée,  on  a,  en  conservant 
à  6  la  signîfîcatioii  imUquée  ci-dessus, 

^KiV  8În  f  tmp  —  ces  (p  -I-  e) 

et 

i  —  ces  0 

p^=  SKtï'  sin  9 ' 

^  ^     sin»  p 

Par  suite,  la  distance  d  est  déterminée,  dans  ce  cas,  par 
régalité 

i  —  CCS  e 

ces  p  —  ces  ([3  H-  e) 

Remarque.  Nous  signalerons  plus  loin  une  conséquence  remar- 
quable ressortant  des  équations  (10)  et  (11). 

Théorhne  IL  L'action  des  deux  branches  indéfinies  du  con- 
ducteur angulaire,  sur  le  solénoïde,  est  représentée  par  une 
force,  R,  dirigée  suivant  la  bissectrice  de  langle  d  ouverture  du 
courant.  L'intensité  de  cette  force  est  déterminée  par  Tégalité 

4Ktr  sin  a         sin  9 

R= • 

a         1  H-  ces  a  ces  <f 

Démonstration.  L'action  de  la  branche  indéfinie  GB  du  con- 
ducteur angulaire  est  représentée  par  une  force  p',  égale  à  la 
force  p  et  symétrique  de  cette  dernière  par  rapport  à  la  bissec- 
trice CE. 

Ces  deux  forces  concourent  en  un  point  de  la  bissectrice  dont 
la  distance,  au  sommet  G,  est  exprimée  par  le  segment 


a 


cos  a 


L*angle  que  les  directions  de  ces  forces  font  entre  elles  est 
supplémentaire  de  l'ouverture  angulaire  2a. 
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L'intensité  de  la  résultante  R  de  ces  deux  forces  est  donnée 
conséquemment,  vu  la  formule  générale^ 

par  réquation 

R  =  !2p  sin  a. 

En  combinant  cette  dernière  équation  avec  Téquation  (10),  on 

obtient 

4KiT8ina  sin  9 


R  = 


a         i  H-  L-os  a  cos  f 


La  force  R  est  évidemment  dirigée  suivant  la  bissectrice  CE; 
elle  sollicite  le  centre  du  solénoïde  dans  un  sens  qui  dépend  de 
la  nature  boréale  ou  australe  des  pôles  A  et  AS  et  pour  une 
ouverture  angulaire  donnée,  son  intensité  ne  peut  pas  s'annuler 
si  Tangle  9  n'est  pas  nul. 

ScoUe,  Toutes  ces  conséquences  sont  applicables  à  l'action 
d'un  conducteur  angulaire  limité.  Dans  ce  cas,  l'intensité  de  la 
force  R  devra  se  déterminer  conformément  au  scolie  du  théo- 
rème I  de  cet  article 

Remarque.  L'influence  de  la  force  R  a  pour  effet,  dans  l'expé- 
rience de  Biot  et  Savart  (*),  d'écarter  de  la  verticale  du  point  de 
suspension,  le  centre  de  rotation  de  Taiguille. 

Théorème  III.  L'action  des  deux  branches  du  conducteur, 
sur  le  solénoïde,  est  encore  représentée  par  une  force  normale  au 
solénoïde  et  appliquée  au  centre  0,  lorsque  les  pôles  A  et  A'  se 
projettent,  sur  le  plan  du  conducteur,  en  dehors  de  la  bissectrice 
de  l'angle  du  courant. 

Démonstration.  Les  formules  (10)  et  (11)  subsistent,  quelque 
valeur  que  l'on  attribue  à  l'angle  a,  comme  on  peut  s'en  con- 


n  CEuvres  de  Verdet,  t.  IV,  p.  83. 


vaincre  aisémeni,  en  relisant  les  raisonnements  qui  nous  y  ont 

OMlduiL 


Cela  posé,  si  on  désigne  l'angle  DCE'  de  la  figure  ci-dessus, 
par  a'  +  a,  l'expression  de  la  force  p  représentant  l'action  de  la 
branche  indéfinie  CD,  sur  le  solénoidc,  sera  donnée,  en  vertu  de 
la  formule  (10),  par  l'égalité 

3Kii''  gin  ? 


i  •*-  COS  (a'  -t-  a)C0Sf 


Celte  force  est  perpendiculaire  &  la  branche  CD.  Vu  la  for- 
mule (11),  la  distance  d  de  son  point  d'application  I  au  sommet 
G  du  conducteur,  satisfait  à  la  relation 


L'angle  BCE'  étant  évidemment  égal  à  (a'  —  et),  l'expression 
de  la  force  p'  représentant  l'action  de  la  branche  BC  sur  le  solé^ 
noîde,  est  donnée,  de  la  même  manière,  par  l'égalité 


ÎKtV 


i  -t-  C0S((['~«)COSf 
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La  force  p'  est  également  perpendiculaire  à  la  branche  BC  ; 
8on  point  d'application  F  est  le  point  symétrique  du  point  d*ap- 
plication  I,  par  rapporta  la  bissectrice  CE  du  conducteur  angu- 
laire ;  de  plus»  le  point  de  rencontre  des  deux  forces  est  situé 
sur  cette  bissectrice. 

Le  transport  des  forces  p  et  p\  au  point  O,  donne  naissance  à 
deux  couples  de  sens  opposés;  en  désignant  le  segment  OC,  par 
df  et  en  tenant  compte  de  la  relation 

d  cbocos  ^, 

les  moments  M  et  M'  de  ces  couples  sont  exprimés  par  les  éga- 
lités 

M  «s  ap  [l  -4-  ces  («'  -+-  a)  cos  ^1, 
et 

M'=:sap'[l  -♦-  cos  (a'  —  a)cosç]; 

de  sorte  que  Ton  a,  eu  égard  aux  valeurs  de  p  et  de  p', 

M  =  SKû"  sin  ^  =  M'. 

Il  suit  de  là  que  la  direction  de  la  résultante  des  deux  forces 
p  et  p'  passe  par  le  point  0,  et  que  cette  résultante  est  la  seule 
force  qui  sollicite  le  solénoîde. 

Corollaire.  S'il  était  possible  de  réaliser  physiquement  un 
courant  rectilignc  simple,  tel  que  CD,  Faction  de  ce  courant  sur 
le  solénoîde  serait  représentée  par  le  système  de  la  force  p, 
appliquée  au  point  0,  et  du  couple  M.  Ce  couple  tendrait  à  com- 
muniquer au  solénoîde  un  mouvement  de  rotation  accéléré 
autour  de  Taxe  AA'.  A  Taide  de  conditions  mécaniques,  faciles 
i  imaginer,  et  en  Tabsence  de  tout  frottement,  raccélératioo  de 
oe  mouvement  n  aurait  pas  de  limite.  Le  paradoxe  renfermé 
dans  cette  conséquence  ne  pourrait  disparaître  qu'à  une  condi- 
tion :  c*est  que  le  mouvement  de  rotation  du  solénoîde  donnât 
naissance  à  des  forces  électro-dynamiques  de  sens  contraires  aux 
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premières.  Quoi  qu'il  en  soit,  la  réponse  d'Ampère  à  Glierardi,au 
sujet  d'une  conséquence  semblable  à  celle-ci,  ne  pourrait  cer- 
tainement pas  lever  la  difficulté  présente.  Puisqu'on  donne  nais- 
sance à  un  courant,  en  faisant  communiquer  les  électrodes  d'une 
pile  avec  deux  masses  conductrices  infinies  et  isolées,  ainsi  que 
la  chose  se  pratique  dans  les  lignes  télégraphiques,  il  n'est  peut- 
être  pas  absolument  impossible  d'engendrer  des  courants  recii- 
lîgnes  simples.  J'énonce  néanmoins  cette  dernière  remarque, 
sous  toute  réserve,  car  l'assertion  est  parTaitemenl  discutable. 


SOliHOÏDE  SITU£  DANS  LE  PLAN  DU  CONDUCTBIIR  ANCCLAIRB  BT  COVrt 
PAR  LA  BlSSECTRrCE  DE  L* ANGLE  d' OUVERTURE  DE  CE  CONDUCTEUR  BN 
DEUX  PARTIES  ÉGALES. 

Théorème  I.  L'action  résultante  de  la  branche  indéfinie  CD 
sur  les  p6les  A  et  A'  du  solénolde  (voir  la  tigure  ci-dessous),  est 


représentée  par  une  force  R,  perpendiculaire  au  plan  BCD  et 
appliquée  à  un  point  de  la  branche  CO.  L'intensité  de  cette  force 
est  exprimée  par  l'égalité 

/i       a  +  Il         i        «  — m'\ 
„,_K,.      „— -,f^~)- 
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et  la  distance  A^  de  son  point  d*application  au  sommet  C  du  oon- 
ducteuFy  par  Téqualion 

(a  H-  !l  a  —  tl'\ 

Ig-^-tg-J-)- 

Dans  ces  formules,  outre  les  désignations  déjà  adoptées  dans 
Tarticle  précédent,  a!  représente  le  segment  A'C;  u  et  u\  les 
angles  ACO  et  A'CO. 

Démonstration.  L'action  de  Télément  ds  sur  le  p6le  A  du  solé- 
noïde  est  représentée  par  une  force  perpendiculaire  au  plan  BCD 
et  appliquée  au  milieu  de  Félément. 

L'intensité  de  cette  force  est  donnée  par  la  formule 

Ktï  du    . 

— - —  sm  (6  ■+-  e). 

Vu  les  relations,  dont  nous  avons  déjà  fait  usage, 

rrf0  =  (/s  .  sin  (p  -4-  6), 

et 

sîn  ^ 


r  =  a 


sic  (|9  -H  9) 
cette  formule  devient 

— : —  sm  (ô  -♦-  9)  rfa. 
a  sui  p 

Conséquemment,  Pintensité  de  la  force  pi,  qui  représente 
Taction  de  la  branche  indéfinie  CD  sur  le  pôle  A,  est  exprimée 
par  réq nation 

En  représentant  Tangle  ACO  par  u,  on  a 

P        it        a  -f-  tl 


!2       2  2 


» 
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et  la  valeur  de  pi  prend  la  forme 

p.=  -7-*"T^ ^  ^^ 

Quant  à  la  distance  d|  du  point  d'application  de  cette  force  au 
sommet  C  du  conducteur  angulaire,  elle  est  donnée  par  Téqua- 
tioo  des  moments 

Pi*i  =  — r-r  /"^""^  « .  sîn  (p -♦- a)  A. 

Eu  égard  à  la  relation 

8in9 


«  =  a 


sin  (|3  -I-  $) 


réquation  précédente  se  transforme  en  la  suivante  : 

p,^,=,-:^ —  f    '^  sin  •  de  —  Ktï' — : !-  =  Ktt'col,-Ô,    (14) 

smpv  smp  S 

ou 

p,^.  =  Kt»'tg^î4-^ (15) 


La  combinaison  des  équations  (13)  et  (IS)  conduit  à  la  rela- 
tion 

L'action  de  la  branche  indéfinie  CD  sur  le  pôle  A'  du  solénoîde 
est  représentée  de  même  par  une  force  pj  perpendiculaire  au 
plan  BCD  et  appliquée  en  un  point  de  cette  branche. 

En  désignant  Tangle  A'GO  par  u\  Tintensité  de  la  force  p  j  est 
exprimée,  eu  égard  à  Téquation  (i3),  par  Tégalité 


Pi  — -7-cot-(pH.w^w'). 
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A 

Mais,  vu  la  valeur  de  ^^  mentionnée  plus  haut,  on  a 

2"*"      2      "^2  2~* 

Delà, 


Pour  ce  qui  est  de  la  distance  d[  du  point  d*application  de 
cette  force  au  sommet  G  du  conducteur  angulaire,  elle  est  don- 
née, conformément  à  réquation  (14),  par  Tégalité 

^;<i;  =  Ku'coti(p  +  fi  +  w')==Ktï'tgî^=^   .    .    07) 

2  2 

La  combinaison  des  équations  (i6)  et  (17)  exige  donc  que  Ton 
ait 

Les  forces  p^  et  pj  sont  des  forces  parallèles  de  sens  con- 
traires {*).  La  résultante  R|  de  ces  forces  représente  l'action  de 
la  branche  indéfinie  CD  sur  le  solénoîde  AA'. 

L'intensité  de  la  résultante  R^  est  exprimée  par  Téquation 

Ri  =»  pi  ""  po 

ou 

de  même  que  la  distance  A|  de  son  point  d'application  au  som- 
met C  du  conducteur  est  déterminée  par  le  théorème  des  moments 


(*)  NoQi  sapposons,  dans  ce  niaonnement»  que  le  solénoîde  AA*  est  sitné  toot  entier 
dans  l'angle  opposé  par  le  aommet  à  l'angle  d'onTertvlv  da  eonrant  angulaire. 
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ou 


m 


Théorème  II.  L^action  résultante  de  la  branche  indéfinie  BC 
sur  les  deux  pâles  A  et  A'  du  solénoîde  est  représentée  par  une 
force  R)  perpendiculaire  au  plan  BCD. 

L'intensité  de  cette  force  est  exprimée  par  Tégalité 

et  la  distance  A,  de  son  point  d*application  au  sommet  C  du  con- 
ducteur angulaire,  par  Téquation 

tg-2 tg-^). 

Démonstration.  Les  raisonnements,  à  Taidc  desquels  nous 
avons  établi  les  équations  (12)  et  (14),  conservant  toute  leur 
valeur  dans  la  recherche  actuelle,  il  est  permis  d*affirmer  immé- 
diatement que  Faction  de  la  branche  indéfinie  BC,  sur  le  pôle  A 
du  solénoîde,  est  représentée  par  une  force  /)29  perpendiculaire 
au  plan  BCD,  dont  Tintensité  est  déterminée  par  Téquation 

KtV       i 

p%  =  —  coi-r. 
a         z 

Dans  cette  équation  y  désigne  Tangle  ACB. 
La  distance  d^  du  point  d'application  de  la  force  p^  au  sommet 
C  du  conducteur  angulaire  satisfait  de  même  à  Tégalité 

pA=Ku'cot-r. 

z 

De  la  même  manière,  Faction  de  la  branche  indéfinie  BC  sur 
le  pôle  A'  du  solénoîde  est  représentée  par  une  force  p^  perpen- 
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diculaire  au  plan  BCD,  dont  l'intensité  est  donnée  par  l'alité 

p,=i  — cot-{r-u  — u), 

et  dont  la  distance  $'^  du  point  d'application  au  sommet  C  du 
conducteur  doit  satisfaire  i  l'équation 


py;-KiY'coti(r-ti-ii'). 

2 


Si  on  tient  compte  des  relations 


y       n       «  —  u 


2       2  3 

et 


2  2  2         2 


les  quatre  égalités  qui  précèdent  deviennent 


KtV     a  —  u  KtV     a  -t-  ti' 

^^T-*"2-'     ^•=V'«~2-' 


et 


pA  =  KtVtg— —     p;er;  =  Kn'tg— — 


De  lày  par  une  conséquence  nécessaire  et  évidente, 

i^  =  a     et      ^  sa  a'. 

Les  forces  p^  et  p^  étant  des  forces  parallèles  agissant  en  sens 
contraires,  Fintensité  de  leur  résultante  R^  est  donnée  par 
régalité 
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ou 

(I       a  —  U         i        «-^  tl'\ 

et  la  distance  A,  du  point  d*applieation  de  cette  résultante  au 
sommet  C  du  conducteur,  par  Téquation 

ou 

R,A.  =  Ktï'(tg-^-tg-^].    .    .    .    (2i) 

La  résultante  R^  représente  Faction  de  la  branche  indéfinie 
BC  sur  le  solénoîde  AA'. 

Scolie.  La  force  R^  présente  une  particularité  qu'il  est  bon  de 
noter. 

Pour  des  valeurs  de  Tangle  aigu  AOC  suffisamment  voisines 
de  zéro,  Texpression  de  Rj  donnée  par  le  second  membre  de 
réquation  (30),  est  positive  et,  par  suite,  le  sens  d'action  de  R^ 
est  le  même  que  celui  de  R^  ;  dans  ce  cas,  en  vertu  de  l'équation 
(21)  la  distance  A^  est  négative,  ce  qui  signifie  que  le  point 
d'application  de  R^  est  situé  sur  le  prolongement  de  la  branche 
BC. 

Pour  des  valeurs  de  Tangle  aigu  AOC  voisines  de  90*, l'expres- 
sion de  Rj  est  négative,  et  par  suite,  le  sens  d'action  de  cette 
forcé  est  opposé  à  celui  de  R^  ;  dans  cette  circonstance,  la  dis- 
tance Aji  est  positive. 

Pour  une  valeur  de  Fangle  AOC  moyenne  entre  0  et  90%  l'in- 
tensité de  Rj  est  nulle  et  la  distance  A,  infinie.  Dans  ce  cas  les 
composantes  p^  et  p^  forment  un  couple. 

lorsque  le  solénoîde  fait  un  demi-tour,  la  distance  A,  passe 
par  toutes  les  valeurs  négatives  depuis  0  jusqu'à  —  oo,  puis  par 
toutes  les  valeurs  positives  depuis  -hoo  jusqu'à  zéro.  Une  parti- 
cularité analogue  se  présente  pour  A|. 


25.  —  206  — 

Théorème  IIL  L*action  du  conducteur  angulaire  indéfini,  sur 
le  solénoîde  AA'^  est  représentée  par  une  force  R  appliquée  au 
centre  du  solénoîde  et  par  un  couple. 

La  force  R  est  perpendiculaire  au  plan  du  conducteur;  son 
intensité  est  exprimée  par  Tégalité. 

R^(R,)-(R,), 

(Ri)  et  (Rj)  étant  déterminés  par  les  formules 

KtV  sin  a 


(R.)= 


a  -^  u        OL  —  tt 

a  ces  — - —  ces 


2 

et 

Ktï'  sin  a 
(R,)  =  — 


a-t-tl'        a  —  II' 

a'  ces  — - —  ces  — - — 


Le  plan  du  couple  passe  par  Taxe  du  solénoîde;  il  est  normal 
au  plan  du  conducteur. 

En  représentant  la  longueur  de  Taxe  du  solénoîde  par  2^  le 
moment  H  de  ce  couple  est  tenu  de  vérifier  Téquation 

H  =  [(RO-f-(RO]/. 

Démonsfration,  Pour  évaluer,  sous  sa  forme  la  plus  simple, 
raction  résultante  du  conducteur  angulaire  sur  le  solénoîde,  il 
suflit  de  transporter  au  centre  0  de  ce  dernier,  les  forces  R|  et 
R),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  systèmes  des  composantes, 

(pu  pi)      ^^      (pi>  P«)- 

Ce  transport  donne  naissance  à  une  force  simple  R  et  à  un 
couple  résultant. 

L'intensité  de  la  force  R  est  exprimée  par  Tégalité, 

R  =  R,  ^R,. 
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ou  9  vu  les  équations  (18)  et  (90), 

Par  un  développement  trigonométrique  fort  connu  et  la  réduc- 
tion au  même  dénominateur  des  fractions  qui  en  résultent,  on 
obtient 


R-"" 


i.-('»î*'«î)('*"'i'«ï)*('«î-'«î)('-'«i'«3 


(a  u'\(  a       u'\       I      a  u\(  a       u'\ 


^  2  »   2 
0  u,  après  la  simplification  des  numérateurs. 


R=. 


2Ktrig^      l^lg'l  2KiVtg^      ^-*-ti5'^ 


a      ^  tl  a'  .  a      .  u' 


OU,  enfin, 

Ktt'  sin  a  KiV  sin  a  ^^^^ 

R  = ^ ;.     (22) 

a-+-ll         a—  u  ,        a-+-w  a-    u 

a  ces cos a  ces ces 

Mb)  09 

Quant  au  moment  du  couple  résultant,  on  peut  le  déterminer 
de  la  manière  suivante  : 

En  transportant  d'abord  sur  la  bissectrice  CE  de  Tangle  du 
conducteur,  suivant  des  plans  perpendiculaires  à  cette  ligne,  les 
systèmes  de  forces 

(pi>  pi)     et     (p„  pi), 

on  donne  naissance  à  un  couple  M,  normal  à  la  bissectrice.  Le 
moment  de  ce  couple  est  exprimé  par  Tégalité 

M  =  [(pif^i  —  fi^l)  —  (pA  —  çA)]  sin  a, 
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ou,  eu  égard  aux  notations  adoptées  dans  les  théorèmes  précé- 
dents, 

M  =  (R,A«  —  R,A,]  siD  A. (23) 

Si  on  transporte  ensuite  ces  mêmes  forces  jusqu'au  centre  0 
du  solénoîdcy  le  moment  du  couple  L,  né  de  ce  transport,  dont 
le  plan  est  perpendiculaire  au  plan  du  conducteur  et  passe  par  la 
bissectrice  CE,  est  déterminé  par  Téquation 

L =(^1  cosa-i-OC)  pi — (^  co8«+OC)pIh-(  Ji  cos  a+OC)^— (J;|cosa-hOC)pi, 

c^est-à-dire,  en  vertu  des  mêmes  notations  et  en  représentant  le 
segment  OC  par  d, 

L  =  (Ri  A,  +  R,A,)  cos  a  H-  (Ri  +  R,)  d.     .     .     .     (24) 

L'expression  générale  de  (R^  -H  Rj)  est  donnée  par  Féqua- 
tion  (22). 

Les  transformations,  à  Taide  desquelles  nous  avons  obtenu 
cette  dernière  équation,  font  voir  immédiatement  que  Ton  a 


•V         ^  Ktï'sina  Ku'sina  .  ^. 

RlAi  -4-  R,A,= ; ;  .  (25) 

« -♦- W         a  —  u  a-^u         a  —  u 

cos cos cos cos  — 

2  2  2  2 


En  substituant  le  signe  —  au  signe  + ,  dans  les  numérateurs 
non  simpliGés,  ces  mêmes  transformations  montrent  que  Ton  a 
aussi 

i-4-lg'-  ,       ^-^tg^^ 

U  ^2  ti  2 

R|Ai-R.A,  =  2Klt'lg- H.2Ktï'tg- ;, 


ou 


«          ^                   Kiï'  sin  u                       Kiï'  sin  «'  ,^^, 

RiA,  —  R^,  = ^ ; ^ .  26) 

cos cos cos cos  — - — 
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Les  intensités  des  couples  M  et  L  sont  déterminées  par  les 
équations  (23)  et  (S^),  conjointement  avec  les  relations  (22), 
(25)  et  (26). 

Les  mêmes  équations  et  relations  font  connaître  le  sens  d'ac- 
tion de  ces  couples,  par  le  signe  positif  qu'elles  attribuent  aux 
expressions  des  moments  M  et  L,  lorsque  Tangle  AOC  est  com- 
pris entre  0  et  90*  (*). 

En  effet,  la  direction  de  la  force  R|  étant  déterminée  par  la 
nature  magnétique  des  pôles  A  et  A'  et  celle  de  la  force  R^^  par 
ce  qui  a  été  dit  dans  le  scolie  du  théorème  II  de  cet  article,  le 
sens  d'action  des  couples  Rf  A^  et  ^2^^9  auxquels  le  transport 
des  forces  R|  et  Rj,  au  point  G,  donnerait  naissance,  est,  par  cela 
même,  entièrement  déterminé.  Or,  le  signe  positif  des  moments 
M  et  L  indique  précisément,  comme  il  est  facile  de  s'en  con- 
vaincre, que  le  sens  d'action  des  couples  qu'ils  représentent  est 
celui  des  projections  du  couple  R|Af  sur  les  plans  respectifs  de 
ces  mêmes  couples. 

Afin  d'apprécier  plus  aisément  l'influence  des  couples  M  et  L 
sur  le  solénoïde,  nous  allons  substituer,à  ces  couples, le  système 
de  deux  couples  rectangulaires  nouveaux  G  et  H. 

En  choisissant  le  plan  du  couple  G  de  façon  que  ce  plan  soit 
à  la  fois  perpendiculaire  au  plan  du  conducteur  angulaire  et 
•à  l'axe  du  solénoïde,  le  plan  du  couple  H  passera  par  l'axe  AA' 
du  solénoïde. 

Dans  ces  conditions,  W  désignant  l'angle  que  Taxe  AA'  fait 
avec  une  droite  située  dans  le  plan  du  conducteur  angulaire  et 
normale  à  OE,  on  a  évidemment 

G=:LcosW  — MsinW  \ 

et  > <27) 

H==L8inW-f-Mco8W  ) 

Cela  posé,  il  est  facile  de  montrer  que  le  couple  G  est  nul, pour 


n  Nous  indiquerons  ci-après  les  modifications  qu'il  faut  introduire,  dans  l'interpréta- 
tion de  nos  résultats,  lorsque  Tangle  AOC  est  compris  entre  90«  et  ^SO". 

V.  u 
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toutes  les  valeurs  de  Fangle  d'ouverture  du  conducteur  angu- 
laire,  et  pour  toutes  celles  de  Tangle  aigu  AOC. 

En  effet,  si  on  tient  compte  des  relations  trigonométriques  des 
triangles  AOC  et  A'OG,  savoir  : 


asinu 
~1~ 


=  cos  W  = 


a'sinii' 


l 


on  a,  par  les  équations  (22),  (24),  (25),  et  sous  la  forme  la  plus 
simple, 

Ktï'sinacosa 


LcosW= 


/ 


KtT  d  sin  a 


asm  ti 


«-4-a        a  — Il  a 

ces ces cos 


/ 


2  2 

sinu 


sm  u 


aH-U        a  —  u              a-*-!!  a — U 

cos  — —  cos  — r—        cos : COS 


2 


2 


2 


Par  les  relations  trigonométriques, 

d — acosti       a'costi'  —  d 


sin  W  = 


/ 


l 


et  les  équations  (23)  et  (26),  on  a  de  même 


MsinW=: 


Kii'dsma 


l 


sin  u 


sm  u 


a-*- Il        a  —  u 

cos cos 


«-4- 11'        a  —  u' 


2  2 

RtT  sin  a  r      a  sin  ii  cos  ti 


cos 


cos 


2 


/ 


a-4-W        a—ti 

COS cos 

2  *2 


a'  sin  u'  cos  u' 


a-¥-U         « — u 
cos cos 


De  ces  formules  et  de  la  première  des  équations  (27),  il  ré- 
sulte que 

KiT  sin  a       cos  a  -f-  cos  u 

G  = ; a  sm  u 

l  a  -f-  Il         CL  —  u 

cos cos 

2  2 

Kîï'  sin  a      cos  a  -t-  cos  u' 


l 


cos cos 


;  a  sm  t/ , 


2 


—  2H  — 


S8. 


ou 


G  = j (a  sm  ti  —  a  sin  u]. 


Or,  il  est  facile  de  voir  que,  dans  les  triangles  AOG  et  A'OC, 


on  a 


a  sin  u^=»a'  sin  u\ 


Le  moment  du  couple  6  est  donc,  par  cela  même,  essentielle- 
ment nul. 

L*expression  du  moment  du  couple  H  ressort  également  des 
formules  précédentes. 

En  effet,  eu  égard  aux  équations  (27)  et  à  la  propriété  que 
nous  venons  de  démontrer,  on  a 


et 


tgw  =  _ 


H  =  M  (cos  W  -t-  sin  W  tg  W)  =  - 


M 


cos  w 


De  là,  on  obtient,  par  la  combinaison    des  équations  (23) 
et  (26), 


HcosW=&Kn'sina 


sm  u 


smti 


a  -¥-  u       a  —  tt 
cos cos 


a-t-u'        a  —  u' 


cos 


"2 


"2 


cos 


!2 


de  sorte  que,  en  vertu  des  relations  trigonométriques  déjà  men- 
tionnées, 

a  sin  u      a'  sin  u' 


cosW  = 


/ 


/ 


on  a  Gnalement 


H==Ku'/.sina 


i 


a  -♦-  tl        a  —  tl 
a  cos cos 


a  -+-  t/  a  —  tl 


a  cos 


:2 


cos 
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Corollaire.  Celte  valeur  de  H,  rapprochée  de  Téquation  (22), 
permet  encore  de  dire  que  Faction  du  conducteur  angulaire  indé- 
fini, sur  le  solénoîde  AA',  est  représentée  par  le  système  des  deux 
forces  (Rf)  et  (R^),  perpendiculaires  au  plan  BCD,  agissant  en 
sens  opposés,  et  appliquées,  la  première  au  pôle  A  et  la  seconde 
au  pôle  A'. 

Ces  forces  (Rf)  et  (R^)  sont  égales  et  forment  couple,  lorsque 
le  solénoîde  est  perpendiculaire  à  la  bissectrice  OE;  elles  se  ré- 
duisent aux  forces  P  et  P' du  théorème  III  de  l'article  I,  lorsque 
le  solénoîde  est  dirigé  suivant  cette  bissectrice. 

Scolie.  Dans  Taction  d'un  conducteur  rectiligne  simple,  tel 
que  CD,  le  moment  du  couple  G  n'est  pas  nul. 

L'influence  de  ce  couple,  sur  le  solénoîde  A  A',  donne  lieu  à 
une  remarque  semblable  à  celle  qui  a  été  mentionnée  dans  le 
corollaire  du  théorème  III  de  l'article  II. 

Si  on  suppose,  par  exemple,  que  le  solénoîde  soit  placé  per- 
pen(ficulairement  à  la  ligne  OE  et  que,  par  suite,  on  ait 

a^=a'        et        u  =  v\ 
les  formules  (18)  et  (19)  deviennent 


«'(^"•«*i)'«i 


2Ktt'  \         ^  "21   ^  !2      KtV  sin  u 

Ri  = 


a                   .«•*'            ^            et  -¥-  u         a —  u 
i  —  Ig'  -  Ig'  -  COS COS 

2      2                        2  2 

R..,==K.T '^ 

a  -^  U        a  —  u 

COS ces 

2  2 

Eu  égard  à  la  relation 

{/  s=  a  cos  ti, 

le  moment  du  couple  6  est  donné,  dans  ce  cas,  par  Fégalité 

G  ES  R|  (A|  ces  a  +  a  cos  u) 
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ou 

COS  a  -4-  COS  U 

G  =  Kii'  sin  u —  =  2  Ktï'  sin  u, 

a  -4-  tl         a  —  u 
COS COS 

2  2 

Cette  valeur  fait  voir  que  le  moment  G  est  indépendant  de 
Torientation  du  eonducteur  CD,  dans  le  plan  BCD. 

Remarque.  Lorsque  Tangie  AOC  est  compris  en tre90'*  et  180*, 
tout  ce  que  nous  avons  dit  de  la  branche  CD  du  conducteur  an- 
gulaire et  de  son  action  sur  les  pôles  A  et  A'  du  solénoïde ,  doit 
évidemment  se  dire,  en  changeant  le  sens  d 'action  des  forces,  de 
la  branche  BC  du  conducteur  et  de  son  action  sur  les  pôles  A' 
et  A,  et  réciproquement. 

Il  est  facile  de  voir  que  les  valeurs  des  forces  Ri|  et  R29  et 
celles  des  produits  Rf  A|  et  R^A^,  satisfont  à  ces  conditions.  Nos 
formules  continuent  donc  à  subsister,  dans  Thypothèse  précitée. 
Toutefois  la  vérification  des  équations  (27)  demande  que  fangle 
W  y  soit  alors  estimé  négativement. 


IV 


SOLÉNOÏDB  SITUÉ  DAPfS    LE  PLAN  FORMÉ  PAR  LA  BISSECTRICE  DE  L*ANGLB 
DU  CONDUCTEUR  ET  UNE  NORMALE  AU  PLAN  DE  CE  COURANT. 

Dans  les  conditions  indiquées  par  le  titre  de  cet  article,  Tac- 
(iori  d*un  conducteur  angulaire,  sur  un  solénolde,  est  représentée 
par  une  force  et  un  couple. 

*  Théorème  I.  Lorsque  le  solénoîde  est  coupé  en  deux  par- 
ties égales  par  le  plan  du  eonducteur  angulaire,  les  composantes 
de  la  force,  estimées  suivant  la  bissectrice  de  Fangle  d*ouver4ure 


et  la  normale  au  plan  du  courant,  sont  respectivement  détermi- 
nées par  les  égalités 

„ r  sin  ip  KJn  f'  T 

(B)  =  2KÙ'  sin  a -t- 

|_«(l  -1-  cosaCOSfJ        a  (1  -»-  COsaCOS  i')J 

et 

,.  r  COSf  cos  »'  1 

{T)  =  MtH'8in<« ; ' • 

[a  (t  -^  COS  (X  lOi  ft         tt   (I  -4-  tOS  01  COS  f  )J 

Dans  ces  égalités,  9  et  9'  désignent  les  angles  ACOetA'CO; 
a  et  a'  les  segments  \C  et  A'C. 

Démonitratûm.  Les  points  ÀelA'  delà  figure  ci-dessous  dési- 
gnent les  projections  des  pôles  A  et  A'  du  solénoîde  sur  le  plan 
du  courant  angulaire  (*). 


En  vertu  des  équations  (10)  ei  (tl)  démontrées  plus  haut, 
nous  pouvons  affirmer  immédiatement  que  les  composantes,  p| 
et  p],  des  actions  exercées  respectivement  par  la  branche  indé- 
finie CD,  sur  les  pôles  A  et  A'  du  solénoîde,  composantes  qui 
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sont  toutes  deux  situées  dans  le  plan  BCD,  ont  des  intensités  et 
des  points  d*applieation  déterminés  par  les  formules 


Ktt  sm  9  Ru  sm  v 

p,  == .      p,  = ' .      (28) 

a    I -f-cos«cosf  a'  I -«-cosacosf' 

(^1  =  0,      et      d4=o'. 


Les  deux  premières  formules  dérivent  de  Féquation  (10)  préa- 
lablement divisée  par  deux. 

De  plus,  les  composantes  sont  perpendiculaires  à  la  ligne  CD 
et  elles  ont  le  même  sens  d'action. 

Quant  aux  composantes,  r|  et  r,,  de  ces  mêmes  actions ,  esti- 
mées perpendiculairement  au  plan  BCD,  elles  ont  des  directions 
de  sens  opposés.  En  représentant  les  angles  ACD,  A'CD  par  P 
et  P'y  et  les  angles  que  les  plans  ACD  et  A'GD  font  avec  le  plan 
BGD,  par  u  et  u',  les  intensités  de  ces  composantes  sont  expri- 
méesy  eu  égard  à  Téquation  (8),  par  les  égalités 


Ktï'  COS  tf     ^;r-/3 
T|  = : /      '^  sin  (ô  -♦-  e)  de 

et 

T,  = : —  /      '^  sm  (ô'-*-e  do. 

a    sin  (3'/  ^^ 

Si  on  tient  compte  des  relations  trigonométriques  suivantes, 
données  par  les  triangles  sphériques  rectangles  dont  le  sommet 
commun  est  en  C , 


tg«=  — cos»lgp,       tga  =  — C08»'tgp% 

les  égalités  précédentes  deviennent 


KtTtgflt  KtTtga     cosp 

T,  — _2---(|  -^  COS  p)  =  — 


asïnptgp  a       i  —  cos  p 
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et 

Ktïtj^«  K»Vtg«     cosp' 

T,  = fl  -t-  cos  ô  )  = ■ 

*  a'sinp'lgp'^  P^  a'       l-cosp' 

Eu  égard  aux  relations  trigonométri  ques  des  mêmes  trian- 
/         gles, 

cos  p  "B  —  cos  a  cos  f,      cos  p'  =  —  cos  a  cos  f\ 

on  peut  encore  dire  que  les  intensités  des  composantes  r|  et  r, 
satisfont  aux  équations 

Ktï'sina         co8f>  Rtï'sina         cos  9'  ,     , 

Tt  = et  T,  = j— ^- ;  (29) 

a       i  -^  cos  a  cos  f  a        1  -f-  cos  a  cos  7  ' 

ces  composantes  ont  d*ailleurs  les  mêmes  points  d*appIication 
que  les  composantes  pi  et  p2. 

Les  actions  de  la  branche  indéfinie  BC,  sur  les  pôles  A  et  A' 
du  solénoïde,  se  réduisent  de  même  à  des  forces  pj,  p^,  rj,  r^, 
égales  respectivement  aux  composantes  pf ,  pj,  r^  et  r,  dont  nous 
venons  de  déterminer  les  valeurs,  et  symétriques  de  celles-ci, 
soit  par  rapport  à  la  bissectrice  CE,  soit  par  rapport  au  plan  pas- 
sant par  cette  bissectrice  et  par  Taxe  A  A'  du  solénoïde. 

Les  résultantes,  R^  et  R^,  des  systèmes  des  forces  concou- 
rantes égales,  (pi,  p|)  et  (p^,  p^),  sont  évidemment  dirigées  sui- 
vant la  bissectrice  CE;  leurs  intensités  sont  données  par  les  éga- 
lités 

I^i  =  2pisina      et      R«  «=>  2pt  sin  a.    .    .     •    (50) 

La  résultante  T^  du  système  des  forces  parallèles,  égales  et  de 
même  sens,'  (r^,  r^'),  et  la  résultante  Tj  du  système  semblable, 
(T2,  r^),  mais  dont  le  sens  d'action  est  opposé  à  celui  du  premier 
système,  ont  leurs  points  d'application  situés  sur  la  bissectrice  CE, 
et  leurs  intensités  satisfont  aux  équations 

T,  =  2t4      et      r=2T, (5i) 
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Le  transport  des  forces  R|,  Rj,  T|y  T^  au  centre  0  du  soie- 
noide,  donne  naissance  à  deux  forces,  résultantes  partielles,  (R) 
et  (T)y  dont  les  intensités  sont  exprimées  par  les  égalités 

(R)  =  Rt-^R,      et      (T)=*T,^T„ 

ou,  vu  les  équations  (30)  et  (28),  (31)  et  (29), 

(R)  =  2K«'  sin  .  \-:,-^ .  -  >ir-^^ ^1 

[a  (i  -♦-  cos  «  ces  f>)   a  (1  -+-  cos  a  C08  f  ) J 

et 

[cos  9  cos  9  1 

a  (i  -f-  cosa  cos  f)      a  (i  -t-  cos  <x  cos  ^  )J 

Il  est  bon  de  remarquer  que  le  système  (R)  et  (T)  pourrait 
être  remplacé  par  le  système  de  deux  forces  appliquées  au  point  O 
et  respectivement  perpendiculaires  aux  segments  ACet  Â'C.C*est 
ce  que  la  forme  même  des  seconds  membres  des  équations  pré- 
cédentes fait  voir  immédiatement. 

Théorème  IL  Le  moment  du  couple  que  les  forces,  représen- 
tant Taction  du  conducteur  angulaire  sur  le  solénoîde,  engen- 
drent, par  leur  transport  au  point  O,  satisfait  à  Tégalité 

M = 2Ktt'sin  a  cosA 

|_i  -f-  cos  «  cos  f      I  -t-  cos  a  cos  f  j 

air   •/  j    .  r  ^•î'  COSî»'  1 

-4-  2Ktt   a  sm  a ; • 

|_a(l4-C0SaC0Sf>)        a  (l-f-C08aC08f')J 

Démonstration.  Les  points  d*application  des  forces  R|  et  R^ 
sont  situés  sur  la  bissectrice  OE;  ces  forces  agissent,  de  plus, 
suivant  la  direction  de  cette  ligne. 

Il  en  résulte  que  le  transport  des  forces,  R|  et  R^,  au  point  O» 
ne  donne  naissance  à  aucun  couple. 

Parcontrei  le  transport  des  forces,  T^  et  T^,  au  même  point. 
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produit  deux  couples  dont  les  sens  d  action  sont  opposés.  En  dé- 
signant le  segment  OC  par  cf,  les  moments  de  ces  couples  sont 
exprimés  par  les  quantités 

T,  (a  DOS  (X -t- rf)      et      T,(a'cosa -f- d). 

La  composition  de  ces  couples  donne  un  couple  résultant  M 
dont  le  moment,  eu  égard  aux  équations  (31)  et  (29),  est  déter- 
miné par  régalité  mentionnée  dans  Ténoncé  du  théorème. 

Dans  cette  égalité,  les  segments  a  et  a\  ainsi  que  les  angles  9 
et  f ',  sont  des  fonctions  de  Fangle  u  que  Taxe  du  solénoîde  AA' 
fait  avec  la  normale  au  plan  du  conducteur. 

Les  dépendances  respectives  de  ces  quantités,  par  rapport  à 
Fangle  u,  sont  exprimées  par  les  relations 

o'  =  r-^«r  — 2Wsiny,      a'*  ==  l* -¥- (P  -^  ^Msinu, 
d — Isinv  d-^-lslnu 

COS  f  = et        CO8  f'  = ; • 

a  a 

Corollaire,  Lorsqu*on  néglige  les  puissances  de  j  supérieures 
à  la  première,  les  relations  précédentes  deviennent 


a=d  (i  — -sinyj»     o'  =  d  f  1 -♦--sin wj» 


co$9  =  l     et    cosv'^l. 


Dans  cet  ordre  d'approximation  la  valeur  du   moment  du 
couple  M  est  donnée  par  Tégalité 


2Kudsina/i        l\ 

M  iBS  '  I  — I 

1  •♦-  cos  tt    \a      al 


ou 

«    l 


M  =  4Ku'  tg  -  •  -  sin  w. 

I    d 


Quand  on  écarte  Taxe  du  solénolde  de  la  direction  de  la  nor- 
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maie  au  plan  du  conducteurje  couple  M  tend  à  le  ramener  dans 
celte  direction.  Il  résulte  de  là  que,  sous  Faction  du  conducteur 
angulaire  y  le  solénolde  peut  osciller  de  part  et  d*autre  de  la  nor- 
male au  plan  du  conducteur  à  la  façon  d'un  pendule.  La  formule 
précédente  montre  que,  dans  ce  mouvement,  le  carré  du  temps 
des  petites  oscillations  du  solénoîde  est  directement  proportionnel 
à  la  distance  d.  Biot  et  Savart  ont  vérifié  par  rexpérience  Texac- 
tilude  de  celle  conclusion. 

Scolie.  Lorsqu'on  évalue  le  moment  du  couple  M,  en  poussant 
Tapproximation  plus  loin  que  nous  ne  venons  de  le  faire,  la 
partie  du  développement  qui  contient  sin  v  en  facteur,  se  com- 
pose d'une  suite  de  termes  dans  lesquels  les  rapports 

/       /» 

—  f     —  t  •  •  * 
d      d' 

entrent  comme  coefficients. 

Dans  le  mouvement  pendulaire  du  solénoîde,  le  carré  du 
temps  des  petites  oscillations  se  compose,  en  toute  rigueur,  de 
plusieurs  termes,  directement  proportionnels,  le  premier,  à  la 
première  puissance  ded,  le  second,  à  la  troisième  puissance  de 
oette  quantité,  et  ainsi  de  suite. 


EFFETS  PARTICULIERS   DE    L*ACTI0N   d'uN    COURANT  ANGULAIRE  SUR  UN 
SOLÉNOÎDE  DANS  U  LOI  DE  FORCE  DE  M.  CLAUSIUS. 


Théorème  L  L'action  d'un  courant  angulaire  indéfini ,  sur  un 
solénoîde,  est  la  même,  dans  la  loi  électro-dynamique  d'Ampère 
et  dans  celle  de  Grassmann  et  de  M.  Clausius. 

Dimonitration.  La  composante,  parallèle  à  Taxe  des  x»  de 


57. 
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l*aclion  qu'un  élément  de  courant  d$  exerce  sur  un  autre  élé- 
ment de  courant  ds\  dans  la  loi  électro-dynamique  d'Ampère, 
peut  être  mise  sous  la  forme  (*) 


V  d 

-tt'rf«rfs',    ,  . 
2  Ux' 


i  i 

r  dx       d  ^  ^      r 

COS  € H   —  (X  —  X) 

ds'  d»      ds^  '  ds' 


,     (3«) 


(x,  y,  z),  (x',  y',  z')  désignant  les  coordonnées  respectives  des 
éléments  ds  et  «(s',  r  la  distance  de  ces  éléments  et  e  l'angle  que 
leurs  directions  font  entre  elles. 
En  effet,  on  a  évidemment 


d_ 
dt 


{x  -  X') 


r 
dp 


d-  cT- 

■  -4-  f X  —  x')  

ds  ds'      ^  '  dsds' 


et 


-1 
rf"- 

r 


2  rfr  dr        i     dV 


d«cfa'       r'd^'d*       r"  dsds' 


r       X  —  X 


dx' 


Par  là,  l'expression  (33)  devient 


ï^  ..    .    .    Jr-ar'  /  dr  dr  dV   \ 


(*)  Cette  forme  et  le  théorème  qui  en  décoale  m'ont  été  signalés  par  M.  Schan,  doetear 
en  philosophie. 


MaiSy  conformément  à  des  formules  connues  (*),  on  a  aussi 


(Pr  dr  dr 

dsds'  ds  ds' 

dr  dr 

-^=cos9,     et     --— =  —  coso, 
ds  ds 


G  et  G'  i*eprésentant  les  angles  gue  les  directions  des  éléments  ds 
et  ds'  font  avec  celle  de  la  ligne  r  ;  ce  qui  permet  de  mettre  Tex- 
pression  (33)  sous  la  forme 

X  — x'  /              3  \ 

Ktï'  dsds' = —   CCS  £ ces  o  ces  $'   » 

r»      \  2  / 

valeur  de  la  composante,  suivant  Taxe  des  x,  de  Faction  de  Tel  é- 
ment  ds  sur  l'élément  ds\  dans  la  loi  d*Ampère. 

Pour  déterminer  la  composante,  parallèle  à  Taxe  des  x,  de  Fac- 
tion résultante  d'un  conducteur  angulaire  indéfini,  sur  l'élément 
c/«',dans  la  loi  d'Ampère,  il  suffit  donc  d'intégrer  l'expression  (32) 
par  rapport  à  s,  sur  toute  l'étendue  du  conducteur. 

Or,  il  est  visible  que  le  dernier  terme  de  l'expression  (32) 
disparait  dans  l'opération,  attendu  que  la  quantité 


ou 

X  —  x'  i  dr 


r      r  ds' 


» 


s'annule  quand  r  devient  infini. 
Par  suite,  l'intégration  de  l'expression  (32)  se  réduit,  dans 


(*)  Bbiot,  Théorie  mécanique  de  la  chaleur,  p.  !29i. 
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cette  circonstance,  à  celles  des  deux  premiers  termes,  c*est-à-dire 
à  Tintégration  de  la  valeur  donnée  par  M.  Clausius  à  la  compo- 
sante, parallèle  à  Taxe  des  x,  de  Faction  de  ds  sur  ds'. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  de  la  composante,  parallèle  à  Taxe 
des  X,  de  Faction  du  conducteur  angulaire  indéfini  sur  Télément 
ds'f  doit  se  dire  également  des  composantes  parallèles  à  Taxe 
des  y  et  à  Taxe  des  z. 

Il  en  résulte  que  Faction  du  conducteur  angulaire  indéfini, 
sur  un  élément  ds'  du  solénoîde,  est  la  même  dans  les  lois  élec- 
tro-dynamiques d'Ampère  et  de  M.  Clausius  (*).  Cette  consé- 
quence s'étend  naturellement  à  Faction  du  conducteur  sur  le 
solénoîde  entier. 

Remarque.  Ce  théorème  et  les  lois  de  Foscillation  pendulaire 
du  solénoîde  énoncées  dans  le  corollaire  et  dans  le  scolie  du 
théorème  II  de  Farticle  IV,  font  voir  que  les  deux  dernières 
conclusions  de  la  note  publiée  par  nous  :  «  Sur  la  loi  de  force  de 
»  M.  Clausius  entre  courants  élémentaires  »  (**),  sont  défec- 
tueuses. La  deuxième,  par  exemple,  n'indique  que  la  loi  du  terme 
secondaire  dans  Fexpression  du  carré  du  temps  des  petites  oscil- 
lations du  solénoîde. 

Le  défaut  provient  de  ce  que,  dans  le  calcul  de  Faction  de 
F  élément  ds  du  conducteur  angulaire,  sur  un  petit  contour  solé- 
noîdal,  ainsi  que  M.  Gilbert  a  eu  Fobligeance  de  nous  le  faire 
remarquer,  nous  avons  cru  pouvoir  négliger,  sans  nuire  à  Fap- 
proxiniation,  les  couples  qui  naissent  du  transport  des  forces 
élémentaires  au  centre  du  contour. 

Nous  ne  faisons  aucune  difliculté  de  reconnaître  notre  erreur; 
l'inexactitude  qui  la  constitue  se  rapproche  fort  de  celles  que 
nous  avons  relevées  nous-méme  au  commencement  de  cette  note. 
M.  Clausius  l'a  signalée  d'une  manière  générale,  dans  son  article 


(*)  La  loi    élcctro-dynamicioe  de  M.  CUnsias  aiiit  déjà  été  proposée  en  i845  par 
Grassmann. 
(**)  Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bnureiles;  quatrième  année,  p.  I9S. 
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«  Sur  la  concordance  de  la  loi  fondamentale  de  Télectro-dyna- 
»  mique  avec  l'expérience  (*).  » 

Théorème  II.  L'action  d'un  conducteur  angulaire  limité,  sur 
un  solénoide,  n'est  pas  représentée  par  le  môme  sytème  de  forces, 
dans  la  loi  de  Grassmann  et  de  M.  Clausius  et  dans  la  loi  d'Am- 
père. La  première  loi  superpose,  au  système  de  forces  dérivant 
de  la  loi  électro-dynamique  d'Ampère,  un  double  système  de 
forces  émanant  virtuellement  des  extrémités  du  conducteur  et 
sollicitant  les  éléments  du  solénoide. 

L'intensité  des  forces  qui  ont  poyr  siège  virtuel  le  point  d'en- 
trée du  courant,  dans  le  conducteur,  est  représentée  par  l'ex- 
pression générale 


2  \rd$'l^ 


Dans  cette  expression  l'indice  (1)  caractérise  l'origine  du  cou- 
rant dans  le  conducteur  ;  r  désigne  la  distance  de  l'extrémité (1) 
du  conducteur  à  l'élément  ds'  et  ^»  le  cosinus  de  l'angle  formé 
par  les  directions  respectives  de  la  droite  r  et  de  l'élément. 

L'intensité  des  forces,  émanant  de  l'extrémité  (2)  du  conduc- 
teur et  sollicitant  également  chacun  des  éléments  d$'  du  solé- 
noîde,  est  représentée  par  l'expression 


2  Xrds'/t 


Démonstration.  Si  on  désigne,  en  effet,  par  Xds',  Yds'  et  Zds' 
les  composantes,  parallèles  aux  axes,  de  l'action  du  conducteur 
angulaire  limité,  sur  un  élément  ds'  du  solénoïde,  dans  la  loi 
d*Ampère,  et  par  ^ds\  yjds'  et  Çcb',  les  composantes  de  cette 
même  action,  dans  la  loi  de  Grassmann  et  de  M.  Clausius,  on 


(*)  Annalen  der  Physik  und  Chemie,  l  X;  nouielle  série. 
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aura,  en  intégrant  Texpression  (52)  et  les  expressions  analogues, 
relatives  aux  axes  des  y  et  des  z, 


2 


lids'  =  vd8'  -i-rrii'ds' 


Zd8'  =  Us'  -^^ii'ds' 

2 


}'  -  '''  5^^. 


dl 


Le  développement  de  la  dérivée,^,  dans  les  termes  placés 
entre  crochets,  conduit  aux  égalités, 

2  [V      r      rds'U       \      r      rc/«'/J 


iy(fa'  =  Y(fe' 


'— -i-ii^^a-i 


z  —  z'  \  dr 


rds 


Ces  égalités  montrent  que  Inaction  d*un  conducteur  angulaire 
limité,  sur  un  élément  ds',  est  représentée,  dans  la  loi  électro* 
dynamique  de  Grassmann  et  de  M.  Clausitis,  par  le  système  de 
trois  forces. 

La  première  de  ces  forces  est  celle  qui  représente  l'action  du 
même  conducteur,  sur  Télément  ds\  dans  la  loi  d'Ampère. 

La  direction  de  la  seconde  passe  par  l'extrémité  (2)  du  con- 
ducteur, puisque  les  cosinus  des  angles  que  cette  direction  fait 
avec  les  axes,  sont  exprimés  par  les  rapports, 
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Quant  à  Tintensité  de  cette  seconde  force,  dont  le  sens  varie 
avec  le  signe  du  coefficient  différentiel  ^  ^  elle  est  représentée 
par  la  formule 

La  troisième  force  passe  par  Textrémité  (1)  du  conducteur  et 
son  intensité  est  donnée  par  la  formule 


2 


Xrds'K 


II  n*est  pas  besoin  de  déterminer  analyliquement  Tintensité  et 
la  direction  des  résultantes  de  ces  deux  derniers  systèmes  de 
forces,  sollicitant  les  différents  éléments  du  solénoîde,  pour  appré- 
cier rinfluence  que  ces  systèmes  peuvent  avoir  sur  le  solénoîde  ; 
rintuition  géométrique  suffit  à  caractériser  ces  actions,  dans  un 
grand  nombre  de  cas. 

Nous  allons  indiquer  quelques-uns  des  résultats  que  Ton 
obtient  par  cette  voie.  Ces  résultats,  joints  aux  deux  premières 
conclusions  de  notre  précédent  travail,  sur  la  loi  de  force  de 
M.  Clausius,  constituent  un  ensemble  de  phénomènes,  différen- 
ciant nettement,  au  point  de  vue  théorique,  les  lois  électro-dyna- 
miques d'Ampère,  de  Grassmann  et  de  M.  Clausius. 

Corollaire  /.  Supposons  que  Taxe  du  solénoîde  soit  dirigé  sui- 
vant la  bissectrice  CE  de  Pangle  d'ouverture  du  conducteur 
angulaire,  et  que  l'extrémité  A  du  solénoîde  soit  un  '  pôle 
austral. 

Le  plan  du  conducteur  divise,  en  deux  parties  égales,  tous  les 
petits  contours  circulaires  dont  l'ensemble  forme  le  solénoîde,  et 
dans  chacun  d'eux  le  sens  du  courant  est  lévogyre,  pour  un 
observateur  placé  en  face  du  pôle  A. 

Le  coefficient  différentiel  ^»  relatif  à  l'extrémité  (2)  du  con- 
ducteur, est  positif  en  tous  les  points  des  demi-contours  circu- 
laires situés  au-dessus  du  plan  du  conducteur;  il  est  négatif  en 
tous  les  points  des  demi-contours  circulaires  situés  au-dessous  du 
V.  i5 


même  plan,  et  en  deux  points  syméiriqnes  par  rapport  au  plan 
(tu  conducteur,  lels  que  ccui  qui  se  projettent  en  m  sur  le  plan 
de  symétrie,  les  valeurs  de  ce  coelGcient  difTérenliel  sont  égales 
et  de  signes  contraires. 


Les  actions  exercées  virtuellement  par  l'extrémité  (2)  du  con- 
ducteur, sur  un  petit  contour  solénoïdal,  se  réduisent  donc  à 
deux  résuhnntcs  partielles,  symétriques  par  rapport  au  plan  du 
conducteur,  égales  en  intensité,  et  dont  les  directions passentpar 
l'extrémité  (2)  du  conducteur.  La  première  de  ces  résultantes 
agit,  par  attraction,  sur  le  contour,  et  la  seconde,  par  répulsion. 
La  composition  de  ces  résultantes  partielles  donne  naissance  k 
une  résultante  toulc,  perpendiculaire  au  plan  du  conducteur,  et 
appliquée  à  l'extrémité  (3)  de  ce  dernier. 

Aux  points  du  contour  soléooidal  qui  se  projettent  en  n  sur  le 
plan  du  conducteur,  les  valeurs  du  coefficient  difTérentiel^i 
relatives  à  l'extrémité  (1)  du  conducteur  angulaire,  coïncident 
respectivement,  hormis  le  signe,  avec  les  valeurs,  relatives  à 
l'extrémité  (S),  que  ce  coefficient  différentiel  acquiert  aux  points 
du  contour  solénoJdal  qui  se  projettent  en  m. 

Cela  posé,  il  est  facile  de  voir  que  les  actions  exercées,  sur  le 
contour  solénoïdal,  par  l'extrémité  (1)  du  conducteur,  eu  égard 
h  ce  qui  a  été  dit,  dans  le  théorème  II,  du  signe  et  de  l'intensité 
de  ces  aciions,  se  réduisent  à  une  résultante,  égale  et  parallèle  à 
celle  dont  nous  venons  de  déterminer  les  principaux  éléments, 
de  même  sens  que  celle-ci  cl  appliquée  i>  l'extrémité  {i)  du  con- 
ducteur. 
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Ces  deux  résultantes  se  composent  en  une  résultante  finale, 
appliquée  au  point  où  la  ligne,  joignant  les  deux  extrémités  du 
courant  angulaire,  coupe  la  bissectrice  CE. 

Des  résultantes  finales,  semblables  à  la  précédente,  représen- 
tent Taclion  des  extrémités  du  conducteur  sur  chacun  des  petits 
contours  solénoïdaux.  Toutes  ces  résultantes  sont  perpendicu- 
laires au  plan  du  conducteur  ;  elles  sont  appliquées  au  même 
point  de  la  bissectrice  CE,  et  agissent  dans  le  même  sens.  Leur 
somme  peut  être  décomposée,  si  Ton  veut,  en  deux  forces  paral- 
lèles de  sens  contraires,  appliquées  aux  pôles  du  solénoïde. 

Le  système  de  forces  que  la  loi  de  Grassmann  et  de  M.  Clau- 
sius  surajoute  au  système  de  forces  de  la  loi  d* Ampère,  équivaut 
donc,  comme  ce  dernier  (art.  I,  corollaire  du  théorème  III),  à 
deux  forces  inégales,  perpendiculaires  au  plan  du  conducteur 
angulaire,  agissant  en  sens  opposés,  et  appliquées  aux  pôles  A  et 
A'.  L  effet  dynamique  que  ce  système  peut  produire  sur  le  solé- 
noïde est  calculable.  Pour  soumettre  cette  conclusion  de  la  théo- 
rie au  contrôle  de  Texpérience,  il  faudrait  évidemment  que 
la  réalisation  physique  d'un  courant  angulaire  limité  fut  pos- 
sible. 

Corollaire  IL  Supposons  en  second  lieu  que  le  solénoïde,  coupé 
en  deux  parties  égales  par  la  bissectrice  de  Tangle  du  conduc- 
teur angulaire,  est  perpendiculaire  au  plan  de  ce  conducteur. 
Dans  ces  conditions,  le  plan  passant  par  Taxe  du  solénoïde  et 
par  Textrémité  (2)  du  conducteur  divise,  en  deux  parties  égales, 
tous  les  contours  circulaires  dont  le  solénoïde  est  formé.  Nous 
désignerons  ce  plan  par  le  symbole  (ttj). 

Il  est  facile  de  voir,  par  un  raisonnement  analogue  à  celui  qui 
a  été  développé  dans  le  corollaire  précédent,  que  Tactionde  Tex- 
trémité  (2)  du  conducteur,  sur  un  contour  circulaire  solénoïdal, 
se  réduit  à  deux  forces,  égales  en  intensité,  situées  symétrique- 
ment par  rapport  au  plan  (tt,)  et  dirigées  vers  l'extrémité  (2)  du 
conducteur.  Une  de  ces  forces  agit  sur  le  contour  circulaire  par 

* 

attraction,  et  Vautre  par  répulsion. 

La  résultante  de  ces  deux  forces  est  perpendiculaire  au  plan 
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(fr^)  et  appliquée  à  rextrémité  (3)  du  conducteur;  par  suite, 
elle  est  située  dans  le  plan  de  ce  dernier  et  dirigée  normalement 
à  la  ligne  qui  joint  le  centre  0  du  solénoîde  à  Textrémité  (9)  du 
courant  angulaire. 

L*action  de  Textrémité  (1)  du  conducteur,  sur  le  contour  cir- 
culaire solénoidal,  eu  égard  à  ce  qui  a  été  dit  de  cette  action  dans 
le  théorème  (II),  se  réduit  de  même  à  une  résultante,  égale  en 
intensité  à  la  résultante  précédente,  appliquée  à  Textrémité  (i) 
du  conducteur,  située  dans  le  plan  de  celui-ci  et  perpendiculaire 
à  la  ligne  qui  joint  le  centre  0  du  solénoîde  à  Textrémité  (1)  du 
courant  angulaire.  De  plus,  la  résultante  nouvelle  est  symétrique 
de  la  première  par  rapport  au  plan  formé  par  la  ligne  CE  er 
Taxe  ÂA'  du  solénoîde.  Il  suit  de  là  que,  composée  avec  la  pre- 
mière, elle  donne  naissance  à  une  résultante  finale  dirigée  sui- 
vant la  bissectrice  OE. 

La  loi  de  force  de  Grassmann  et  de  M.  Clausius  superpose 
donc  à  la  force,  qui  caractérise  l'action  d*un  conducteur  angu- 
laire limité  sur  le  solénoîde,  dans  la  loi  d*Ampèrc  (art.  II,  scolie 
du  théorème  II),  une  force  dirigée  suivant  la  même  droite  et 
appliquée  au  même  point  que  la  première. 

Corollaire  III.  Lorsque  Taxe  du  solénoîde,  situé  dans  le  plan 
du  conducteur  angulaire  et  faisant  un  angle  droit  avec  la  ligne 
OE,  est  coupé  en  deux  parties  égales  par  la  bissectrice  CE,  les 
forces  que  la  loi  électro-dynamique  de  Grassmann  et  de  M.  Clau- 
sius introduisent  dans  le  système  des  forces  d*Ampère,  se  rédui- 
sent à  un  couple  dont  le  plan  est  perpendiculaire  au  plan  du 
conducteur  angulaire.  Ce  couple,  distinct  de  celui  qui  représente 
Taction  résultante  du  conducteur  angulaire  sur  le  solénoîde  dans 
la  loi  d'Ampère  (art.  III,  corollaire  du  théorème  III),  superpose 
sa  sollicitation  à  celle  du  second,  et  Teffet  de  cette  superposition 
pourrait  être  soumis  très  facilement  au  contrôle  de  Texpérience, 
si  Ton  parvenait,  comme  je  Tai  déjà  dit,  à  réaliser  physiquement 
des  courants  angulaires  limités. 
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L'ACTION   DU  CHLORE 

SUR  L'ACÉTATE  D'ÉTHYLE 


PAS 


H.  Gaaille  A8CHHAN. 

Préparatear  «a  lab«rat«ii«  <!•  ehiato  général* 
d«  PDoivtniU  «l«  Loavalo. 


Présenté  à  la  deuxième  Section  le  37  avril  1881. 


La  facilité  avec  laquelle  le  chlore  agit  sur  Tacétate  de  méthyle 
pour  donner,  sous  Taction  du  soleil  et  suivant  la  quantité  de 
chlore,  le  monochloracétate  de  méthylène  peut  justifier  Tidée 
que  le  chlore  agirait  d*une  manière  semblable  sur  Tacétate 
d*éthyle. 

Le  chloro-acétate  d'élhylidène  a  déjà  été  obtenu  autrefois  par 
Taddition  du  chlorure  d'acétyle  sur  Taldêhyde  acétique. 

Depuis  longtemps  déjn,  quelques  chimistes  ont  étudié  Faction 
du  chlore  sur  Tacétate  d'éthyle,  mais  on  n'a  encore  signalé  d'une 
manière  certaine  que  la  formation  de  Tacétai  bichloré. 

J  ai  fait  arriver  un  courant  de  chlore  dans  de  Tacétate  d'éthyle 
exposé  au  soleil.  La  cornue  fut  plongée  dans  Peau  froide  pour 
faire  cesser  réchauffement  qui  se  produisit  aussitôt  dans  le 
liquide.  Une  distillation  fractionnée  donna  ensuite  les  produits 
suivants  :  entre  40*  et  6K*,  un  liquide  fumant  à  Tair,  se  décom- 
posant dans  Feau  :  c'était  du  chlorure  d'acétyle;  entre  6K*  et  80®, 
deTacétate  d'éthyle  non  attaqué;  entre  90^  et  i06%  un  produit 
à  odeur  piquante  que  je  rectifiai  et  que  je  reconnus  être  de 
l'aldéhyde  crotonique.  La  vérification  des  propriétés  de  ce  dernier 
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corps  se  fit  de  la  manière  suivante  :  une  certaine  quantité  en  fut 
mise  en  contact  avec  de  Toxyde  d'argent,  et  chauffée  légèrement; 
Toxyde  d'argent  fut  réduit  entièrement,  et  le  liquide  avait  une 
forte  réaction  acide.  Ce  liquide  fut  filtré  et  mis  en  contact  avec 
du  carbonate  de  potassium;  la  masse  fut  lavée  avec  de  Talcool 
bouillant  qui  laissa  déposer,  après  le  refroidissement,  des  cristaux 
de  crotonate  de  potassium. 

A  partir  de  i06*C,  le  thermomètre  montait  rapidement 
à  183"*.  J  ai  recueilli  une  notable  quantité  d*un  liquide  bouillant 
entre  183®  et  18S^  Ce  point  d'ébullition  et  un  dosage  du  chlore 
ont  montré  suffisamment  que  c'était  du  bichloracéial. 

La  production  du  chlorure  d  acélyle  et  de  Taldéhyde  croto- 
nique  peut  résulter  du  dédoublement  du  chloro-acétate  d'éthy- 
lidène  qui  se  formerait  provisoirement  : 

CH<or„n         COCl         CHO 
I        OC,H,0  _.    j         ^    I       . 

GHg  CHi  CHi 

On  sait  que  Taldéhyde  acétique  se  transforme  par  déshydra- 
tation en  aldéhyde  crolonique.  L'agent  déshydratant  est  ici  l'acide 
chlorhydrique  : 

CHO  CHO 

I  I 

CH-   —  H,0  =  CH 

II 
CHO  CH 

I  I 

CH,  CH, 

Enfin  l'acétal  bichloré  est  sans  doute  le  résultat  d'une  série  de 
réactions  analogues  à  celles  qui  lui  donnent  naissance  dans 
l'action  du  chlore  sur  l'alcool  anhydre. 
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SUR 


L'ÉVALUATION  APPROCHÉE 


DES  AIRES   PLANES 


fkM. 


P.  MANSION, 

PROFIMBOR    A    L  OHITIRSlTtf    Dl    OADO. 


Objet  du  présent  mémoire. 

1.  Formules  anciennes.  Il  existe  un  grand  nombre  de  formules 
pour  le  calcul  approché  des  aires  planes.  La  plus  ancienne,  dont 
ridée  première  est  due  à  Côtes  et  que  Newton  a  insérée  dans 
les  Principes  (Livre  III,  lemme  V),  repose  sur  la  substitution, 
à  la  courbe  donnée,  d'une  parabole  de  degré  n,  ayant  avec 
cette  courbe  (n  +  1)  points  communs.  L'expression  approchée 
de  Faire  ne  contient  que  les  (n  +  1)  ordonnées  communes  à  la 
courbe  et  à  la  parabole  et  les  distances  qui  les  séparent.  Gauss 
a  prouvé  {Werke ,  III,  163-196,  202-206)  qu'en  choisissant 
convenablement  ces  distances,  on  pouvait  obtenir  une  formule 
rigoureusement  exacte,  dans  le  cas  où  la  courbe  donnée  est  une 
seconde  parabole  de  degré  (2n —  1)  (*).  Malheureusement,  ni 
Gauss,  ni  aucun  de  ses  continuateurs  n'a  cherché,  que  nous 
sachions,  la  vaLjir  maxima  de  l'erreur  que  comporte  sa  for- 


n  Voir  dans  la  Nouvelle  correspondance  mathématique^  t.  VI,  pp.  396-409, 
démonstration  très  simple  de  ce  théorème  dé  Gauss,  démonstration  due  à  M.  E.  Catalan. 
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mule,  dans  le  cas  où  la  courbe  dont  on  veut  obtenir  Taire  appro- 
chée est  une  ligne  continue  quelconque,  au  lieu  d'être  une 
parabole  de  degré  (2n  —  1). 

La  formule  sommatoire  de  Maclaurin  et  d*Euler  n*a  pas  cet 
inconvénient  :  on  est  parvenu  à  trouver  la  valeur  de  Terreur 
maxinna  à  laquelle  son  emploi  peut  conduire  (*).  Mais  elle  pré- 
sente d  autres  désavantages.  L'aire  cherchée,  pour  une  courbe 
yt=afx,  est  exprimée,  non  seulement  au  moyen  d'un  certain 
nombre  de  valeurs  de  la  fonction  /*,  mais  aussi  des  dérivées  suc- 
cessives de  cette  fonction.  En  outre,  Terreur  qu^'elle  comporte 
ne  peut  être  calculée  d*une  manière  approchée  qu'en  cherchant 
entre  quelles  limites  varie  une  certaine  dérivée  de  la  même 
fonction.  Par  suite,  la  formule  de  Maclaurin  et  d'Euler  est,  en 
pratique,  d'un  emploi  extrêmement  peu  commode. 

On  peut  déduire  de  la  formule  de  Maclaurin  et  dTuler,  direc- 
tement ou  indirectement,  un  grand  nombre  de  formules  plus 
simples  et  plus  pratiques  :  la  formule  des  trapèzes,  la  (première) 
formule  de  Simpson,  la  formule  de  M.  Catalan,  la  formule  de 
Poncelei,  la  formule  de  M.  Parmentier,  etc.  La  (première)  for- 
mule de  Simpson,  qui  semble  de  beaucoup  la  plus  exacte  de 
toutes  celles  que  nous  venons  de  citer,  peut  s'obtenir  aussi 
comme  cas  particulier  de  celles  de  Côtes,  de  Newton  ou  de 
Gauss. 

%.  Objet  de  ce  mémoire.  La  démonstration  habituelle  des  for- 
mules de  Poncclet  et  de  M.  Parmentier  ne  laisse  rien  à  désirer 
au  point  de  vue  de  la  rigueur  ou  de  la  simplicité  et  elle  conduit 
tout  naturellement  à  une  estimation  approchée  de  Terreur  com- 
mise en  les  employant.  Mais  il  n'en  est  pas  de  même  pour  les 
autres  formules,  qui,  au  fond,  sont  établies  d'une  manière  à  peu 
près  empirique.  Récemment,  en  étudiant  les  écrits  de  M.  le 
général  Parmentier  sur  les  quadratures  approchées,  nous  nous 
sommes  aperçu  qu'on  pouvait  démontrer  toutes  les   formules 


(*)  Voir,  ptr  exemple,  Houn,  Calcul  it^fimUtimal,  L  I,  pp.  473-487. 
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énumérées  plus  haut  et  plusieurs  autres  avec  la  même  facilité 
que  celle  de  Poncelet,  estimer  Terreur  maxima  correspondante 
et  la  représenter  géométriquement,  souvent  de  plusieurs  manières. 
De  plusy  on  peut  trouver  un  grand  nombre  de  formules  nou- 
velles, dont  une  au  moins,  deux  peut-être,  semblent  avoir  une 
valeur  pratique,  à  cause  de  leur  simplicité  et  de  leur  exactitude. 
Nous  nous  proposons  d'exposer  ici,  d'une  manière  systéma- 
tique, l'ensemble  des  recherches  auxquelles  nous  avons  été 
conduit.  La  partie  la  plus  élémentaire  de  celte  élude  a  déjà 
paru  dans  la  Mathesis  (t.  I,  pp.  17-22,  33-36,  février  et  mars 
1881). 

S.  Principaux  résultats  obtentu.  Parmi  les  résultats  obtenus , 
nous  signalons  spécialement,  au  point  de  vue  pratique,  Testima- 
tion  graphique  de  Terreur  que  comportent  les  diverses  formules 
et  particulièrement  celle  des  trapèzes. 

Si  Ton  représente  par  AD  Terreur  maxima  pour  cette  dernière 
formule,  les  erreurs  analogues,  pour  les  autres  formules,  sont 
respeciivemeni  : 

i 

-hb  pour  la  formule  de  Poncelet; 

2 

-  AD  pour  la  première  formule  de  Simpson,  et  pour 

0 

celle  de  M.  Parmentier  et  la  première  for- 
mule nouvelle  (n**  7); 

5 

•jhb  pour  la  seconde  formule  de  Simpson  et  pour 

la  formule  de  M.  Catalan  ; 

5 

-AD  pour  les  formules  de  Poncelet,  de  M.  Parmen- 

o 

tier  et  de  Simpson,  quand  on  les  étend  au 
cas  d*un  nombre  pair  d'ordonnées  (n*  21); 

4 

-AD  pour  la  seconde  formule  nouvelle  (n*  15). 
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Ces  limites  de  Icrreur  peuvent  servir,  dans  un  cas  donné ,  à 
voir  rapidement,  sur  la  figure  même,  par  une  construction  plus 
simple  que  celle  que  Poncelet  a  indiquée  pour  sa  formule,  quelle 
grandeur  il  convient  de  donner  à  h  pour  obtenir  une  approxima- 
tion déterminée  d*avance. 

Une  fois  A  choisi,  les  calculs  qui  servent  à  trouver  une  valeur 
approchée  de  S,  par  Tune  quelconque  de  ces  formules  (celles  de 
Poncelet  et  de  M.  Parraenticr  exceptées),  donnent  en  même  temps 
une  nouvelle  limite  de  Terreur  commise  et  cette  nouvelle  limité 
est  inférieure  à  celle  qui  vient  d*étre  indiquée,  même  pour  la 
formule  des  trapèzes. 

Voici  encore  deux  résultats  sur  lesquels  nous  attirons  Fatten- 
tion  du  lecteur  : 

1"*  Quand  le  nombre  des  ordonnées  est  pair,  la  meilleure  for- 
mule pratique  est  celle  de  M.  Catalan,  qui  est,  pour  ce  cas,  la 
transformée  de  celle  de  Simpson,  et  qui  peut  d'ailleurs  être 
employée  même  si  le  nombre  des  ordonnées  est  impair  (n?  21). 

2*  La  première  formule  nouvelle  que  nous  proposons  (n*  7), 
presque  aussi  simple  que  celle  de  Poncelet,  a  une  exactitude 
presque  égale  à  celle  de  Simpson ,  et  est  aussi  exacte  que  celle  de 
M.  Catalan. 

II 

Préliminaires. 

4.  Estimation  de  l'erreur  commise  dans  les  approximations. 
I.  Si  une  quantité  inconnue  S  est  plus  grande  que  m,  plus  petite 
que  M,  on  peut  dire  que  S  =  m,  avec  une  erreur,  par  défaut, 
plus  petite  que  M  —  9n,  ou  que  S  =  M,  avec  une  erreur,  par 
excès,  plus  petite  que  M  —  m. 

II.  Si  Ton  prend  S  =  ^  (M  h-  m),  l'erreur  commise  est  tout 
au  plus  égale  à  ~(M  — m),  mais  on  ignore  quel  en  est  le  sens. 

III.  Si  Ton  sait  que  S  est  plus  rapproché  de  M  que  de  m, 
S  étant  alors  supérieur  à  ^  (M  +  m\  on  peut  prendre  pour  S 
une  valeur  intermédiaire  entre  M  et  |(M  +  9n),  par  exemple 
j  (2M  -h  m).  En  posant  S  =  J  (M  •+  m).  Terreur  sera  par  excès 
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si  S  est  compris  entre  î  (M  h-  m)  et  J  (2M  -+-  iw),  et  elle  sera 
moindre  que 

i(2iM  -^m)  — -(M -+-111)  =  1  (M— m). 
3  2  6^ 

L'erreur  sera  par  défaut  si  S  est  compris  entre  M  et  J  (2M  -♦-  m\ 
et  elle  sera  moindre  que 

M— 1(2M  -i-iii)  =  i(M  — m). 

Donc,  en  tout  cas,  si  S  est  compris  entre  j  (M  -h m)  et  M,  et 
si  Ton  pose  S  =j(2MH-m),rerreur  est  moindre  que  J  (M — m). 

IV.  En  général,  si  fx  est  une  quantité  comprise  entre  m  et  ^1 , 
en  faisant  S=(iy  on  commet  une  erreur  plus  petite  que  la  plus 
grande  des  deux  quantités  (x — wi,  M — (x. 

5.  Données  et  notations.  Considérons  (Fig.  1,  2  ou  S)  une 
aire  S,  comprise  entre  un  arc  de  courbe  AL,  une  droite  fixe  al 
et  les  perpendiculaires  Aa,  \.l  abaissées  sur  cette  droite  des 
extrémités  de  Tare  AL.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que 
Tare  AL  soit,  dans  toute  son  étendue,  concave  vers  la  droite 
al  (*).  Divisons  la  base  al  en  un  nombre  pair  de  parties  égales, 
en  dix,  par  exemple.  Par  les  points  de  subdivision,  6,  c,  d,  e,  /*, 
9,  A,  t,  k,  élevons  des  perpendiculaires  à  al.  Désignons  ces  per- 
pendiculaires ou  ordonnées  aA,6B, ...  /L,  dont  les  extrémités 
A,B,  ...L  sont  sur  la  courbe,  par  j/f,y3,  ...^yn;  soit  A  la  distance 
commune  de  deux  quelconques  de  ces  ordonnées.  Nous  repré- 
senterons par  E,  la  somme  des  deux  ordonnées  extrêmes,  par  I, 
la  somme  des  autres  ordonnées  de  rang  impair,  par  P,  celle  dos 
ordonnées  de  rang  pair.  De  celte  manière, 

i=.y»-^  .y« -*- y7 -^  yt, 
p  =  yi  -^  yi  -^  ys  -*-  ys  -^  y«o- 


{*)  S'il  éuit  cooYeze,  les  quantités  d,  d\  d",  /»  seraient  négatÏTes  au  lien  d'être  positif  es. 
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Nous  posons  ensuite 


_yi  +  .V»     »■  -*•  yii 


J  =  2P— E— 21 


FORMDLBS  DE   PonCBLET  ET   DE   M.   PARMBIITIBR. 

PnBNIÉHB   FOtWULB   HOUVBLLE. 

«.  Première  limite  mpérieure  et  première  limite  iti/ën 
de  S.  I-  Par  les  exirëmilés  B,  D,  F,  H,  K  des  ordonnées  de  rang 
pair  (Fig.  !)>  menons  à  la  courbe  des  tangentes  terminées  enB| 


J^HB 


Fi,.    1. 

et  B„  D,  et  Dj,  F|  et  F,,  H,  et  H„  K,  et  K,,  aux  ordonnées 
voisines.  La  somme  des  trapèzes 

aB,B^,    cD,D^,     eF.P,;.    ffH.H.i.     iK,K,(, 
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est  supérieure  à  S.  Ces  trapèzes  ont  pour  mesure 

%t,    2Ay4.    2&y„    %,,    2Ay«. 
Donc, 

M  =  A(2y,  -I-  «y4  -*-  «yt  -«-  2ys  -«-  2yK>)=  «AP. 

II.  Le  polygone  aABDFHKL/  a  une  aire  m  inférieure  i  S. 
On  a  d*ailleurs 


m 


— ^  5  (yi-^yi)-Hyi-^y4)-^(y4-*-ys)-Hyf-»-y«)-»-(y.-*-yM)-i.  -(yi^^yt.) 

=  A  py,  H-  2y4+2y,-i-2y,-^ 2y.o]—  *    ^ (yi-*-yio)  —  -  (yi-*-yii)   , 

ou,  d*après  les  notations  du  numéro  précédent, 

fit  =  2AP  — Ad. 

III.  Il  est  impossible  de  démontrer  d*une  manière  générale 
que  S  est  plus  rapproché  de  M  que  de  m.  Néanmoins,  dans  k  cas 
de  courbes  à  courbure  peu  prononcée  et  lorsque  h  est  suffisam- 
ment petit,  on  reconnaît  aisément,  en  faisant  un  tracé  graphique, 
que  Ton  a  souvent  le  droit,  au  point  de  vue  pratique,  de  sup- 
poser S  plus  rapproché  de  M  que  de  m. 

1.  Formules  de  Poncelet  et  de  M.  Parmentier;  première  formule 
nouvelle;  interprétation  géométrique  de  l'erreur.  I.  Puisque  S  est 
compris  entre  M  et  m,  on  peut,  d'après  le  principe  II  du  n"*  4, 
prendre,  approximativement  M  =  p,  p  étant  la  demi-somine  de 
M  et  de  9n;  Terreur  e  sera  inférieure  à  la  demi-diSérence.  On 
aura  ainsi  la  formule  de  Poncelet  : 

S  ss  p  (approximativement), 
p-i(M  +  »»)  =  2AP-iAd. 

'<2(M-»«)     ou     -hd. 
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II.  Si  Ton  prend  p'  =  î  (2M  -+-  m),  en  faisant 

S  =3  p'  (approximativement) , 

on  aura  la  formule  de  Jtf.  Partnentier.  D*ailleurs, 

p'=  2AP  —  1  hd. 

L'erreur  maxima  est  égale  à  la  plus  grande  des  deux  quantités 
M  — p'=JAd, et/)' — m=f  Ad,  done,  égale  à  |  Ad. 

Très  souvent,  d'après  le  principe  III  du  n*  4,  et  la  reoiarque 
faite  au  numéro  précédent.  Terreur  sera  inférieure  i  î  (M  —  m), 
<''est-à-dire  à  ^  Ad. 

III.  Nous  verrons  plus  loin  pourquoi  M.  Parmentier  a  choisi 
pour  p'  la  valeur  {  (2M  -khi),  plutôt  que  \  (3M  +  m),  ou  toute 
autre  valeur  comprise  entre  M  et  ^  (M  +  m).  Nous  verrons  en 
même  temps  qu'une  formule  préférable  à  celle  de  Poncelet  et  ft 
celle  de  M.  Parmentier  est  la  suivante  : 

S  =  TTi  (approximativement), 

\       hd       ^^„      1.^  i       Ad 

^       2ii  -  i    5  3  an  —  i    3  î 

2Ad  I       Ad 

"3        2ii  — 1  T' 

2n  étant  le  nombre  des  subdivisions  A  de  la  base  a/,  donc,  dix 
dans  le  cas  de  la  figure. 

IV.  La  quantité  d  et,  par  suite ,  les  produits  Ad,  ^ Ad,  etc.,  sont 
susceptibles  d'une  interprétation  géométrique  simple.  Appelons 
P,  Q,  les  points  d'intersection  des  droites  AL,  BK  avec  Pordonnée 
moyenne  F/*.  On  aura  évidemment 

Par  conséquent, 

d  =  Q/'-P/"=PQ. 
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Il  est  donc  facile  de  tracer  sur  la  figure  même  un  petit  rec- 
tangle PQQ'P'  dont  Taire  est  égale  à  M 

Par  suite,  on  peut  estimer,  sur  la  figure  même,  avant  d'entre- 
prendre aucun  calcul,  la  grandeur  des  erreurs  théoriques  |  Ad, 
I  Ad,  etc.  Si  ces  erreurs,  pour  une  valeur  de  h  choisie  d'avance, 
étaient  trop  considérables  pour  le  but  que  Ton  se  propose  en 
cherchant  S  approximativement,  on  pourrait  recourir  à  une 
valeur  plus  petite  de  A,  et  ne  commencer  à  estimer  numérique- 
ment p,  p'^  ou  TTi ,  qu  avec  la  certitude  de  trouver  ainsi  une  valeur 
suffisamment  approchée  de  S  (*). 


ww 


Formule  des  trapèzes  et  formule  de  Simpson. 
Première  démonstration. 

9.  Deuxième  et  troisième  limite  inférieure  de  S.  I.  Le  polygone 
aAGEGIL/  (Fig.  2)  a  une  aire  m' inférieure  à  S  (**).  On  trouve, 
sans  peine, 

m'  «  A  [(y,  -H  y,)  -t-  (y,  -^  y,)  h-  (y,  -^  y,)  -^  (y?  -^  yt)  -^  (y,  -i-  yn)], 

ou  encore 

m'  =  A  (E  -♦-  21). 

II.  Le  polygone  aABCDEFGUlKL/  {***)  a  aussi  une  aire  t 
inférieure  à  S.  L'aire  t  est  donnée  par  la  formule 


ou 


(=-A(E-*-2I  -1-2P). 


(*)  A  part  la  formule  S  ^  ^i ,  ce  paragraphe  ne  contient  absolument  rien  de  neuf  et 
doit  être  regardé  comme  une  introduction  aux  suivants. 

('*)  On  ne  conçoit  pas  comment  Poncelet,  à  qui  appartient  la  considération  des  aires 
M  et  m,  n'ait  pas  songé  à  ce  polygone  m' qui  va  nous  donner  si  simplement  la  démonstra- 
tration  de  la  formule  de  Simpson. 

(***)  Non  tracé  sur  la  figure. 


•.  Formule  des  trapèzes;  formule  de  Simpton.  I.  La  figure 
ou  les  rormules  donnent  immédialement 

(=i(M  +  m'). 

Donc,  d'après  le  principe  II,  n*  4,  en  posant  (formub  det 
b^pizei) 

S  ^  I  (approximativement), 

on  commettra  une  erreur  maxima  plus  petite  que  ;  (M  —  m'). 
Or, 

M  —  m'  =  A  (SP  —  E  —  21)  =  A*. 

L'erreur  maxima,  par  défaut,  que  comporte  la  formule  des 
trapèzes,  est  donc  plus  petite  que  ^  hi. 


II.  Puisque  S  est  compris  entre  M  et  (=';(M  +  fli*),  on 
pourra  prendre 

S  =  s  (approximativement), 

$  étant  égale  k  \  (2M  +  m').  C'est  la  formule  de  Simpson.  On  a 
d'ailleurs 

«»-A{E•^Sl■l-4P), 
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et  diaprés  4,  III, 

«  <  -  (M  —  m)     ou     -  hâ. 
3  3 

On  peut  encore  écrire  s  et  hd  sous  la  forme 

,=l(M-i-20,    A(r=2(M  — (). 
3 

On  verra  plus  bas  pourquoi  la  valeur  la  plus  convenable  pour  5, 
quantité  qui  doit  être  choisie  entre  M  et  fn\  ou  M  et  (,  est  celle 
qui  est  donnée  ici* 

t#.  Interprétation  géométrique  de  A  Autres  limites  de  l'erreur. 
I.  On  peut  donner,  de  d  aussi,  une  interprétation  assez  simple. 
Soient  R,  S,  T  les  points  où  CI,  DH,  E6  rencontrent  Ff.  On 
aura  : 

Or,  la  valeur  de  i  peut  s*écrire  successivement  : 
^=(2yt  -*-  îyi  +  2ys  -^  2ya-H  2yio  -  yi  -  yii-2y,  -  «y,-  2y7-2y,) 

^gL     gy»-^yT  ,^y4-*-y«    ^yr^y»  ^^y,-*-yio    ^y.-*-yn\ 

r  *  2  2  2  2  2      / 

.,  [(,.  _  lïp)  _  (1-15  _?!p) .  (5-1.  _  ï-lï) 
_  /yi  ■*■  yt    yi  -^  yio\  ^  /yt  -»•  yto    yi  -*-  yn\1 

Par  conséquent, 

=  2[FT  — TS-*-  SR  — RQ-i-QP], 

quantité  que  Ton  peut  construire  sur  la  figure.  On  peut  donc 
aussi  représenter  A^  par  un  petit  rectangle. 
II.  La  construction  graphique  de  i  n*est  pas  assez  simple  pour 
V.  16 
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permettre  l*estimation  rapide  de  l*erreur  correspondant  à  une 
distance  A  des  ordonnées,  quand  on  emploie  la  formule  des  tra- 
pèzes ou  celle  de  Simpson.  Mais  il  est  facile  de  prouver  que  d  est 
inférieur  à  2d  et  que,  par  suite,  Terreur,  dans  la  première,  est 
moindre  que  Ad,  et  que  |  Ad,  dans  la  seconde. 
Pour  le  prouver,  remarquons  d'abord  que  Ton  peut  écrire  : 

<r  =  2  [PQ  —  (QR  —  RS)  —  (ST  —  TF)]. 

Or,  on  a  PQ  =  d,  et  PQ  >  QR  >  RS  >  ST  >  TF.  Pour  établir 
ce  dernier  point,  prouvons,  par  exemple,  que  PQoudest  supé- 
rieur à  d'  ou  QR.  L'inégalité  à  établir,  PQ  >  QR,  devient  succes- 
sivement : 

1111 

1  1 

yi  -^  yio  —  -(yi  -«-yii) — -(y»  -^  yt)>o, 
1  1 

yt — 2  fy«  "*■  y»)  -^  yte  —  ^(yt  -+-  yn)>  o. 

Soient,  6|  le  point  d'intersection  de  6B  avec  AC,  ii,  celui  de  kK 
avec  IL.  On  a 

i  1 

*^ = 5  (y *  -*-  y»)»  **«  ="  j  (»•  ■*•  y"^ 

Donc  l'inégalité  à  vérifier  devient  : 

B6,  -1^  Kifc,  >  0, 

et,  sous  cette  forme,  elle  est  évidente. 

Il  est  donc  aussi  facile  d'estinaer  graphiquement  une  limite 
supérieure  de  l'erreur  pour  la  formule  des  trapèzes  ou  pour  celle 
de  Simpson,  que  pour  la  formule  de  Poncelet  ou  pour  celle  de 
M.  Parmentier. 


Démonstration  graphkjcb  smoLTmÉE  des  résultats  précédekts. 

PbBIIIÉRB    BSTEflStOD     AU     CAS    OÙ   LE    HOMBRB     DES     ORDOHnAES 
EST   PAIR. 

tt.  Formule  des  trapèxet.  On  peut  donner  de  la  quantité  kd 
une  interprélalion  graphique  différente  de  celle  du  n"  7,  appli- 
cable même  au  cas  où  te  nombre  des  ordonnées  est  pair. 


Considérons,  par  exemple,  une  aire2*=aABCDEF/'  (Fig,  3) 
ayant  encore  sa  concavité  dirigée  vers  la  base  al,  et  ses  ordon- 
nées a\,  bB,....,  Vf,  distantes  entre  elles  d'une  même  quantité  A. 
Cette  aire  est  comprise  entre  le  polygone  inscrit  T=«ABCDEF/ 
et  le  polygone  circonscrit  aB(B,D|DjE|Ei/'. 

La  différence  A  entre  ces  deux  polygones  est  plus  petite  que 
la  somme  des  triangles 

ABB,,    BCB,,    CDD,,    DED,,    EFE,. 

Par  le  point  B,  menons  BX,  prolongement  de  CB,  By,  Bd,  Bc, 


Bs),  B9  respectivement  parallèles  à  DC,  D1DD2,  DE,  EE,,  EF. 
Les  triangles  énumérés  tantôt  sont  égaux  respectivement  aux 
triangles 

indiqués  sur  la  figure  par  des  hachures.  Leur  somme  est  infé- 
rieure au  triangle  ABf ,  qui  est  égal  lui-même  à  la  somme  des 
deux  triangles  BPA,  EQF,  BP,  EQ  étant  des  parallèles  à  af. 
L'aire  1  est  donc  inférieure  à  Taire  T  augmentée  de  ces  deux 
triangles,  autrement  dit,  on  a 

oABCDEF/'<  aire2  <aPBCDEQ/; 

résultat  extrêmement  simple  et  non  encore  signalé,  que  nous 
sachions  (*)• 

Si  la  courbe  était  continuellement  croissante  (Fig.  4)  ou 
décroissante,  de  A  à  F,  la  différence  A  est  encore  inférieure  à 
un  triangle  AB9,  dont  le  côté  B9  est  parallèle  à  la  dernière 
corde  du  polygone  T.  Ce  triangle  AB9  est  égal  à  la  différence 
des  triangles  BPA,  EQF.  Par  suite  T-hABP— EQF,  est  une 
limite  supérieure  de  2,  qui  est  encore  égale  au  polygone 
aPBCDEQ^  comme  dans  le  cas  précédent. 

Pour  une  figure  donnée,  il  est  évidemment  plus  facile  de 
construire  les  deux  triangles  ABP,  EQF  que  le  petit  rectangle 
PQQ'P'  de  Poncelet  (Fig.  1). 

Dans  le  cas  de  la  figure  3,  on  a  d*ailleurs 

Dans  le  cas  de  la  figure  i, 

APQ  =  ^  A  (y.  -  y.),    DEF  =  ^  A  (y„  -  y...) . 


(*)  Si  les  ordonnées  n'étaient  pas  éqaidistantes,  il  est  clair  que  l'errear  commise  en 
prenant  S=T  est  moindre  qu'on  triangle  semblable  k  ABp  et  ayant  pour  hauteur 
au  lieu  de  APs=A,  la  distance  des  deux  ordonnées  consécutiTCS  de  la  courbe  les  plus 
éloignées  l'une  de  l'uutre. 


Donc  ABip,  somme  des  deux  triangles  dans  le  premier  cas, 
différence  dans  le  second,  est  égale  à 

j  A  tv» — S.)  +  g  *  (y^  -  y.)  -  A  U  'y«  -*-  y-»)  -  5  (?•  +  »-) J- 

quantité  que  l'on  peut  désigner  par  AD. 


y 


Appelons  T'  l'aire  oPBCDEQ^,  de  «orle  que  T— T-e4D. 
On  aura  : 

T-4  (-y, -^  j, -f  J.  *  •■■  *  y. .,  -  -  j.J, 
r-i(jy,-^y,*,,  +  ---  +  y._,  *jy._,J- 
On  obtient  donc  une  limite  supérieure  T'  de  l'aire  1,  en 
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remplaçant  dans  Taire  du  polygone  inscrit  T,  la  première  et  la 
dernière  ordonnée  par  la  seconde  et  Tavant-dernière  (*)• 

19.  Formules  de  Poncelet,  de  M.  Parmentier  et  de  Simpson. 
Ces  formules  n'existent  que  dans  le  cas  où  le  nombre  des  ordon- 
nées est  impair.  Considérons  donc  seulement  Taire  S=aABCDEe 
(Fig.  3).  Le  polygone  m  inscrit  de  Poncelet  est  aXBDEe.  Pro- 
longeons DB  jusqu'à  sa  rencontre  en  P  avec  aA.  La  différence 
Ad=M — m,  entre  le  polygone  circonscrit  et  le  polygone  inscrit 
est  égale  à  la  somme  des  quatre  triangles 

ABB|,    BciB,  =  B|Bp,    D|D,Co«pB<^    DED,  =  (rBf, 

ou  au  triangle  ABe.  L'erreur  maxima,  dans  la  formule  de  Pon- 
celety  est  donc  moindre  que  \  ABs;  dans  celle  de  Parmentier, 
elle  est  inférieure  à  |  ABe,  et  souvent  à  {  ABs. 

On  a  vu,  au  n"*  9,  que  dans  la  formule  de  Simpson,  e<Ad  et 
Adc=2  (M — 0-  ^^^^  '^  ^^  actuel,  d'après  le  n""  11,  M — i  est  la 
somme  des  triangles  compris  à  Tintérieur  de  ABe  et  marqués 
par  des  hachures.  Donc  Ad<2  ABe,  jAd<|  ABe  et,  par  consé- 
quenr.  Terreur  e  est  moindre  que  \'hd. 

1  S.  Première  extension  au  cas  d'un  nombre  pair  d'ordonnées. 
Ce  qui  précède  suggère  un  moyen  d'étendre  les  formules  de 
Simpson,  de  Poncelet  et  de  M.  Parmentier  au  cas  où  le  nombre 
des  ordonnées  est  pair.  Soit  à  calculer  approximativement  Taire 
IsaS  -KO-,  a  désignant  Taire  curviligne  eEFf.  On  a 

t  <«<(-♦-  ABe 
trapèze  pEIY  =  trapèze  cEF/'<  trapèze  eEF/"-*-  EEtF. 


0  Lt  formule  des  trafièses  (comme  aussi  celle  de  Simpson  et  les  autres)  est  employée 
à  Testimaiion  des  Tolumes,  des  centres  d4  gravité,  des  moments  d'inertie,  etc.  Dans  le 
jaugeage  des  navires,  par  exemple,  yt,  y,,....,  y„  représentent  les  aires  de  sections  équi- 
distantes  et  on  peut  les  obtenir  sur  des  coupes  bien  dessinées,  au  moyen  du  planimëtre. 
On  conçoit  aisément  qu'au  moyen  de  deux  lectures  cet  instrument  donne  même  immé- 
diatement T.  D'après  la  formule  démontrée  dans  le  texte,  on  peut  de  même  trouver  T'. 
Donc,  au  moyen  de  quatre  lecture*,  on  peut  obtenir  une  limite  supérieure  et  une  limite 
inférieure  de  la  capacité  du  navire. 
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Ajoutons,  en  remarquant  que 

i 
trapèze  eEF/'ss  -  h  (y,^  -♦-  y„),    (  -i-  trapèze  eEFf=a  T, 

ÂBf  -»-  EE|F    ou    ABf  -^  f,B)>  <  ABf»    ou    AD. 

Il  viendra  : 

i 
T<«H--A(y.-iH-yJ<T  +  &D    ou    T'. 

Donc,  en  complétant  la  formule  de  Simpson,  au  moyen  d*un 
trapèze  inscrit,  dans  le  cas  d*un  nombre  pair  d*ordonnées,  Ter- 
reur est  moindre  que  AD;  autrement  dit,  la  valeur  trouvée, 
comme  Z,  est  comprise  entre  les  polygones  aABCDEF/', 
ePBCDEQ/: 

Dans  le  cas  des  formules  de  Poncelet  et  de  M.  Parmentier, 
on  prouvera  de  même  que  T'  surpasse  p  ou  p'  augmenté  de 
t  *  (yii-i  +  yO>  "^®'s  ^^s  quantités  peuvent  être  inférieures  à  T. 
Néanmoins,  on  établit  encore  aisément  que  les  formules  approxi- 
matives 

2«p4.-A(y.., -i-y,),    2  =p' -^ -(y-i -«- y„), 

comportent  une  erreur  moindre  que  AD.  On  a,  en  effet, 

1 
S=pàz  une  partie  de  •  \Bs 


i 

<r  =  -  A  (y^i  -I-  y„)  -♦-  une  partie  de  £,Bf. 


Donc,  en  ajoutant. 


S-t-a  =  2  =  p-*-5A  (y,_|-*-yJdb  une  partie  de  ABf . 


De  même, 


I 

2  =  p'  •♦-  -  A  (y,_t  -♦■  Vn)  =*=  "ûc  partie  de  ABf. 


NOUVELLB     LIMITE    SUPÉRIEURS     DE    S.    SbGOHDE     FOMItlLB    IfOUVSLLB. 
TnOiSiâHB  DÉVONSTRATION    DE    Li   FORMULE    DB    SlMPSOH. 


14.  Nouvelle  limite  supérieure  de  S.  I.  Par  les  extrémités 
C,E,G,  I  des  ordonnées  de  rang  impair  autres  que  les  extrêmes, 
j,  à  la  courbe  (Fig.  H),  les  tangentes  terminées  en  C|  et  Cj, 


B,  et  El,  G(  et  G„  T|  et  I„  aux  ordonnées  voisines.  Prolongeons 
en  outre  CB,  jusqu'à  sa  rencontre,  en  X,  avec  aA  prolongé  et  IK 
jusqu'à  sa  rencontre,  en  Y,  avec  /L  prolongé.  On  aura  : 


ou,  successivement, 


oX*tC  =  8SB, 

(Y-rl'l  — MK, 

oX  +  s,-23,„ 

IY*S,-Sj,,., 

«X-2ï,-,., 

nr-2,„-,,. 
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La  somme  M' des  trapèzes 

aXBÔ,    bC,C^,    dEAf,    fGfiA    hhlj:,    kKYl, 
est  supérieure  à  S.  Ces  trapèzes  ont  pour  mesure 

-A(3y,— y,)»    %»»    %•»    2Ay7,    %•,    -A(3yi«  — y,). 
Donc,  après  quelques  réductions, 

M'=A(E-^-2I)-^-A(y,+yio— yi— yii)  — A   -(y.-^-y,— -(y,-4-yio)  ; 
ou  encore, 

II.  On  peut  observer  que  d  <  cT  <  Sd.  En  effet,  on  a  vu  plus 
haut  que  d'  est  inférieur  à  d;  donc  d">=2d — d'  est  positif  et 
supérieur  à  d. 

9 

15.  Seconde  formule  nouvelle.  I.  On  obtient  une  formule  ana- 
logue à  celle  de  Poncelet  et  où  n*cntrent  que  des  ordonnées  de 
rang  impair,  y^  et  yio  exceptées,  en  posant 

S  =  p"  (approximativement), 

p"=  i  (M' H-  m')  =  A  (E  ^  21)  -♦-  i  hd'\ 

2  2 

On  a,  pour  Terreur  maxima  : 

,<i(M'-m')    ou     1m"</W. 

On  trouve,  de  même,  une  formule  analogue  à  celle  de  M.  Par- 
mentier  : 

S  ^  p"'  (approximativement), 

p'"«=.  i  (2M'  -♦.  m')  =»  A  (E  ^  2Î)  ^  |  M", 

3  3 

d  5 
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II.  Nous  verrons  plus  loin  que  les  deux  formules  précédentes 
ne  sont  pas  très  exactes.  Il  n'en  est  pas  de  même  de  la  suivante , 

S  e=  ir,  (approximativement), 

7r,=ip'"-.  — î— .-Arf"  =  A(E-^21)-^|Ad''  — — î — |m", 
'^         2nH-i    3  ^  '3  2n-*-l3       ' 

qui  est  nouvelle  et  semble  avoir  une  valeur  pratique  et  théorique 
analogue  à  la  formule  8=7:4,  donnée  plus  haut.  Malheureuse- 
ment la  limite  supérieure  de  Terreur  est  assez  élevée,  savoir  : 

2  i       2 

3  2n-^i  3        ' 

2n  étant  le  nombre  des  subdivisions  de  la  base  al. 

16.  Troisième  démonitratiofi  de  la  formule  de  Simpson.  I.  Des 
inégalités 

M  >  S,    M'  >  S, 

on  déduit 

2M  -^  M'  >  5S,     -(2M  -¥■  M') >  S. 
Or, 

i(2M  -♦.  W)  =  ^h(E  ^  21  -h  4P)  H-  ^Ad"  =  «  -f  ifcd". 
3  3  3  3 

Donc, 

3 
II.  De  même,  des  inégalités 

m<S,    t<S, 
on  tire 

m  -^^  2t  <  5S,     -(m  -♦-  20  <  S, 

3 

Or, 

33  3  3 
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■ 

D0DC9 

"^         3 

III.  Puisque  S  est  compris  entre  les  quantités 

i  \ 

5  3 

on  peut  poser 

S  =  s  (approximativement), 

avec  une  erreur  moindre  que  {  hd",  qui  est  la  plus  grande  des 
deux  quantités  |  Ad,  |  hd". 

IV.  Nous  avons  donc  la  limite  de  Terreur  que  comporte  la 
formule  de  Simpson  sous  trois  formes  différentes  :  1**  e<|  A^; 

La  seconde  est  la  limite  la  plus  grande,  mais  la  plus  facile 
à  construire.  La  première  est  au  contraire  la  plus  difficile  à  con- 
struire, mais  elle  est  toujours  inférieure  à  la  seconde,  et,  proba- 
blement aussi,  à  la  troisième,  car 

A<y=M  — m'.    Ad"  =  M'  — m, 

et,  en  faisant  un  tracé  graphique,  on  reconnaît  que,  le  plus  sou- 
vent M  est  inférieur  à  W.  Enfin,  la  troisième,  certainement  plus 
petite  que  la  seconde,  est  presque  aussi  facile  à  construire  (*). 


YII 


Nouvelles  démonstrations  de  la  formule  des  trapèzes 

dans  tous  les  cas. 

17.  Cas  d'un  nombre  impair  d'ordonnées.  I.  Le  procédé  qui  a 
servi  au  numéro  précédent  à  trouver  de  nouvelles  limites  de  S  et 


(*)  On  peut  prouTer  que  hd"  est  inféneur  k  %hd,  par  on  tracé  graphique  analogue  i  celui 
du  i  V,  mais  cela  ne  présente  guère  d  intérêt. 
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une  seconde  démonstration  de  la  formule  de  Simpson,  peut  évi- 
demment donner  d*autres  limites  et  d*autres  formules  en  grand 
nombre.  Voici,  par  exemple,  une  nouvelle  démonstration  de  la 
formule  des  trapèzes,  c'est-à-dire  une  nouvelle  estimation  de 
Terreur  que  Ton  commet  en  l'employant. 

II.  Des  inégalités 

M>S,    M'>S, 

on  déduit 

M^M'>2S,      i(M-^M')>S. 
Or, 

i(M  -^^  M')-=i A  (E  -^  îl  -♦.  2P)  ^  i Ad"  =  t  -^^hd". 

On  a  donc  : 

t-niAd"  >  S>  «. 
2 

Par  suite  (4, 1),  si  Ton  fait 

S  =3  (  (Approximativement), 

on  commet  une  erreur,  par  défaut,  inférieure  à  \  hd'. 

III.  Posons  encore  : 

s  «=3  r  (approximativement). 

D'après  le  principe  II,  Terreur  maxima  que  comporte  cette 
formule  des  trapèzes  corrigée  est  inférieure  à  {  hd"  et  le  sens 
en  est  inconnu. 


IS.  Cas  d'un  nombre  pair  d'ordonnées.  Prolongeons  la 
courbe  AL  (Fig.  6),  jusqu'à  une  douzième  ordonnée  AX^ay^,, 
située  à  une  distance  h  de  L/.  Appelons  cr  Taire  curviligne  /LaX, 
et  cherchons  une  valeur  approximative  de  S -H  or.  Pour  cela, 


prolongeons,  la  corde  KL  jusqu'à  sa  rencontre,  en  {,  avec  Xa. 
L'aire  ll4^  surpasse  a.  On  aura,  d'après  le  n*  li, 


Ajoutant  cette  aire  à  M,  qui  est  plus  grande  que  S,  il  vient  : 
A  (as,  -I-  2j,.  +  2s,  +  2y.  +  -y„  +|y„J  >  S  +  ». 

On  trouve,  de  même, 

*  (àï»  +  j»«  ■*■  2y.  +  2y,  +  2y.  +  2y„|  >  S  +  *. 

D'où,  en  ajoutant  et  divisant  par  3  : 

j  A  ( j  ïr*-  2  yi+Sy4+2yr*-3y.-*-2yr»-2yi+«yr^  |  y»+  2  y.!  )  >  s+». 


Fif .  a. 
Le  premier  membre  de  cctu  inégalité  peut  s'écrire  : 

A  (iJi  -^  y»  +  y.  +  —  -«-  y»  +  y»  ■*■  ryu 


y.  ■+■  y» 
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Posons  : 

U  =  h  f-y,  -^^  sfî  -^^  yi  -^  •  •  •  -^  yii  •*-  yii  -^  ^y»)» 

.     yi  •»-  yw     yi  -^  y»     j>_y»-»-yM     yt-^yn 

On  pourra  écrire  la  dernière  inégalité  : 

La  quantité  t^  est  la  mesure  de  la  somme  des  trapèzes  intérieurs 
inscrits  dans  S+<r.  On  a  donc  : 

^  <  S  -h  ff. 

On  déduit  des  inégalités  précédentes,  ces  deux  conséquences  : 
I»  Si  Ton  fait 

S  -I-  ff  ss  (|  (approximatiyement), 

on  commet  une  erreur^fMir  défaut,  inférieure  à  \  hdT^.  9*  Si  Ton 
fait 

on  commet  une  erreur  de  sens  inconnu,  inférieure  à  \  hd\. 

19.  Démonstration  analytique  de  la  formule  des  trapèzes 
dans  tous  les  cas,  sotu  la  forme  donnée  ou  §  Y.  I.  Considérons 
Taire  2  d*une  courbe  dont  la  concavité  est  toujours  tournée  dans 
le  même  sens  et  dont  on  connaît  n  ordonnées  équidistantes  yi, 
Vif  Jfif-f  y»-o  Vnf  leur  distance  commune  étant  A.  Posons: 

T  =  A  f-y,  -^  y,  -^  y,  H h  y_t  -^-  y.-i  -^  -y„j» 

i  i  11 
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Les  résultats  des  deux  numéros  précédents  peuvent  s*éerire  : 

T<2<T  +  AD  — JaD'; 

ce  qui  prouve  que  la  formule  des  trapèzes  2=sT  (approximati- 
vement) comporte  une  erreur  par  défaut  moindre  que  AD — ^  AD'. 
IL  On  remarquera  que  D  surpasse  D',  comme  il  est  facile  de 
le  prouver  (n"*  1 0).  On  a  donc,  à  fortiori^ 

T  <  2  <  T  -^  AD, 

ce  qui  équivaut  au  résultat  démontré  graphiquement  au  §  V. 
En  voici  une  démonstration  analytique  qui  ne  diffère  pas  essen- 
tiellement de  celle  du  n*  i  i ,  (Fig.  1 ,  à  compléter  par  le  lecteur). 
Ajoutons  à  un  premier  trapèze  analogue  à  aB^B^Cy  compris 
entre  y^  et  2^3,  des  trapèzes  analogues  à  /L(>9  compris  entre  t/i 
^(  2^49  2^4  6^  Vtf»  etc.  La  somme  de  ces  trapèzes  sera  : 

«=  A  -yt  -^  y»  -^  yi  H —  -^  y.-»  -^  y-t  -^  -y.-i    =  T  h-  AD  ; 

ce  qu*il  fallait  démontrer. 


Nouvelle  extension  des  formules  de  Simpson,  de  Poncelet,  etc., 

AU  CAS  d'un  nombre  PAIR  D*ORDONNÉES.  FoRMULE  DE  M.  GaTALAN. 

%0.  Estimation  approchée  de  l'aire  cr.  L  L'aire  a  étant  plus 
grande  que  le  trapèze  /LaX  (Fig.  6),  on  a 
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D'après  le  n*  18,  a  est  inférieor  à  I14\  ou 

z 

Toutes  les  Taleurs  intermédiaires  entre  les  deux  limites  ici  indi- 
quées peuvent  servir  à  estimer  approximativement  a.  Pour  des 
raisons  que  nous  indiquerons  plus  bas,  la  valeur  h  plus  conve- 
nable est 

ff  G=i  -  (JUL/lx  -f-  L( A)  (approximativement), 
6 

c'est-à-dire,  toute  réduction  faite, 

<r  =  —  A  (—  y„-*-  8yi,^  SyJ. 

Iz 

L'erreur  maxima  est  inférieure  à 

5  5 

g  (lUx  —  llAX)  =  —  A  (—  y^  +  2y„  —  y.,), 

d*après  le  principe  IV  du  n'  i. 

II.  On  peut  trouver  aisément  une  aire  v  inférieure  au  trapèze 
/aLX  et,  par  suite,  à  a  et  telle  que 

i(2/L(l  -*■  o)  =  i(5/LAi  -I-  mi). 
3  6 

On  trouve  sans  peine  : 

»«Aj-yio  — yi,-^-yi,J- 

On  obtient  géométriquement  cette  limite  inférieure  de  cr^  limite 
au  reste  toute  artificielle,  en  menant  A/2  parallèle  à  KL,  l^ 
parallèle  à  Ka.  Alors  t7=//2^X. 

9t.  Extenfion  des  formules  de  Simpson  ^  de  Poncekt,  etc.y  au 
cas  d'un  nombre  pair  d'ordonnées.  Formule  de  M.  Catalan, 


—  257  —  27. 

comme  extension  de  celle  de  Simpson.  I.  Au  lieu  d*ajouter  aux 
quantités  s,  /?,  p'  (et  aussi  à  tti,  p'\p"\  tt^),  Taire  du  trapèze 
/LaX,  pour  avoir  une  valeur  approchée  de  S +  (7,  comme  on  Ta 
indiqué  au  n*"  13,  il  vaut  mieux  y  ajouter  la  valeur  approximative, 

jg  A  (—  y  10  -^  Syn  -^  3y„), 

trouvée  ci-dessus.  L'erreur  commise  dans  l'estimation  de  S  4- or 
est  égale  à  la  somme  des  erreurs  commises  en  cherchant  séparé- 
ment S  et  (7.  On  prouve,  sans  peine,  comme  au  n®  13,  que  cette 
erreur,  dans  le  cas  actuel,  est  inférieure,  pour  toutes  les  formules 
en  question,  à  |  AD. 

II.  La  formule  de  Simpson  devient  ainsi  : 

i 

\  J  16  5      \ 

=  r  A  ( y,  -^-  4y,  -+-  2^5  -h  ...  -4-  —  y^o  -h  3y „  -^  - y„  1- 

On  trouve  de  même,  pour  une  valeur  approchée  de  la  même 
aire  : 

3    1 4 y*  ■*■  ^y*  ■*"  T y* "*■ -^* ■*■  ^y»  "*■  ••"  -^2y,o-H  4yii  -^ynj' 

En  prenant  la  moyenne  de  ces  deux  valeurs,  on  obtient  l'expres- 
sion symétrique  : 

^      J3        7        23  23         7         3      \ 

C  ==  Aj-y  ,-+--y,-*. — y3-+-y4-f-y54.y6-t-y7+y8-Hy.4-— yio-f- -y.i-^  -  yif  j 

= ^[g  yi -*- yt-H  y5-H  y4-4- yjH- y, -*- y, -*- yg -*- y,  4- y4o-+- yn -H  -  y,, j 

1  1 

=t,^-hd,~-hd\, 

V.  17 
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La  formule  approximative, 

S=:C, 

est  due  à  M.  Catalan.  Nous  allons  la  démontrer  par  une  méthode 
au  fond  identique  à  la  précédente,  mais  qui  ne  suppose  pas  que 
le  nombre  des  ordonnées  soit  pair. 


Formule  de  M.  Catalan. 

%%,  Formule  de  M.  Catalan.  I.  Nous  avons  trouvé,  aux  n*^  1 1 
et  19,  que  Taire 

M,  =  A  (-y,  -^-  y»  -f-  •  •  •  -♦-  y»_,  ■*-  y,.«  -f-  «ï-*)' 

dans  le  cas  d'une  courbe  tournant  en  concavité  vers  Taxe  a/, 
supérieure  à  Taire  2  de  cette  courbe,  dont  on  donne  les  n 
ordonnées  équidistantes  y^,  yif—j  y»- 

On  peut  regarder  M^  comme  la  somme  des  trapèzes  ayant 
pour  aire 

2Ay«i    2  A  (5y5  -  Vf),  •  •  • ,   -  A  (Sy^,  —  y^,),    .    .    (1) 

dont  le  premier  seul  est  un  trapèze  circonscrit  de  Poncelet,  et 
dont  les  autres  sont  analogues  à  la  limite  supérieure  de  a  consi- 
dérée au  n*"  20.  On  peut  aussi  regarder  M29  comme  la  somme 
des  trapèzes  ayant  pour  aire 

i  i  i 

^^(oy,  — yj),  gAlôys  — y*),  ...,  ^ACSy,^!  — y.-i),  2Ay^.    (2) 

IL  D'après  le  n^  20,  la  somme  des  trapèzes  qui  ont  pour 
mesure 


(3  5     \ 

^î/i-ya-^^y*]  ] 

/•(Jy»-y*-Hjy5),...,A(^y^,-y^.H.^y,],  \ 


(3) 
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dont  le  premier  est  un  trapèze  inscrit  à  1,  les  autres  sont  ana- 
logues à  la  limite  inférieure  v  de  <7  considérée  au  n*  20,  est  infé- 
rieure à  2.  Celte  somme  est 

.   /         3         3  1  5     \ 

A  ^y«  -*- -^y t  + -^ y i ■*- y i-^  y »-*-•••-*-  y-» -»- ;j y-i  -^  jy-j- 

Pour  la  même  raison,  les  aires 

*(jy.-y.  +  ^y.)'  ^(^yt-y'  +  iy*) 

ont  une  somme, 

/5  ^  3  3  \ 

\4^*  "^  4^*  ■*"  ^'  ■*"  "    ■*■  *""'  "*■  4  ^-*  ■*"  4*"~*  ■*"  *T 

inférieure  à  2. 

Il  en  sera  de  même  de  la  moyenne  de  ces  deux  sommes  : 

J9         1         7  7  i  9     \ 

III.  Nous  avons  dit,  à  propos  de  la  formule  de  Simpson  et  au 
n*"  20,  et  nous  prouverons  ultérieurement,  qu*en  général,  la 
valeur  la  plus  convenable  à  choisir  pour  chaque  trapèze  curvi- 
ligne composant  1  est  égale  aux  |  du  trapèze  appartenant  à  la 
suite  (1)  ou  (2),  augmenté  de  \  du  trapèze  correspondant  de  la 
série  (3)  ou  (4).  Donc,  si  Ton  pose 

C=:-(2M,^IW,). 

la  valeur  la  plus  convenable  pour  2  sera  donnée  par  la  formule 
de  M.  Catalan^ 

S  =  C  (approximativement). 
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On  trouve  d'ailleurs  : 

M,=T-^AD,    mt  =  T— ^AD— -AD', 

4  4 

C  =  T-».iAD  — AD'. 
4 

IV.  Les  principes  généraux  du  n°  4  conduisent  à  une  esti- 
mation de  Terreur  beaucoup  trop  grande.  On  trouve  6<C — mj. 

5  i 

C  — fw,  =  -AD  -f.  -AD'; 
2  f) 

mais  il  est  facile  de  trouver  une  limite  moins  élevée.  Puisque 
D>D',  on  a  C  et  2,  compris  d'après  le  n*"  19,  entre  les  quantités 

i 
T,    T  +  AD  — -AD', 

Donc  Terreur  commise,  en  posant  2=G,  est  moindre  que  la  plus 
grande  des  quantités 

C  —  T  =  i  AD  — 4*I>S    T  ^  AD  —  i  AD'  —  C  «- AD  —  —  AD', 
4  42  â  4  12        ' 

c'est-à-dire  évidemment  la  seconde.  En  pratique^  on  peut  dire 
que  e  est  moindre  que  |  AD. 


Seconde  formule  de  Simpson. 

%9.  Élément  de  la  seconde  formule  de  Simpson.  I.  Considé- 
rons la  partie  abcdDCBX  de  Taire  S,  et  enfermons-la  entre  deux 
limites. 

Cette  aire  est  plus  petite  que  la  somme  des  trapèzes 

a6BX,    bCfitfi, 
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dont  il  est  question  au  n*  14,  L'aire  de  ceux-ci  est 

On  peut  remarquer  que  le  second  de  ces  trapèzes  a  la  même 
aire  que  le  trapèze  AEIDV,  D'  étant  le  point  d'intersection  de  BC 
avec  Dd.  On  a  donc  : 

^Vt-y-  3vi 
aire  aXD'rf  =  h    ■^'        "*. 

résultat  qu'il  est  facile  d'établir  directement. 


T:  II.  L'aire  courbe  abcdDCBA  est  supérieure  à  l'aire  polygo- 
nale abcdDCBA.,  qui  a  pour  mesure 


111.  Nous  verrons  ultérieurement  que  la  valeur  la  plus  con- 
venable pour  l'aire  courbe  aABCDd  est 

■j.  I ^(Sy.+Sy.)-^ ^fy.+2y,+2yi+y4M=  g A[y.+  3y»+  3y,+y,]. 
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L'erreur  commise  est  plus  petite  que  la   plus  grande  des  deux 
différences, 

i  3    r 

-  A(3y,  -^  Sys)  —  g  *  [^i  -^  %»  -^  y»  -^-  i/i] 

=  3A[-iy.^iy.4-iy,-iy,]. 

3  1 

g  A  (yi  -^  3y,  -^  3y3  -<-  y*)  —  -  A  (y,  -^-  2y,  -¥•  iy,  -+-  y») 

c*est-à-dire  que  la  première.  Cette  quantité  est  facile  à  inter- 
préter géométriquement. 

%4L.  Seconde  formule  de  Simpson.  I.  Supposons  de  même  que 
Ton  ait  à  chercher  Taire  2  d'une  courbe  dont  la  concavité  est 
tournée  vers  l'axe  des  x  et  dont  on  connaît  (3n  -h  1  )  ordonnées 
équidistantes  yi,  yj»  Vs'— »  ys«+i-  On  a,  comme  limite  supérieure, 

3 

-  A  (2y,  H-  Sys  ■♦-  «y»  -♦-  Sy,  -+-  îy,  ♦-  «y,  -♦-  •  •  -h  Sy,,.!  -^  2y,„) , 

et,  comme  limite  inférieure, 

-  A(yi  H-  2y,  -h  Syj  h -♦-  Sy,,  -♦-  y,^,). 

II.  On  prendra  pour  valeur  approximative  de  Paire,  le  quart 
de  la  première  expression  plus  les  trois  quarts  de  la  seconde, 
c'est-à-dire  : 

«'""g*{yt-^3yj-h5y3-^2y4-h5y,-h3ye-h...4-l2y5. .«-^^yj,  i4-3y8,-i-y3^). 

La  formule 

S  =  8'  (approximativciuent) 

est  la  seœnde  formule  de  Simpsofi.  L'erreur  maxima  commise 
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est  plus  petite  que  la  différence  de  s'  avec  la  limite  supérieure. 
On  a  donc 

III.  On  peut  obtenir  une  autre  limite  de  Terreur,  plus  facile 
à  calculer  à  priori,  par  le  procédé  qui  a  servi  plus  haut  pour 
la  formule  des  trapèzes,  au  §  V.  On  trouve  immédiatement 
f  <|AD,  D  étant  donné  par  la  formule 

i  i  , 

ou  représenté  par  la  somme  ou  la  différence  de  deux  triangles 
analogues  à  ABP,  EQF  de  la  figure  3. 


Formule  de  Weddle. 

!I5.  Limite  supérieure  et  limite  inférieure.  Considérons  une 
courbe  ABCDEFG  concave  vers  Taxe  ag^  et  sept  ordonnées  Aa, 
B6,....,  G^,  équidistantes  d*une  quantité  A,  que  nous  désignons 
encore  par  yo^sv-y  yj-  Estimons  Taire  S|=aABGDEFGgr. 

Par  les  extrémités  B,  D,  F  des  ordonnées  de  rang  pair,  me- 
nons encore  les  tangentes  B|Ba,  DiDj,  F^F^  limitées  aux  ordon- 
nées voisines.  La  somme  M|  des  trapèzes 

aBiBjC,    cD|D,e.    ePiFt^, 

est  supérieure  à  S|.  Or, 

M,=  2A(y,+  y4^-ye). 

Menons  les  cordes  AC,  CE,  EG.  Le  polygone  aAGEGgr  est 
inférieur  à  S|  et  a  pour  mesure 

Wi  =  A  (yi  -+-  2y5  -h  âyj  -f-  y,). 


Menons  aussi  les  cordes  AD,  DG.  Le  trapèze  aXDGg  esl  aussi 
inrérieur  à  S)  et  a  pour  mesure 

Des  inégalités 

ni,<S„     m,  <S,. 
on  déduit 

3m,  +  2m,  <  3S, ,     -  (3m,  +  2m,)  <  S,. 
Or, 


96.  Formule  de  Weddie.  L'aire  S(  étant  comprise  entre  M| 
et  ffij,  on  peut  prendre  pour  valeur  approximative  de  cette  aire 


HÉ 


toute  valeur  comprise  entre  Mj  et  m,.  La  valeur  la  plus  conve- 
nable esi,  comme  ou  le  verra  plus  loin, 

»=,-  (3M,+  m,)  =  — A(y,  +  5y,  -♦-  y,-#-  6y,  +  y,  +  Sy,  -h  t,,). 
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35. 


Nous  poserons  donc 

S|  =a  117  (approximativement), 

ce  qui  est  la  formule  de  Weddle. 
L*erreur  commise  est  plus  petite  que 

-  (3M|  -4-  iwj) —  itis  =  -T  (M4  —  wis)  =  3  (M,  —  w). 
4  4 

On  peut  déduire  de  ce  qui  précède  une  formule  servant  à 
trouver  les  aires  dont  la  base  est  divisée  en  6n  parties  égales. 


UI 


Exemples  numériques  (*). 

37.  Premier  eocemple.  Soit  à  chercher  Taire  de  la  courbe  dont 
Tordonnée  est  égale  au  logarithme  népérien  de  x,  diminué  de  3, 
X  variant  de  1000  à  1006  et  A  étant  égal  à  Tunité.  On  trouve,  en 
dix-billionièmes  (Paire  exacte  étant  donnée  par  le  calcul  intégral) 


yi  =  0, 

y,=  43  407  74.79, 
y^=  86  772i5.3i, 
y,  =  13009330.20. 
y,  =  173  37128.09, 
y,  =  2i  6  60617.57, 
y,  =  259  79807.20. 


d  < 
(/'  = 


10793, 

6476, 

15110, 

12951. 


S 

8 
W 

C 
t 

P 

V 


V 
V 


n 


tn 


78017428. 
S,  .  .  . 
S,   .  .  . 

S,  .  . 

s 

s- 

s. 

s. 

s- 

s 

s. 


2158 
1080, 
720,  . 


1079, 
1439, 


f  <  4317 
f  <  6475 
f<  12951 
f  <  4396 
i  <  6476 
€  <  5396 
f  <7195 
i  <  6476 
€  <  7555 
f  <  10073 
€  <  8634 


(*)  Les  exemples  traités  ici  ont  exigé  de  nombreux  calculs,  pour  le  premier  à  douze 
décimales,  pour  les  autres  à  huit  décimales  et  avec  deux  ou  trois  groupes  de  données  dis- 


36. 
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Les  calculs  ont  été  faits  en  allant  jusqu'aux  trillionîèmes,  c'est-à- 
dire,  en  prenant  deux  décimales  de  plus  que  celles  qui  sont  con- 
servées. La  première  formule  de  Simpson  et  celle  de  Weddie 
donnent  un  résultat  exact  jusqu'aux  trillionièmes.  Même  si  Ton 
n'emploie  que  trois  ordonnées,  pour  la  première  formule  de 
Simpson,  c'est-à-dire  si  l'on  pose  «=yi  -1-4^4 -Hj/7,  la  différence 
S — s  est  moindre  qu'un  cent-billionième. 

Quand  les  erreurs  théoriques  peuvent  être  calculées  de  plu- 
sieurs manières,  nous  n'avons  inscrit  dans  la  dernière  colonne 
que  l'erreur  maxima  la  plus  faible. 

39.  Autres  exemples.  Dans  le  cas  précédent,  p,  p',  n^  sont 
calculés  au  moyen  de  cinq  ordonnées  seulement  (vs  et  ^5  étant 
exclus),  p",  p'",  TTj  au  moyen  de  6  (^4  étant  exclu);  les  autres 
valeurs  ont  été  trouvées  au  moyen  des  sept  ordonnées.  Voici 
trois  autres  exemples,  où,  pour  chaque  formule,  on  a  employé 
seulement  sept  ordonnées  ;  A=^  pour  les  5  premières,  A=îÎb 
pour  les  trois  suivantes  ;  enfin  A=|  pour  les  dernières.  Tous  les 
résultats  sont  donnés  en  millionièmes. 


Coarbe  I. 

Courbe  U. 

Courbe  III. 

Aire  exacte     .     .     . 

S 

—  695147 

S     =785398 

8 

=1913223 

Simpson  1 .     . 

s 

=  S-*-23 

s    »S 

s 

=  8  —  3 

Simpson  II. 

s' 

=  S-4-48 

s'   =8-2 

s' 

— S  — 1 

Weddie     .     . 

w 

=  8-+- 2 

w  =S-1 

w 

—  S 

Catalan .     . 

C 

=  S^66 

C    =S-45 

c 

c=S— 10 

Trapèzes  . 

t 

=  S-4-i730 

t    =8-H57 

t 

—  8      134 

Poncelet    . 

P 

=S-+-376 

p    =S-25i 

P 

=8—327 

Parmentier 

P' 

=  S— 163 

p'  =8-+- 124 

P' 

=  8  ^102 

Formule  nouvelle  1 . 

wi 

«S     43 

ir»  =S-t-45 

^â 

«S-+-7 

P" 

—  S -1-603 

p"  =8-361 

P" 

=  8      468 

p'"— S  — 488 

p'"=8 +387 

p'"=8-4-377 

Formule  nouvelle  H. 

*-f 

=  S  — 3 

TT,  =84-55 

Wf 

=  S-4-2 

tinctes.  Il  se  pourrait  donc  qu'il  se  fût  glissé  quelques  erreurs  dans  nos  résultats,  mais 
elles  ne  sont  pas  bien  considérables,  pensons-nous.  La  courbe  I  a  sa  convexité  tournée  ?ers 
l'axe  al,  autrement  dit,  d,  d\  c/",  ^  sont  négatifs. 
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37. 


La  courbe  I  est  une  hyperbole  équilatère,  de  sorte  que  For- 
donnée  est  égale  à  [1  :  x],  et  x  varie  de  1  à  2.  Dans  la  courbe  II, 
l'ordonnée  est  égale  à  [1  :  (1  +  x^)],  x  variant  depuis  0  jusque  1. 
La  courbe  III  est  une  circonférence  de  rayon  égal  à  2  ;  on  es- 
time Taire  comprise  entre  cette  circonférence,  un  premier  rayon, 
un  second  rayon  perpendiculafre  au  premier  et  une  parallèle  au 
premier  par  le  milieu  du  second.  On  peut  prouver,  par  la  géo- 
métrie élémentaire,  que  les  aires  de  ces  trois  courbes  sont  pour  I, 
le  logarithme  népérien  de  2,  pour  II,  ^^r,  pour  III,  ^tt  -i-  ^  V/3. 

39.  Exemples  dans  le  cas  cTun  nombre  pair  d'ordonnées. 
Voici,  pour  une  partie  des  formules  précédentes,  les  résultats 
que  Ton  trouve  pour  les  courbes  I  et  II ,  en  se  servant  de  huit 
ordonnées.  Pour  les  formules  de  Simpson  et  de  Weddle,  on  les 
applique  à  Taire  comprise  entre  la  première  et  la  septième  or- 
donnée; on  ajoute  ensuite  au  résultat  trouvé  une  valeur  de  c 
calculée  comme  il  est  dit  au  n®  20. 


Aire  exacte 
Simpson  I . 
Simpson  II. 
Weddle.  . 
Catalan .  . 
Trapèzes    . 


Courbe  I. 

Courbe  II. 

S  =693147 

S  =785398 

«  t=S-h4 

s  =S-h4 

«'=S-4-18 

«'—S -4-  16 

ti7  =  S  — 8 

u?=S-+-  i3 

C  =S-h39 

C  =  S  —  22 

T=S-h  1272 

1    =S— 850 

jLwn 


Choix  d'une  valeur  fx  intermédiaire  entre  une  limite  supérieure 

ET  UNE  limite  INFÉRIEURE  DE  S,  COMME  VALEUR  APPROCHÉE  DE  S. 


SO.  Principe.  Dans  les  paragraphes  précédents,  nous  avons 
enfermé  Taxe  S  à  mesurer,  entre  celles  de  divers  polygones 
M,  M',  etc.,  plus  grands  que  S,  et  d'autres  polygones  plus  petits 
m,  m'y  etc.  Appelons,  en  général,  L  la  limite  supérieure  de  S,  /  la 
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limite  inférieure.  Ces  polygones  L,  /  sont  des  sommes  de  tra- 
pèzes ayant  pour  hauteur  commune  une  longueur  A,  aussi  petite 
qu'on  le  veut.  Les  différences  L  —  S,  S  —  /,  positives  pour  les 
courbes  à  concavité  tournée  vers  la  base  de  Taire  à  mesurer, 
négatives  dans  le  cas  contraire,  ont  Tune  et  Tautre  pour  limite  0, 
quand  A  décroit  indéfiniment. 

Soit  R,  le  rapport  inconnu,  toujours  positif  des  différences 
L  —  S,  S  —  /.  De  la  relation 

on  déduit 

S  = . 

i  -4-R 

Lorsque  A  décroit,  en  général,  le  rapport  R  varie.  Dans  beau- 
coup de  cas,  on  peut  en  déterminer  la  limite  r,  pour  A=aO,  sans 
connaître  la  valeur  exacte  de  S.  Supposons  que  nous  prenions, 
pour  valeur  approchée  de  S,  la  quantité  fz,  définie  par  la  relation 

L'erreur  réelle  e  ==  fx  —  S  sera  donnée  par  la  formule 

_  L  -4-  W       L  -^  R/  _  (  L  —  /)  (R  —  r) 
^"~"  1  -4-r  ""  T^  R  ""  (I  -*-r)(i  -vR)* 

Le  dénominateur  de  z  est  supérieur  à  l'unité;  le  numérateur 
est  le  produit  de  deux  facteurs  dont  chacun  tend  vers  zéro  en 
même  temps  que  A,  puisque  lim  L  =  lim/=S,  limR=™r. 
Si,  dans  l'expression  de  fij  on  mettait  au  lieu  de  r  une  autre  quan- 
tité positive,  l'erreur  aurait  pour  numérateur  le  produit  de 
deux  quantités  dont  une  seule,  L  —  /,  aurait  pour  limite  zéro. 

Donc,  dans  les  cas  dont  il  s'agit^  pour  A  suffisamment  petit, 
il  est  préférable  de  prendre  pour  S  la  valeur  fi  donnée  plus  haut. 
Dans  les  autres  cas  d'ailleurs,  en  général,  on  n'a  aucune  raison 
pour  ne  pas  faire  de  même. 
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L*erreur  £,  comme  on  Ta  dit  au  n**  i,  IV,  est  plus  petite  que 
la  plus  grande  des  deux  différences 

(L—l)r       L—\ 


i  — r        i+r-* 
L  — / 


.-'-, 


Si  r  >  1,  e  <  L  —  fx;  si  r  <  I,  e  <  fx  —  /. 

SI .  Cas  où  le  principe  précédent  est  applicable.  Il  existe  un 
cas  assez  général,  comme  on  le  verra  au  §  suivant,  où  Ton  peut 
trouver  r  aisément  et  voir  que  fx  est  la  valeur  approchée  de  S  la 
plus  convenable.  C'est  celui  où  la  courbe  considérée  est  contintie, 
ou  l'inclinaison  de  ses  tangentes  et  sa  courbure  varient  d'une 
fnanière  continue  et  où,  enfin^  la  courbure  ne  varie  guère^  soit 
pour  la  courbe  entière,  soit  pour  les  diverses  parties  dans  les- 
quelles on  est  amené  à  la  décomposer. 

Analytiquementy  si  y  =  F'x  est  Téquation  de  la  courbe, 
F'ar,  F"x,  F'"x  doivent  être  des  fonctions  continues  et  F'"x  varier 
peu  entre  les  valeurs  extrêmes  de  x  que  Ion  considère. 

On  observera  que  souvent  Ton  pourra  vérifier  rapidement  ces 
conditions,  soit  au  moyen  d'un  tracé  graphique,  soit  au  moyen 
de  calculs  assez  simples,  quand  F'x  ne  sera  pas  une  fonction 
trop  compliquée. 

Dans  le  cas  où  Ton  ne  parvient  pas  à  voir  si  ces  conditions 
sont  remplies,  et  où  aucune  propriété  spéciale  de  la  courbe 
ne  force  à  choisir  pour  fx  une  valeur  autre  que  celle  qui  est 
donnée  plus  haut,  le  mieux  évidemment  est  de  s'en  tenir  à  cette 
valeur,  qui  a,  sur  toute  autre,  l'avantage  de  se  justifier  dans  le  cas 
général  indiqué  ci-dessus. 


CALCl'L  DE  r. 

M.  Ùu  de  trapèzes  limplet.  I.  Considérons  d'abord  le  tra- 
pèze curviligne  aABA  (Fig.  9).  Appelons  la  première  ordonnée 
F'(x),  la  dernière  ¥'{x  ■+■  A).  Ce  trapèze  a  pour  mesure 

F(x  -V  A)  —  F(:r)  =  AF'  +  ~  A•F"-^  i  A»P"'(*,), 

T,  F*  étant  écrits,  pour  abréger,  ft  la  place  de  F'(x),  F"(a:),  et  X| 
étant  une  valeur  intermédiaire  entre  jt  et  x  +  A. 


Par  le  point  A  menons  la  langenle  AAj  terminée  en  A,  à  B6 
prolongé.  On  aura 

6A,  =  ak  +  AF"{x)  =  F'  +  AF". 

Par  sniie,  le  trapèze  akKJi,  circonscrit  au  trapèze  curviligne 
aABb,  a  pour  mesure  . 


1a[F+(F'-hAF")]«AF'4-|aV'. 
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Le  trapèze  inscrit  a\Bb  a  pour  mesure 

-  A[F'(«)  H-  F'(i  -^■  h)]  =  AF'  -»-  i  A»F"+  -  A'F"'(x,), 

x<|  étant  compris  entre  x  et  x  +  A. 
Dans  le  cas  actuel  y 


^      '       Jf'"(^i)-Jf'"(xO 


Par  suite,  si  A  tend  vers  zéro,  et,  pnr  suite  X|  et  x^  vers  x,  on 
a  lim  R  =  r  =  2.  De  plus,  si  F"'(x)  varie  peu  de  x  à  x  -+-  A, 
R  a  aussi  une  valeur  voisine  de  2. 

On  trouve  le  même  résultat  si  Ton  remplace  le  trapèze  cir- 
conscrit aXX^b  par  le  trapèze  aB^Bô,  B|B  étant  la  tangente 
en  B,  prolongée  jusqu'à  sa  rencontre  avec  l'ordonnée  aX. 

II.  Soit  6f  le  point  d'intersection  de  la  corde  AC  avec  6B. 
On  aura 

66|  =  -  (aA  -+-  cC)  =  1  [F' (x)  -+-  F'(x  -♦•  2A)] 

=  i[2F'  -♦-  2AF"  -+-  2A'F'"(x,)]=  F'  -+-  AF"  -*-  AV^ars). 

X3  étant  compris  entre  x  et  x  +  2A.  L'aire  du  trapèze  aA6|A 
sera  ^ 

i  A[F'-v(F'-4-AF"-4-A*F'"(x3))]=  AF'-+-  i  A'F"  -4-  -  A»F'" (x,). 

Si  Ton  prend  cette  aire  pour  limite  inférieure,  dans  la  valeur 
tie  R,  il  vient  : 


valeur  peu  différente  de  ^,  si  F'"(x)  varie  peu  de  x  à  x  +  2A. 
Si  A  tend  vers  0,  on  trouve  lim  R  =  r  =  ^. 

On  arrive  au  même  résultat  encore,  si  l'on  remplace  le  tra- 
pèze circonscrit  aXXJ>  par  aB|B6. 
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m.  Soit  X  le  point  d*interscction  de  CB  avec  Aa.  On  a, 
comme  on  Ta  vu  au  n""  1  ^, 

aX  =  26B  —  cC  =  2F'(x  -4-  A)  —  F'(x  -♦-  2A). 

Le  trapèze  àXBb  a  pour  mesure 

-*[3P(x-4-/*)  — F'(xH-2A)] 

=,  1 A [3F'  -^■  5AF"-f-  ^  A*F"'(««)  —  F'—  2AF"—  2A»F"'(x,)] 

=  AF'  -+- 1  AT"  -I-  j  A»F'"(X4)— A»F'"(X5), 

«4  étant  compris  entre  x  et  x  -i-  A,  x^  entre  x  et  x  -4-  2A. 

Si  l'on  prend  cette  aire  pour  limite  supérieure,  dans  la  valeur 
de  R,  et  aXBb  pour  limite  inférieure,  il  vient 

^-^  lF'"(x.)-iF"(x,) 

valeur  voisine  de  5,  si  F'"(x)  varie  peu  de  x  à  x  -i-  2A.  Si  A  tend 
vers  0,  on  trouve  limR  5=  r  =5. 


I.  Somfne  de  trapèzes.  I.  Dans  l'élément  de  la  seconde  for- 
mule de  Simpson,  faisons  y^  =  F'  (x),  y^  =  F  (x  -*-  A),  etc. 
L'aire  de  cet  élément  sera 

F(x  -+-  5A)  —  Fx  =  3AF'  -+-  ^  A«F"-*-  ^  A»F'"  (x,), 

Xe  étant  compris  entre  x  et  x  -t-  3A. 
La  limite  supérieure  est 

-A[F'(x-+-A)-+-F'(x+2A)] 

=  -  A  [2F'  -»-  3AF"  -h  A'F"'(a:,)  -+-  2A'F"'  (x,)] 

=3AF'-*-  -  A«F"  +  -  A'F"'(X7)  -4-  3A»F'"(x8), 
2  4 

Xj  étant  compris  entre  x  et  x  -i-  A,  Xg  entre  x  et  x  h-  2A. 
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'  La  limite  inférieure  est 

i  A[F'x  -f-  2F'(x  +  h)*  2F' (x  +  ÎA)  h-  F'(x  +  5h)] 
=  3AF'  +  -  A»F"+  i  A'F'"  (x.)  -f  2A»F"'  {x„)  +  7  A'F"'(x„), 

X9  étant  compris  entre  x  et  x  +  A,  X|o  entre  x  et  x  +  2A,  xh 
entre  x  et  x  +  3A. 
Par  suite, 

D ^ ? 

9 î 9 ' 

2  ï"" M  -  2  F'"  {X.)  -  2F'"  (x,o)  -  j  F'"(x«) 

valeur  qui  a  pour  limite  r  =  3,  et  qui  est  d^ailleurs  voisine  de 
3,  si  F'"  X  varie  peu  de  x  à  x  +  3A. 

II.  Des  calculs  absolument  analogues  prouvent  que,  dans  le 
cas  de  Télément  Weddle,  r  =3 1  et  que  R  a  une  valeur  voisine 
de  f ,  pourvu  que  F'"  varie  peu  de  x  à  x  -4-  6h. 


JLW 


w 

Application  aux  diverses  formules  précédentes.  Etablissement  des 

DEUX  formules  NOUVELLES. 

té.  Formules  de  Simpson,  de  Weddle,  et  de  M.  Catalan.  La 
première  valeur  de  r  trouvée  au  n**  32  prouve  que  la  formule  de 
Simpson,  sous  la  forme 

S  =3  5  (approximativement), 

M  -h  2«       I 
1-4-2       0^  ' 

M  ayant  le  sens  indiqué  au  n""  6,  est  bien  établie  d'après  le  prin- 
cipe du  §  XIII.  On  voit  de  plus  qu'elle  sera  probablement  très 
exacte,  si  F'"  (x)  varie  peu  dans  chaque  intervalle  A. 
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La  seconde  valeur  de  r  (n**  32)  conduit  aussi  à  la  valeur  «, 
sous  la  forme 

2  i 

s^ j 5(2M^m'), 

i  +- 
2 

m'  ayant  le  même  sens  qu'au  n"*  8.  On  ne  voit  pas  aussi  bien,  au 
moyen  de  cette  valeur  de  r,  pourquoi  la  formule  de  Simpson 
est  généralement  si  exacte;  car,  pour  établir  que  R  est  voisin  de 
r  =  |,  on  doit  supposer  ici  que  F'"  (oc)  varie  peu  dans  chaque 
intervalle  2A. 

La  formule  des  trapèzes  n'est  pas  aussi  rationnelle  que  la  for- 
mule de  Simpson,  puisqu'elle  suppose  que  R,  dans  ce  second  cas, 
est  égala  1,  valeur  qui  n'est  pas  voisine  de  {. 

La  troisième  valeur  de  r,  combinée  avec  les  considérations  du 
n*"  20,  II,  conduit  naturellement  à  la  formule  de  M.  Catalan;  la 
quatrième  à  la  seconde  formule  de  Simpson,  la  cinquième  à 
celle  de  Weddie.  On  admet  que  F'"  varie  peu,  dans  un  inter- 
valle 2A  pour  la  première,  SA  pour  la  deuxième,  6A  pour  la 
troisième. 

S5.  Formule  de  Poncelet,  de  Parmentier;  formules  nouvelles. 
I.  Pour  une  aire  divisée  en  2n  trapèzes  curvilignes,  les  limites 
M  et  m  données  au  n®  6  sont  telles  que  dans  le  premier  et  le 
dernier  de  ces  trapèzes,  la  valeur  de  R  est  voisine  de  2,  pourvu 
que  F"'  (x)  varie  peu  dans  un  intervalle  A;  la  valeur  de  R  est 
voisine  de  {,  pour  les  (2n  —  2)  autres  trapèzes  curvilignes, 
pourvu  que  F'"  (x)  varie  peu  dans  un  intervalle  2A. 

On  reconnaît  aisément  qu'il  n'y  a  pas  moyen  d'employer  la 
valeur  2  pour  estimer  le  premier  et  le  dernier  trapèze,  et  la 
valeur  ~  pour  les  autres,  parce  que  l'on  introduirait  ainsi  dans 
la  formule  les  dérivées  des  ordonnées  extrêmes.  Poncelet  a  choisi 
une  valeur  intermédiaire,  savoir  1,  en  posant 

/)  =  -  (M -»- m). 
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M.  Parmentier,  remarquant  que  le  nombre  des  trapèzes  inté- 
rieurs est  en  général  supérieur  à  celui  des  extérieurs,  a  fait  r  s=i  ^^ 

ce  qui  lui  a  donné 

i 
M  -4-  -m 

p'= j -(2M  +  m). 

II.  Nous  sommes  arrivés  à  la  valeur  tt^  ,  plus  rationnelle  encore, 
de  la  manière  suivante.  Appelons  u,  la  petite  aire  analogue  à 
ANB  comprise  entre  un  arc  ANB  de  la  courbe,  et  sa  corde  AB 
dans  un  intervalle  A  (Fig.  9);  Taire  ANBAj,  comprise  entre  la 
tangente  à  une  extrémité  de  Tare  et  la  courbe,  sera  sensiblement 
2u,  puisque  la  limite  de  leur  rapport  est  égal  à  2.  L'aire  analogue 
à  ANB6f  entre  la  courbe  ANB  et  la  demi-corde  A6|  correspon- 
dant à  un  intervalle  3ih,  sera,  pour  la  même  raison,  à  peu  près 
égale  à  4u.  On  aura  donc  approximativement 

M»S-^2n.2u=S  -4- inu, 

m  =  S  —  u  —  (2n  —  2)  4u  —  Il  =  S  —  (8n  —  6)u , 

On  tire  de  là,  «en  éliminant  u,  les  relations  approximatives 

(4n  —  3) M  ^  2nin  =  (6n  —  3)S, 

^      (4n  —  3)  M  ^  2nm       I   ^„  ,  \        \  ^„ 

"°  6n-5 3(2MH-».)-^j^-(M-m,=  ... 

en  posant,  comme  au  n**  7, 

i  i       i  1  1       i 

TT,  =-(2M-4-m)— --(M— m)=M  — -W hd. 

3'  2n  — i  3^  '  3  2n— 1  3 

Les  valeurs  2u,  4ti,  données  plus  haut,  représentent  exacte- 
ment les  aires  analogues  à  ANB,  ANB6f ,  dans  le  cas  d'une  para- 
bole du  second  degré.  Il  en  résulte  que  la  formule  S  =»7r^  donne 
exactement  Taire  d'une  parabole  du  second  degré,  et,  par  suite, 
d'après  un  principe  général  que  nous  établirons  dans  le  para- 
graphe XVII,  aussi  celle  d'une  parabole  du  troisième  degré. 
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III.  Des  considérations  analogues  à  celles  qui  précédent  prou- 
vent que  les  valeurs  p",  p"'  du  n*"  15  peuvent  être  remplacées 
par  la  valeur  plus  rationnelle 

,.=l(2li'.m')-5^?(M'_m') 

La  seconde  formule  nouvelle,  S  =  tt^,  est  exacte  aussi  dans 
le  cas  d'une  parabole  du  deuxième  ou  du  troisième  degré. 


JL\1 


Calcul  de  l'erreur  par  le  théorème  de  Taylor  :  Formules  de 

Simpson  et  de  Weddlb. 

S6.  Hypothèses  préliminaires.  Dans  ce  qui  suit,  nous  allons 
ajouter  les  hypothèses  suivantes  à  celles  que  nous  avons  faites 
jusqu'à  présent  :  !•  Les  dérivées  F'^ar,  F'rr,  etc.,  qui  vont  entrer 
dans  nos  calculs  ultérieurs,  sont  continues  pour  les  valeurs  de  x 
considérées.  2^  La  dérivée  d'ordre  le  plus  élevé  parmi  celles  que 
nous  emploierons  varie  peu  pour  les  valeurs  de  x  considérées. 

L'erreur  commise  en  employant  les  diverses  formules  données 
plus  haut  est  de  la  forme 

e  =  aF'iXi)  -*-  6P(x,)  ^  c¥'{xj)  -*-  etc., 

F'x  étant  la  dérivée  d'ordre  le  plus  élevé  dont  nous  ayons  besoin, 
Xf,  Xji,  X3, ...  des  valeurs  de  x  inconnues,  mais  comprises,  entre 
les  valeurs  extrêmes  de  x.  Cela  posé,  soit  x,,,  une  valeur  de  x, 
comprise  aussi  entre  ces  valeurs  extrêmes  de  x,  on  aura 

f  es  (a  +  6  -I-  c  -I-  ••  •)  F'(Xyui)  -*- 
a[P(Xt)-P(X;,)]  +  6[p(x,)-P(x^)]  ^  c[P(x,)-P(x^)]-«-- 
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Par  hypothèse,  la  partie  de  e  écrite  sur  la  seconde  ligne  est 
très  petite.  On  pourra  donc  écrire  approximativement 

i=:{a  -4-6  +  c  4-  ...)P(x^). 

Cela  revient  à  mettre,  dès  le  début,  dans  Texpression  de  e,  ou 
même  dans  les  quantités  qui  ont  servi  à  trouver  e,  x^  au  lieu  de 
^i>  ^s»  ^3»  c^-  C  est  ce  que  nous  ferons  désormais,  de  sorte  que 
toute  égalité  où  entre  x    n'est  qu'approximative. 

S7.  Formules  de  Simpson  et  de  Weddle.  I.  L*élément  de  la 
première  formule  de  Simpson,  c'est-à-dire  {h(y^  +  ly^  +  y^)^ 
devient,  en  posant  y^  =-  F  (x), 

1  h[iF'(x)  ^  F'(x  +  A)  +  F'(x-i^)], 


et,  en  développant, 


3  36     ^  '^ 


L'aire  exacte  est 


F(x  +  A)  —  ¥(x  —  A)  =^  2AF'  -+-  -  A'F'"  •*•  —  P(x^). 
L'erreur  est  donc  approximativement 


-^*'PW-^/'P(x,)=iA'P(x,). 


Si  F'  (x)  est  du  second  ou  du  troisième  degré,  P  (x)  est  nulle. 
Donc  la  formule  de  Simpson  est  exacte  pour  une  parabole  du 
deuxième  ou  du  troisième  degré. 

Si  la  base  de  l'aire  à  mesurer  est  2nA,  l'erreur  pour  chaque 
élément  de  base  2A  est  de  la  forme  ^  A'  P  (x^)  et  ces  erreurs 
s'ajoutent,  puisque  F^  (x)  variant  peu,  ne  peut  pas,  en  général, 
changer  de  signe. 


•  « 
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IL    L'élément    de    la    seconde   formule    de  Simpson   peui 
s'écrire 

3 

-Th\F\x)  ^  3F'(x  -4-  A)  -4-  oF'{x  4-  âA)  4-  F'(x  ^  U)\ 
8    *- 

9  9  27  53 

=  3AF'  ^  -  A'F"-4-  -  A»F'''-4-  —  A*F''-4-  —  A»P(x^). 
2  2  8  \6  ^ 

L'aire  exacte  est 

9  9  27  Si 

F{x  +  Zh)—Fx=5hF'-^■-h'F"+-h''F"'+  —  h*F"-k-  j;rh*F'(x^). 

2  M  o  40 


L'erreur  est  donc,  approximativement, 

33  8i  3 


Cette  erreur  est  nulle  dans  le  cas  d'une  parabole  du  deuxième 
ou  du  troisième  degré. 

IIL  L'élément  de  la  formule  de  Weddle  est  : 

A  A[F'(x  —  3A) -+- 5F'(x  —  2A) -♦- F'(x  —  A) -4- 6F'(a?) 

-♦-  F' (x  -4-  A)  -+-  3F' (x  -4-  2A)  -+-  F'(x  -f-  3A)] 

81  7 

=  6F'  +  9A»F"'  -*-  rrA'P  H-  -  A'F'"(xA 

20  8  '^ 

L'aire  exacte  est 
F(x-4-3A)-  F(x-  3A)  =  6AF'+  9A'F"'  ^  ?1  p+  ?^  A^P"(x^). 


Donc  y 


7  243  i 

8  ^  '^^       280  ^  '^        UO  '^^ 


valeur  nulle  pour  les  paraboles  du  second,  du  troisième,  du  qua- 
trième et  (Ja^cinquième  degré. 
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IV.  La  valeur  approchée  de  la  seconde  formule  de  Simpson 
a  été  établie  de  manière  qu^elle  fût  exacte  pour  une  parabole 
du  troisième  degré  par  Newton  lui-même  (Gauss,  Werke,  III, 
p.  202). 

La  méthode  qui  a  servie  trouver  la  formule  de  Weddie  revient 
aussi  à  faire  en  sorte  qu'elle  donne  Taire  exacte  d'une  parabole 
du  5*  degré  dont  on  connaît  sept  ordonnées  (voir  plus  bas,  les 
notions  historiques  sur  les  diverses  formules).  Le  second  et  le 
troisième  résultat  donnés  plus  haut,  n'ont  donc  rien  que  de  très 
naturel. 

II  n'en  est  pas  de  même  du  premier.  La  valeur  approchée 
I  A(yi  "+"  ^Vi  "*-  Vz)  de  l'élément  a  été  obtenue,  comme  nous  le 
dirons  dans  l'historique,  en  en  cherchant  l'expression  qui  donne 
Faire  exacte  d'une  parabole  du  second  degré.  Cependant,  cette 
formule  est  exacte  aussi,  comme  nous  venons  de  le  voir,  pour 
une  parabole  du  troisième  degré.  C'est  là  un  théorème  curieux  (*) 
dont  la  formule  de  Gauss  exprime,  au  fond,  une  belle  générali- 
sation pour  les  paraboles  d'ordre  supérieur  à  ordonnées  non 
équidistantes  (Gauss,  Werke,  111,  pp.  163-196,202-206). 

11  en  existe  une  autre  généralisation  pour  les  paraboles  quel- 
conques d'ordre  pair,  comme  nous  allons  le  montrer,  avant  de 
continuer  la  recherche  de  l'erreur  pour  les  autres  formules. 


Théorèmes  sur  les  paraboles. 

S8.  Théorème  1.  Soit 

h  {ay,  -*.  6y,  -f-  cys  ^  .  .  -♦-  jfy,), 
une  formule  donnant  l'aire  exacte  d'une  parabole  d'ordre  p,  p 


[*)  Ce  théorème  donné  par  M.  Catalan,  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques, 
i^  série,  t.  XVI,p.3iS,  et  dans  le  Manuel  des  Candidats  à  l'école  polytechnique,  t.  II,  p. 
29JS,  a  été  retrouvé  par  M.  Parmentier  {Congrès  de  Montpellier  de  l'Associât  ion  française 
pour  l'avancement  des  Sciences,  -1879). 
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étant  inférieur  àn^  au  moyen  de  n  ordonnées  de  cette  parabole , 
distantes  entre  elles  d'une  qtumtité  h.  5t  on  applique  cette  formule 
à  une  courbe  y  «»  F'x,  l'erreur  commise  s  sera  de  la  forme 

En  effet,  considérons  une  parabole  d*ordre  p^  y  ^»  T  (^)» 
osculatrice  à  y  =  F'  (x),  en  un  point  quelconque  [X,  F'(X)], 
de  sorte  que 

r(X)  =  r(X).  /"(X)==r'(X).  ...,/>+'(X)=F^«(X).   (\) 

Soient 

flC|  ^  X  -4-  AA ,    Xf  Bs  X|  -I-  A,    X}  e=s  X]  H-  A ,    ...    x„  =  x»_t  •♦"  A , 

les  abcisses  correspondant  à  y^y  y^,  yg, ...,  y„.  Posons  : 

S  =  F(xJ-F(xO, 

«  =  /'W  — /"(x.), 
S'  =  A  [aF'(x,)  -H  6F' (x,)  -f-  •  •  •  -f-  sF'(xO], 
,'  =  A  [ar  (xO  H-  6/'  (x,j  +  . . .  -f.  gf  (x.)]. 

Développons,  suivant  les  puissances  de  A,  la  différence  S  —  «, 
en  ne  laissant  dans  le  développement  d^autre  abcisse  que  X.  A 
cause  des  relations  (1),  on  aura  évidemment 

S~«  =  A.A«^«P+«(x^), 

car  les  autres  dérivées  de  F,  f  sont  égales  et  f  ''^*  (x)  =  0.  Pour 

la  même  raison, 

S'  — <'=A^H-«FjH4(a:^), 

Mais,  diaprés  l'hypothèse  faite  sur  la  formule  qui  donne  s\  on  a 
s't^s.  Donc  : 

f  «=  S  —  S'  =  (A,  —  A,)  A'+«F^(x^)  =  AA'+*F^(X;,); 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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En  particulier, si  p'=(n —  1),  on  a  S  —  S'  =  A  A**'  P(x^), 
ce  qui  est  la  justification  de  la  méthode  de  quadrature  approchée, 
due  k  Newton,  dont  tl  est  parlé  au  n*  I,  pour  les  courbes  dont 
l'ordonnée  F  (x)  vérifie  les  conditions  énoncées  au  n'  36  (*). 

»».  Théorëiib  II.  Soit 

A  [«(y.  +  y,)  +  *  (y.  -^  y,-.)  -^  «(yi  +  y--i)  ■*-•-■]. 

une  expreuion  donnant  l'aire  exacte  d'une  parabole  d'ordre  3q , 
2q  étanl  inférieur  à  n,  au  moyen  de  n  ordonnée»  de  celte  para- 
bole, cette  expreuion  étanl  symétrique  par  rapport  aux  ordonnée» 
également  éloignée»  de»  extrêmes.  Si  on  applique  cette  formule  à 
une  parabole  d'ordre  2q  ■+■  i,  elle  en  dotwera  aussi  l'aire  exacte. 
Soient,  en  effet,  y  =  F'  (x),  l'équation  de  cette  parabole,  et 
2X  ■=  Xi  -»-  X,.  On  aura 

S-FW-F(x.)-F[x+l(n-1)*j-F[x-l(»-ln]. 

valeur  qui, développée,  ne  contient  que  des  puissances  impaires 
de  A,  Ensuite  : 


etc.l 


valeur  qui,  développée,  ne  contient  aussi  que  des  puissances  im- 
paires de  A.  D'après  le  n*  précédent,  le  premier  terme  de  la  dlF- 
férence  S  =  S'  est 

ou  plulAt, 


(*)  Si  l'on  leDijustifler  laméthods  de  Hewion,  an  «mployaDi  des  mcét  gnphiqaei,  on 
reeoDMlt  bien  lite  qa'l  pinir  du  troitiènie  degrt,  très  bootcdI  lei  p»rabol«»  t'teuUùt 
bUDconp  dsa  courbes  iiec  iMqoellei  olloi  ont  luuni  de  poinit  commimt  que  posùble. 


H^'(-i(- 

■.)*)-i"(x4(. 

-.,»)]. 

(6[f.(x-1„- 

•5)»).F.(x.i(„ 

-3)»)]*' 
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puisque  F'  (x)  est  d'ordre  (2^  -4-  1)  et  F""*''x  constant.  D*autre 
part,  cette  diiïérence  ne  contient  que  des  puissances  impaires 
de  A;  donc  A  =  0,  c'est-à-dire  que  S  =  S'. 
Corollaire.  Si  l'on  applique  la  formule 

à  une  courbe  y  =  F'  (x),  l'erreur  sera  de  la  forme 


ULTIO 


Calcul  de  l'erreur.  Formule  des  trapèzes,  de  Poncelet,  etc. 

40.  Formules  des  trapèzes,  de  Poncekt,  de  M.  Parmentier; 
formules  nouvelles.  1.  D'après  ce  que  Ton  a  vu  au  n"  32,  l'er- 
reur que  comporte  la  formule  des  trapèzes  est  égale,  approxima- 
tivement, à 

II.  Dans  la  formule  de  Poncelet,  Terreur,  pour  les  éléments 
extrêmes,  est 

Pour  les  éléments  intérieurs,  on  a,  d'après  le  même  numéro, 

III.  Dans  la  formule  de  M.  Parmentier,  Terreur,  pour  les  élé- 
ments extrêmes,  est 

f  =  (  i )  A'F'"  (X  J  =  4  A'F'"  M- 

\6       12/  ^'      12  ^  ^' 
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Pour  les  éléments  extérieurs,  Terreur,  au  contraire,  s'exprime 
en  AS  comme  il  est  évident,  d'après  32,  Il  et  36.  Si  Ton  prenait 
Terreur  totale  pour  tous  les  éléments,  on  pourrait  faire  en  sorte 
que  Terreur  ne  contienne  que  des  puissances  impaires  de  A, 
comme  on  Ta  vu  au  n""  39.  L'erreur  dans  la  formule  de  M.  Par- 
mentier  est  donc  du  troisième  degré  en  A,  mais  cette  erreur  en  A^ 
provient  uniquement  des  éléments  extrêmes. 

IV.  Enfin  les  deux  formules  nouvelles  étant  exactes  pour  des 
paraboles  du  deuxième,  et,  par  suite  (n''39),du  troisième  degré, 
l'expression  de  Terreur  est  de  la  forme 

4t.  Formule  de  M.  Catalan.  L'élément  a  dont  il  est  parlé 
au  n""  26,  a  pour  aire  exacte 

F(x  -H  A)  —  Fx  =  AF'  +  -  A'F"  -4-  -  A'F"'  -♦-  —  A*P'  {xA 

La  valeur  approximative  est  : 

—  A  [5F'  (x)  -♦-  8F'  (X  -+.  A)  —  F'  (x  -♦-  2A)] 

=  AF'  -♦-  -A'F"  -H  iA»F"'  -H  CA^F'^rx»). 
2  6  ^ 

L'erreur  est  donc 

nulle  dans  le  cas  d'une  parabole  du  second  degré,  et,  par  suite 
du  troisième  degré.  On  peut  déduire  ce  résultat  aussi  du  n""  32, 
III,  et  de  la  théorie  de  la  parabole. 

Si  Ton  prend  pour  F'(x)  l'ordonnée  moyenne  de  Taire  consi- 
dérée, il  est  clair,  d'après  le  n*  39,  que  Terreur  sera  de  la  forme 

AA»P(X;,), 

comme  pour  les  deux  formules  nouvelles  et  pour  celles  de 
Simpson. 
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Comparaison  des  formules. 

49.  Comparaison  au  point  de  vue  de  l'exactitude.  Si  Ton  géné- 
ralise les  résultats  trouvés  dans  le  §  XII,  en  traitant  divers  exem- 
ples, et  ceux  que  nous  avons  obtenus  dans  les  §§  XV I  et  XVIII, 
moyennant  les  hypothèses  du  n*  36,  on  peut  diviser  les  for- 
mules étudiées  en  trois  groupes. 

Le  prenuer  comprend  les  deux  formules  de  Simpson  et  celle 
de  Weddie,  qui  sont  exactes,  les  deux  premières,  pour  les  para- 
boles  du  2^  ou  du  3"*  degré,  la  dernière  pour  celles  du  î^, 
du  3"*,  du  4"*  et  du  K**  degré.  L'erreur  pour  les  deux  pre- 
mières est  de  la  forme  AA^P(x^),  pour  la  dernière  de  la  forme 
BA^P*(x;,).  Pour  arriver  i  cette  estimation  de  Terreur,  on  sup- 
pose, pour  les  premières,  que  F'(x),  F"(x),  F'"(ar),  F^C»),  P(x) 
sont  continues  et  que  P(x)  varie  peu,  dans  un  intervalle  ih  pour 
la  première,  dans  un  intervalle  3A  pour  la  seconde.  Pour  la  for- 
mule de  Weddie,  on  admet  que  F'(x)  et  ses  six  premières  déri- 
vées sont  continues  dans  un  intervalle  6A  et  que  F^(x)  varie 
peu  dans  le  même  intervalle  (*).  A  cause  de  ces  hypothèses  plus 
étendues  et  plus  nombreuses,  il  est  prol)able  que  la  formule  de 
Weddie  ne  peut  pas  être  mise  au-dessus  de  celles  de  Simpson. 
D^ailleurs,  quand  on  compare  les  formules  ici  en  question, d'après 
les  limites  supérieures  de  Terreur  commise,  limites  trouvées 
^  IV,  V,  VI,  on  reconnaît  que  la  première  formule  de  Simpson 
Temporte  sur  les  autres.  On  peut  donc,  en  réunissant  les  divers 
éléments  d'appréciation,  conclure  que  les  trois  formules  du  pre- 
mier groupe  ont  à  peu  près  la  même  valeur,  au  point  de  vue  de 
l'exactitude. 


(*)  One  formole  obcenae  par  Ii  mécbode  de  Côtes  et  exicie  pour  une  parabole  d'ordre  ■, 
eoodait  à  one  errear  de  la  fonne  AA»-***F»^  (x/k^  pour  une  courbe  y  ss  F(x),  moyennant 
(■-4-1)  conditions  de  continaité,  dans  nn  înlerraUe  aA,  et  poorm  qne  F*^(x)  varie  pen 
dans  cet  iaierralle.  Le  nombre  des  conditions  ponr  qne  la  formule  soit  très  exacte  croit 
donc  très  rapidement  aTéc  le  degré  d'euctitnde. 
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Le  second  groupe  contient  la  formule  de  M.  Catalan  et  les 
deux  formules  nouvelles.  Elles  sont  exactes  aussi  pour  les  para- 
boles du  S"'  et  du  3"*  degré  ;  Terreur  est  de  la  forme  AA*P(x^); 
mais  pour  arriver  à  ce  résultat,  nous  avons  supposé  que  F'(x)  et 
ses  quatre  premières  dérivées  sont  continues  dans  un  intervalle 
nA,  où  d^ailleurs  P(x)  varie  peu.  A  cause  de  la  grandeur  de  cet 
intervalle, en  général, ces  trois  formules  sont  probablement  moins 
exactes  que  les  précédentes. 

Le  troisième  groupe  comprend  les  autres  formules.  Celle  de 
M.  Parmentier  donne  un  résultat  très  voisin  de  celui  que  fournit 
la  première  formule  nouvelle;  Terreur  ne  dépend  de  A'  qu'à 
cause  des  éléments  extrêmes.  Il  est  donc  probable  quelle  vaut 
mieux,  en  général,  que  celle  de  Poncelet,  et  à  fortiori  que  la 
formule  des  trapèzes  (*). 

4S.  Comparaison  au  point  de  vtM  de  la  simplicité  des  calculs. 
Au  point  de  vue  de  la  simplicité  des  calculs,  les  neuf  formules 
considérées  forment  encore  trois  groupes,  presque  identiques  aux 
précédents. 

Le  premier  comprend  la  formule  des  trapèzes,  qui  est  la  plus 
facile  à  retenir,  puis  les  formules  de  Poncelet  et  de  M.  Parmen- 
tier qui  contiennent  moins  d*ordonnées,  enfin  la  première  for- 
mule nouvelle,  qui  est  la  moins  simple  des  quatre. 

La  formule  de  M.  Catalan  et  la  seconde  formule  nouvelle  for- 
ment le  second  groupe  :  elles  sont  un  peu  plus  compliquées,  à 
cause  de  la  quantité  d' qui  y  entre. 

Enfin,  les  formules  dont  l'application  entraine  les  calculs  les 
plus  pénibles  sont  celles  de  Simpson  et  de  Weddie,  qui  consti- 
tuent le  troisième  groupe. 

44.  Conclusion.  Si  Ton  n*a  pas  besoin  d'une  grande  approxi- 
mation, le  mieux,  d'après  ce  qui  précède,  est  de  recourir  à  la 


D  On  trooTe  dans  la  Statique  graphique  de  Culmano,  tradactioii  française,  Paria, 
Dunod,i880,pp.i03-i05,  une  discussion  sur  la  Talear  comparée  des  formules  de  Simpson 
et  de  M.  Parmentier  oU  il  essaie  de  prouver  que  la  dernière  est  supérieure  à  la  première. 
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formule  des  trapèzes,  ou,  si  le  nombre  des  ordonnées  est  impair, 
à  celle  de  M.  Parmentier,  qui  est  plus  exacte  et  exige  le  calcul 
de  beaucoup  moins  d*ordonnées. 

Si  Ton  veut  une  exactitude  plus  grande,  et  si  le  nombre  des 
ordonnées  est  pair,  on  prendra  la  formule  de  M.  Catalan.  Quand 
le  nombre  des  ordonnées  est  impair,  on  se  servira  plutôt  de  la 
première  formule  nouvelle,  qui  emploie  moins  d'ordonnées,  ou, 
si  Texactitude  est  requise  avant  tout,  de  la  première  formule  de 
Simpson. 

Les  autres  formules  peuvent  être  employées  dans  des  cas  spé- 
ciaux, par  exemple,  la  seconde  formule  de  Simpson,  dans  le  cas 
où  la  base  de  Taire  à  mesurer  est  divisée  en  3n  parties  égales. 


Historique. 

46.  Formules  de  Simpson  et  de  Weddle.  Thomas  Simpson  (*) 
a  publié  sa  formule  dans  ses  Mathematical  Dissertations ,  1743, 
p.  109  (**).  Au  fond,  il  cherche  Taire  des  trapèzes  curvilignes 
analogues  à  aABCc(Fig.  10),  en  substituante  la  courbe  ABC  une 
parabole  passant  par  les  trois  points  A,  B,  C  et  dont  Taxe  est  per- 
pendiculaire à  ac.  Cette  démonstration  a  passé  dans  la  plupart 
des  traités  de  calcul  intégral.  —  Poncelet,  dans  son  Introduction 
à  la  Mécanique  industrielle  (nM80,  pp.  187-190  de  la  2-  édi- 
tion, Metz,  1839;  3-- édition,  Paris,  1870,  pp.  194-197),  en  a 
donné  une  démonstration  élémentaire  comme  il  suit  :  Pour  trou- 


(*)  Né  en  4740,  mort  en  4764  ;  ne  pas  le  confondre  avec  son  contemporain,  Robert 
Simson,  né  en  4687,  mort  en  4764  aussi. 

(**)  Nous  empruntons  ce  renseignement  è  une  note  de  la  page  67,  de  la  célèbre  édition 
de  la  Résistance  des  Corps  solides  de  Na^ier,  donnée  par  M.  B.  de  Saint-Venant,  Paris, 
Dunod,  4664.  T.  Simpson,  dans  son  ouTrage  intitulé  :  The  Doctrine  and  Application  of 
Fluxions^  London  4750,  p.  S03,  fait  allusion  k  sa  formule,  mais  ne  la  donne  pas.  Probable- 
ment, les  Dissertations  de  Simpson  contiennent  aussi  sa  seconde  formule,  que  nous  aTons 
empruntée  à  un  ouvrage  de  Rankine  iUseful  Rules  and  Tables.  Fourth  Edition.  London, 
C.  Griffin  and  Cs  4873,  p.  65). 
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ver  l'aire  aABCc,  il  divise  ac  en  trois  parties  égales  au,  uv,  vc, 
et  mène  les  ordonnées  de  la  courbe  uU,  vV,  ainsi  que  les  cordes 
AU,  UV,  VC,  dont  la  seconde  UV  rencontre  6B  en  W.  L'aire 
curviligne  aABCc  est  un  peu  plus  grande  que  celle  du  polygone 
aAUVCc  qui  a  pour  mesure  î  A  (i/i  -*-  46W  ■+■  yj)  ;  en  rempla- 
çant ibW  par  la  quantité  uii  peu  plus  grande  iy,,  ce  qui  revient 
à  ajouter  au  polygone  aAUVCc,  quatre  foisie  petit  triangle  UBV, 
on  se  rapprochera  vraUembUiblement  de  l'aire  exacte  de  aABCc. 
—  MM.  Rouché  et  de  Comberousse,  dans  leur  Traité  de  Géomé- 
trie (l"  panie ,  Pms ,  Gmlh\er-V\nar»,  1879,pp.294-296)onl 
simplifié  cette  démonstration  en  remarquant  que  si  AC  coupe  6B 
eo  64,  Taire  du  trapèze  aACc  est  égale  à  |  A  (y,  +  i6A|  +  y,)  ; 
remplaçant  ibb,  par  ij/, ,  ce  qui  revient  à  ajouter  au  trapèze  tes 
\  du  triangle  ABC,  on  se  rapprochera,  vraisemblablement  encore , 
de  l'aire  cherchée.  —  Il  est  clair  qu'aucune  de  ces  trois  méthodes 
ne  fournil  une  vraie  démonstration  de  la  formule ,  puisque  l'er- 
reur maxima  commise  n'est  pas  évaluée  (*). 


!*)  Daoi  les  KoavelUt  Annaltt  de  Matkématiqaei ,  l"  %tnt,  I.  XV,  pp.  S^-393,  un 
ADaajme  met  U  formate  de  Simpaoa  sous  li  fornifl  <  =  f  +  J  (1  —  mO  el  dit  que  Sijgej 
en  1  doané  nue  d^monslnlioD  umpte  dau  u  Gio  mitrlt  iUmtnttùre,  Notu  D*aToni  pu 
cDDiolier  cet  wiTnge. 
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Nous  ignorons  où  la  formule  de  Weddie  a  élé  publiée  pour  la 
première  fois.  Nous  Tavons  empruntée  à  la  traduction  allemande 
du  Calcul  des  différences  de  Boole,  qui  lobtient  en  assimilant  la 
courbe  dont  on  cherche  Taire  à  une  parabole  du  6*^  degré  et 
altérant  légèrement  le  résultat,  de  manière  qu'il  soit  exact  pour 
une  parabole  du  5"*'  degré  (*). 

46.  Formule  de  Poncelet  et  de  M.  Parm  entier.  La  formule  de 
Poncelety  exposée  par  lui  dans  son  Cours  de  la  faculté  des  sciences 
de  Paris,  n'a  pas  été  publiée  par  son  auteur,  mais  elle  s'est  rapi- 
dement répandue.  D'après  M.  de  Saint-Venant,  dès  185i,  elle  est 
donnée  déjà  dans  le  Traité  élémentaire  de  Mécanique  de  M.  Sonnet. 
On  la  trouve  maintenant  dans  la  troisième  édition  de  la  Méca- 
nique industrielle t  publiée  par  M.  Krelz,  pp.  197-901. 

La  formule  de  M.  Parmentier  a  été  trouvée,  en  1854,  par  ce 
savant  officier  (alors  capitaine,  maintenant  général),  et  publiée, 
dans  le  n°  16  du  Mémorial  de  Voffider  du  Génie  vers  le  milieu 
de  cette  année,  puis  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques, 

I  '"^  série,  t.  XIV  (1855),  pp.  370-384.  La  démonstration,  au  fond, 
ne  diffère  pas  de  celle  qui  a  été  donnée  plus  haut.  Le  général 
Piobert  arrivait,  quelques  mois  après,  à  la  même  formule,  par  une 
voie  moins  nette,  dans  un  article  publié  en  septembre  1854,  dans 
les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  1**  série,  t.  XIII,  pp.  3S3- 
331.  M.  le  général  Parmentier  est  revenu  sur  sa  formule,  en  1876, 
dans  un  article  intéressant,  inséré  dans  le  tome  XV,  ^  série 
pp.  241-251,  du  même  recueil,  où  il  donne,  comme  nous  Tavons 
fait  plus  haut,  l'estimation  de  Terreur  maxima  qu'elle  comporte. 

II  remarque,  de  plus,  qu'on  arrive  à  cette  formule  en  retranchant 
de  ^s  (Fig.  2)  l'aire  des  trapèzes  aAB6,  kKLl,  puis  l'aire  curvi- 
ligne bBKkb,  calculée  par  la  formule  de  Simpson.  Cette  nouvelle 
démonstration  de  la  formule  de  Parmentier  fait  saisir,  sous  un 
nouveau  point  de  vue,  la  raison  de  son  exactitude  supérieure  à 
celle  de  la  formule  de  Poncelet.  Un  travail  un  peu  plus  étendu 


(*)  Die    Grundlehren    der   endtichen    Differenten-   und  Summenrechnung   Ton 
C.  BoOLE.  Deutsch  bearbeitet  von  C-H.  Scbnuse.  Braunschweig,  Leibrok,  i867,  pp.  40-41. 
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sur  le  même  sujet,  avait  été  présenté  par  M.  Parmenlier  à  TAsso- 
ciation  française  pour  Tavancement  des  sciences,  dans  sa  réunion 
de  Nantes,  en  1875,  et  se  trouve  dans  le  Compte  rendu  de  cette 
réunion,  pp.  179-200.  Ce  sont  ces  divers  mémoires  de  M.  Par- 
mentier  qui  nous  ont  inspiré  les  recherches  contenues  dans  le 
présent  travail. 

49.  Formule  de  M.  Catalan.  M.  Catalan  a  publié  sa  formule 
en  1851  (Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  l'*' série,  t.  X, 
pp.  412-415).  Il  Tobtient  en  regardant  Taire  curviligne  aAB6, 
comme  celle  d*une  parabole  à  axe  parallèle  à  Aa,  et  passant  par 
A,  B,  C,  Taire  curviligne  ABCc,  comme  celle  d*une  parabole  ana- 
logue passant  par  B,  C,  D;  et  ainsi  de  suite  jusque  Taire  ilKLl 
qu'il  calcule  comme  Simpson.  Il  refait  ensuite  des  calculs  ana- 
logues en  sens  inverse,  en  partant  de  L  et  marchant  vers  A,  de 
sorte  que  Taire  ILKk  est  maintenant  regardée  comme  celle  d'une 
parabole  analogue  passant  par  L,  K,  I  et  ayant  un  axe  parallèle 
à  Aa;  kKli,  Taire  d'une  parabole  analogue  passant  par  K,  I,  L; 
enfin  Taire  cCBÂa  est  calculée  comme  chez  Simpson.  La  moyenne 
des  deux  résultats  obtenus  donne  la  formule  de  M.  Catalan. 


NOTE 


Unb  formule  inédite  de  m.  Parmentier. 

M.  le  général  Parmentier  nous  autorise  à  publier  ici  une  formule 
inédite,  à  la  fois  très  simple  et  très  exacte,  qu'il  a  trouvée  en  cher- 
chant à  perfectionner  celle  que  nous  avons  donnée  au  n*  7. 

Cette  formule  peut  s'écrire,  en  se  servant  des  notations  de  notre 

mémoire, 

S  =pi  (approximativemeot), 

2  6  6 

Il  est  clair  que  pi,  étant  inférieur  à  SAP  ou  M  {d  surpasse  H\ 
V.  \9 
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d*après  le  n""  40),  et  supérieur  à  p,  et,  par  suite,  h  m,  Terreur  que 
comporte  la  nouvelle  formule  est  inférieure  à  la  plus  grande  des  deux 
différences  M  —  pi,  pi  —  m,  c'est-à-dire  à  la  seconde,  ou  à  |  &c(  -4- 1  hd\ 
et,  à  fortiori,  k\hd. 

On  reconnaît  aisément  que  la  formule  Scsapi  est  exacte  pour  une 
parabole  du  2'  ou  du  3*  degré,  par  des  raisonnements  analogues  k 
ceux  du  n°  55  et  par  le  théorème  du  n°  59. 

Si  on  rapplique  aux  quatre  exemples  du  §  XII,  on  trouve  : 

Pt  =  S;      p4=S  — 65;      p,  =  S-+-89;      p,«S-i-H. 

Enfin,  on  peut  écrire 

Pj  =  3«  — 2C, 

relation  inattendue  entre  la  nouvelle  formule  et  celles  de  Simpson  et 
de  M.  Catalan.  On  peut  en  conclure  qu'il  est  inutile  d'employer  cette 
dernière  dans  le  cas  où  la  base  de  Taire  à  mesurer  est  divisée  en  un 
nombre  pair  de  parties  égales,  puisque  la  nouvelle  formule,  qui 
comporte  des  calculs  beaucoup  plus  simples,  est  probablement  tout 
aussi  exacte. 
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MEMOIRE 


SUR  LA 


THÉORIE  DE  LA  COURBURE  DES  SURFACES 


PAB 


M.  le  V"  de  SALVERT 

Doetror  è«-icimecft, 
ProfetMor  a  la  Paenltë  des  Mienert  de  ruaiverallé  ratbolique  de  Lille. 


Dans  la  plupart  des  ouvrages  qui  traitent  de  l'analyse  infinité- 
simale, la  théorie  de  la  courbure  des  surfaces  se  trouve  exposée 
d*après  Monge,  en  supposant  Téquation  de  la  surface  préalable- 
ment résolue  par  rapport  à  Tune  des  trois  variables;  en  d'autres 
termes,  les  formules  qui  y  sont  établies  sont  toutes  exprimées  à 
Taide  des  dérivées  partielles  p,  q,  r,  s,  t. 

Cette  façon  de  procéder  présente,  à  notre  avis,  deux  inconvé- 
nients graves  :  d'abord  elle  détruit  la  symétrie  entre  les  trois 
variables,  ce  qui  est  un  désavantage  sérieux  dans  une  foule  de 
questions,  notamment  de  mécanique,  ou  de  physique  mathéma- 
tique,  où  la  symétrie  est  le  seul  fil  conducteur  qui  permette  de  se 
retrouver  au  milieu  de  la  complication  des  calculs;  en  second 
lieu  l'application  de  ces  formules  exige ,  ou  bien  que  l'on  ait 
d'abord  résolu  l'équation  de  la  surface  par  rapport  à  l'une  des 
variables  pour  ensuite  en  calculer  directement  les  dérivées  par- 
tielles par  rapport  aux  deux  autres,  ou  bien,  si  la  précédente 
opération  est  impossible,  que  Ton  calcule  la  valeur  de  ces  déri- 
vées à  l'aide  du  théorème  des  fonctions  implicites,  et  l'on  se  trouve 
alors  conduit  à  des  substitutions  fastidieuses  et  généralement 
assez  pénibles,  précisément  à  cause  du  défaut  total  de  symétrie* 

Ayant  éprouvé  moi-même  dans  plusieurs  recherches  le  besoin 
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de  formules  relatives  à  la  courbure  des  surfaces,  où  la  symétrie 
complète  entre  les  trois  variables  fût  conservée,  je  pense  faire 
quelque  chose  d*utile  en  établissant  à  nouveau  dans  ce  travail 
les  formules  relatives  à  cette  théorie  de  manière  à  satisfaire  à  la 
condition  que  je  viens  de  dire,  et  dont  l'importance  ne  sera  pas 
contestée  par  quiconque  est  obligé  d*employer  fréquemment 
l'instrument  analytique. 

Cette  étude  d'ailleurs,  tout  en  poursuivant  son  but  immédiat 
que  je  viens  de  définir,  fournirait  elle-même,  s'il  en  était  besoin, 
une  nouvelle  démonstration  de  l'avantage  considérable  qu'il  y  a 
à  conserver  la  symétrie  partout  où  elle  existe  à  priori  par  la 
nature  même  de  la  question  ;  car  bien  que  les  calculs  que  nous 
allons  effectuer  présentent  un  beaucoup  plus  grand  nombre  de 
termes  que  dans  la  théorie  classique,  et  paraissent  souvent  à 
première  vue  très  difficiles  à  mener  à  bonne  fin,  on  sera  surpris 
de  la  facilité  avec  laquelle  la  symétrie  permettra  de  les  achever, 
pour  conduire  en  définitive  à  des  formules,  sinon  aussi  simples, 
du  moins  plus  faciles  à  retenir  et  beaucoup  plus  élégantes  que 
celles  qui  sont  généralement  en  usage. 

Mais  pour  simplifier  autant  que  possible  récriture  de  ces  for- 
mules, et  débarrasser  ainsi  nos  calculs  de  toute  complication  ma- 
térielle qui  ne  résulte  pas  de  la  difficulté  même  de  la  question, 
nous  demanderons  la  permission  d'apporter,  dans  le  courant  de 
ces  quelques  pages,  aux  notations  différentielles  en  usage  une 
modification  qui  simplifiera  considérablement  les  écritures,  sans 
nuire  en  aucune  façon  à  la  clarté  et  à  la  précision  des  signes  ;  et 
cela  en  raison  du  caractère  analytique  spécial  des  formules  que 
nous  aurons  à  considérer  dans  cette  étude,  lesquelles  présentent 
toutes  la  forme  de  polynômes  entiers,  formés  avec  les  dérivées 
partielles  soit  de  la  fonction  (p  (x,  y,  z),  premier  membre  de 
l'équation  de  la  surface,  soit  d'autres  fonctions  qui  en  dépendent 
d'une  façon  très  simple.  Si,  de  plus,  nous  énonçons  ce  fait  que  les 
variables  indépendantes  x,  y,  z  ne  figureront  jamais  explicitement 
dans  ces  formules,  on  voit  que  nous  n'introduirons  aucune  ambi- 
guïté ,  en  convenant  de  supprimer  haut  et  bas  dans  les  notations 
des  dérivées  partielles  la  caractéristique  d,  en  laissant  subsister 


—  293  —  5. 

toutefois  les  exposants  dont  elle  est  affectée,  en  sorte  que  pour  nous, 

« 

f      f      f      f'      f'      f'      f*       f*       ?'       9* 

X    y    z    X*    y*    z^    yz    zx    xy    ar 
représenteront  respectivement 

df     df     df    (Tf  .  rf^ç»     (T^i      cPf       cPf        cPf      d* f 


«  ••• 


dx     dy    dz    cfx'     dy'     c/z*    dydz    dzdx    dxdy     dx^ 
tandis  que  nous  aurons  soin  de  dénoter  par 

(fV.  (iV.  (iV.  II.  Il,  11,... 

\xl       \yl       \zl      y  z     z  X     x  y 
les  carrés  ou  produits 

(dfY   MfY   l^'^Y  ^^  ^^    ^^  ^5*    ^'^  ^^ 
dxl       \dxl       \dzl      dy  dz      dz  dx      dx  dy 

De  plus,  nous  emploierons  fréquemment  la  notation  des  paro- 
mètres  différentiels  des  /•'  et  2^  ordre,  introduite  en  analyse  par 
Lamé  (*),  et  nous  conviendrons  de  poser  avec  lui,  quel  que  soit  f , 


^'=\/(â'-©'-(ir 


(le  radical  étant  toujours  supposé  pris  positivement)  et 

"      dx*      dy*      dz* 
c'est-à-dire,  avec  nos  notations, 


symboles  qui,  en  raison  de  leur  retour  fréquent  dans  nos  calculs, 
nous  seront  de  la  plus  grande  utilité. 


(*)  Voir  Leçons  sur  les  coordonnées  curvUignes,  f  HI,  pages  6  et  6. 
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Ces  conventions  admises  une  fois  pour  toutes ,  nous  aborde- 
rons cette  étude  en  établissant  à  nouveau  l'expression  du  rayon 
de  courbure  d'une  section  normale  d'où  nous  déduirons  toute  la 
suite  de  notre  théorie. 


I.  —  Rayon  de  courbure  d^une  section  normale. 

On  établit  souvent  la  formule  relative  à  cet  objet,  de  manière 
à  donner  simplement  la  grandeur  du  rayon  de  courbure,  sans  se 
préoccuper  de  la  direction  de  ce  rayon,  c'est-à-dire  sans  spécifier 
suivant  lequel  des  deux  sens  de  la  normale  il  doit  être  porté,  à 
partir  du  point  considéré  (*). 

Nous  déterminerons  à  la  fois  la  grandeur  et  la  direction  du 
rayon,  en  procédant  de  la  façon  suivante. 

Considérons  d'abord  une  courbe  quelconque,  tracée  sur  la 
surface.  —  L'une  de  ses  équations  sera  l'équation  même  de  la 
surface 

laquelle,  étant  différentiée  deux  fois  en  laissant  arbitraire  la 
variable  indépendante,  donnera  successivement  suivant  nos  no- 
tations : 


et 


(0) 


X  y  z 

X  \x'  xy  xz     f 

Id'z  ^  (^dx'h^dy'h^dz]dz  =  0. 
z  \zx  zv  z       / 


(*)  Cette  lacune  regrettable  semble  exister  notamment  dans  l'ouTrage  classique  de 
Duhamel,  intitulé  Élément*  de  calcul  UifinUésimaïf  si  excellent  d'ailleurs  à  beaucoup 
d'égards  ;  car  il  n'indique  pas  clairement  comment  l'on  reconnaîtra  suivant  lequel  des 
deux  sens  de  la  normale  le  rayon  de  courbure  devra  être  porté.  —  (Voir  t.  II,  n«*  346-841, 
pp.  333  k  337.) 
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Si  maintenant  nous  adoptons  pour  variable  indépendante  Tare 
de  la  courbe  compté  à  partir  d*un  point  quelconquCi  il  nous  suf- 
fira de  diviser  tous  les  termes  de  Téquation  précédente  par  cb', 
pour  obtenir  une  équation  en  termes  finis  correspondante!  qui 
sera  en  ordonnant  : 

^f  9  dy  dz       ^  9  9  dz  dx       ^  9  9  dx  dy 

-1-2--— 1-2-- h2^- ^=-0. 

y  z  ds  ds  z  X  ds  ds  x  y  ds  ds 

Or,  si  Ton  se  reporte  à  la  théorie  connue  des  courbes  dans 
respacCi  on  voit  que  dans  cette  équation  les  dérivées  premières 
^9  ^9  ^  ne  sont  autre  chose  que  les  cosinus  a,  b,  c  des  angles 
formés  par  les  axes  coordonnés  avec  la  tangente  au  point  (x,  y,  z), 
et  les  dérivées  secondes  ^'  0'  ^  sont  de  même  ce  que  Ton 
pourrait  appeler  les  projections  de  la  courbure  sur  les  trois  axes 
coordonnés,  c*est-à-dire  que  Ton  a,  en  grandeur  et  en  signe, 

fPx        i  (Py       \  (Pz        \ 

-r-r  =»   —  COS>,       -4-  =  —  ces  tt,      -r-r  =^  —  COSV  (  ), 

ds"        R         '     d«'        R        ^'     ds*       R  ^' 


(*)  Le  moyen  le  plus  rapide  de  retrouver  ces  formules,  au  cas  où  on  les  aurait  oubliées, 
consiste  à  partir  des  principes  fondamentaux  et  bien  connus  de  la  cinématique,  en  sup- 
posant les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  exprimées  en  fonction  de  la 
variable  auxiliaire  s,  ce  qui  revient  à  écrire  les  équations  de  la  courbe  sous  la  forme 

et  supposant  ensuite  cette  courbe  parcourue  par  un  mobile  animé  du  mouvement  uni- 
forme «  «  (. 

On  voit  de  suite  que  les  composantes  de  raccélération  suivant  les  axes  seront  exprimées 
en  grandeur  et  en  signe  par 

Or,  le  mouvement  étant  uniforme,  l'accélération  se  réduit  à  sa  composante  normale  j^  > 
ou  simplement  ^  dans  le  cas  actuel,  puisque  l'on  suppose  v  <=  ^  —  1.  De  plus,  l'accéléra- 
tion centripète  étant  toujours  dirigée,  comme  son  nom  l'indique,  vers  le  centre  de  cour- 
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en  désignant  par  R  la  grandeur  du  rayon  de  courbure ,  et  par 
ï^  II,  V,  les  angles  que  forme  sa  direction  avec  les  axes  coor- 
donnés. 

En  substituant  donc  ces  valeursi  Téquation  précédente  pourra 


s'écrire 


—    —ces  X  H COSfA  -♦--COSy  1 

RVx  V  2        / 


y 

x'  y'  z'  y  z  zx  x  y 

ou  SOUS  une  forme  plus  abrégée 

(1)   .     .     — — I— cos> -♦--cosf* -4- -cosv)  =F(a,6,c), 

R  \x  y  z        I 

en  convenant  de  poser  dorénavant 

(i)  F(a,  6,  c)  =.  a» -.  -►-  6»!.  -♦-  c» -,  ^  26c -^  -♦-  2ca-^  h-  2a6  — • 

x"    y     z'     yz     zr     xy 

Prenons  maintenant,  pour  cette  courbe  demeurée  jusqu'ici 
totalement  arbritraire,  précisément  la  section  normale  que  nous 
avons  en  vue.  —  La  tangente  spéciGée  par  les  trois  cosinus  a,  6,  c 
ne  sera  autre  chose  que  la  trace  de  cette  section  normale  sur  le 
plan  tangent  au  point  considéré.  De  plus,  les  trois  cosinus  cos  \ 
cos  fx,  cos  y  seront  déterminés  au  signe  près,  car  il  n  y  aura  à 
hésiter  qu'entre  les  deux  directions  de  la  normale  au  même  point, 
c'est-à-dire  entre  les  deux  systèmes  de  valeurs  : 

X  y  z 

(3)      .       .        cos  A  =  -T »       cos  tt   =a  — .       cos  V  = 


Aif  '        A,5>  Aif 


bure,  c'est-à-dire  précisément  suivant  la  direction  du  rayon  de  courbure  de  la  trajec- 
toire, les  mêmes  composantes  de  l'accélération  se  trouvent  exprimées,  en  grandeur  et  eti 
Mtgne,  par 

cos  X ,      -  cos  M ,     p  cos  y. 

En  égalant  respectivement  ces  expressions  aux  trois  précédentes,  on  obtient  précisé- 
ment la  formule  que  nous  voulions  rappeler. 
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et 

X  y  z 

(4)    .     .     cos>s=— - — I     cos/u=-- — >     cosy  = 

ùiif  Al?  Aif 

Ces  deux  systèmes  de  valeurs  correspondant  chacun  à  un  sens 
parfailement  déterminé  de  la  normale  en  chaque  point,  nous 
nous  en  servirons  pour  caraclériser  le  sens  de  la  normale  auquel 
ils  se  rapportent,  et  nous  conviendrons  de  désigner  par  l'expres- 
sion abrégée  de  sen$  positif  de  la  normale  celui  auquel  convien- 
nent les  valeurs  (3),  et  par  celle  de  sens  négatifs  le  sens  auquel 
se  rapportent  les  valeurs  (4). 

Cela  posé,  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  Téquation  précé- 
dente (1)  donnera,  suivant  que  Ton  adoptera  Tun  ou  Tautre 
système, 

'"  =  F(a,6,c), 


àif 


^  R 

et  Al?  étant  ainsi  que  R  jusqu'ici  supposé  essentiellement  positif, 
on  voit  qu'il  faudra  dans  chaque  cas,  pour  réaliser  la  con- 
cordance des  signes,  s'arranger  pour  obtenir  dans  le  premier 
membre  précisément  le  signe  du  polynôme  F  {a,  6,  c),  qui  forme 
le  second  membre. 

Or,  pour  obtenir  ce  résultat,  on  voit  qu'à  cause  du  signe  — 
qui  précède  le  premier  membre  de  l'équation  (1),  il  sera  néces- 
saire d'adopter  pour  cos  X,  cosft,  cosy,  les  valeurs  (3)  si  F(a^  b,  c) 
est  positif,  et,  au  contraire  les  valeurs  (2),  si  F  (a,  6,  c)  est  néga- 
tif. —  La  direction  du  rayon  de  courbure  sera  donc  forcément 
le  sens  négatif  de  la  normale  dans  le  premier  cas,  et  le  sens  po- 
sitif de  la  normale  dans  le  second. — Le  signe  de  l'expression  (2) 
suffira  ainsi  dans  tous  les  cas  pour  déterminer  la  direction  du 
rayon  de  courbure. 

Afin  de  n'avoir  pas  à  tenir  compte  du  double  signe  qui  figure 
dans  réquation  précédente,  et  en  vue  de  simplifier  l'énoncé  des 
résultats  auxquels  nous  parviendrons  dans  la  suite,  nous  con- 
viendrons dorénavant,  comme  on  le  fait  généralement,  de  donner 
un  signe  aux  rayons  de  courbure,  c'est-à-dire  de  considérer  désor- 
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mais  R  comme  représentant,  non  plus  la  grandeur  absolue  du 
rayon,  mais  la  grandeur  de  ce  rayon  prise  avec  le  signe  +  ou  le 
signe  — ,  selon  le  sens  de  la  normale  suivant  lequel  il  est  dirigé. 
Si  nous  convenons,  par  exemple,  de  considérer  R  comme 
positifs  lorsque  le  rayon  est  dirigé  dans  le  sens  négatif  Ae  la  nor- 
male, et  inversement,  il  résulte  immédiatement  de  la  discussion 
qui  précède,  que  nous  aurons  dans  tous  les  cas,  en  grandeur  ei 
en  signe f 

(») ^=F(a.6,c). 

car  les  deux  membres  de  cette  équation  se  trouveront,  dans  les 
mêmes  circonstances,  ou  tous  deux  positifs,  ou  tous  deux  né- 
gatifs. 

La  grandeur  et  la  direction  du  rayon  de  courbure  se  trouve- 
ront ainsi  déterminés  à  la  fois,  à  Taide  des  conventions  qui  pré- 
cédent, par  la  seule  formule  (S),  laquelle  étant  résolue  par  rapl 
port  à  R,  donne  : 

F(a.6,ci' 
ou  ce  qui  est  la  même  chose,  d  après  Téquation  (2), 


(G)     R.  -^ 


a«  -.  -i-  6«  ^.  -^  c*  ^  ^  26c  —  -♦-  ^ca~  -^  î2a6— 
x'  t/'  z*  yz  zx  xy 

Nous  allons  chercher  maintenant  à  étudier  à  Taide  de  cette 
formule  la  loi  de  variation  de  la  grandeur  et  de  la  direction  du 
rayon  de  courbure,  lorsque  le  plan  de  la  section  tourne  autour 
de  la  normale. 
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II.  —  Rayons  de  courbure  principaux  et  sections  principales. 

La  formule  que  nous  venons  d*établir  pour  le  rayon  de  cour- 
bure d'une  section  normale  faisant  connaître  comment  la  gran- 
deur de  ce  rayon  varie  avec  Forientation  de  cette  section,  la 
recherche  des  plus  grandes  ou  des  plus  petites  valeurs  de  ce 
rayon,  ainsi  que  des  directions  auxquelles  elles  correspondent, 
constitue  évidemment  un  des  problèmes  les  plus  importants  de 
la  théorie  de  la  courbure  des  surfaces. 

On  étudie  le  plus  souvent  la  loi  de  cette  variation  et  les  ques- 
tions qui  s*y  rattachent,  à  Faide  de  considérations  géométriques 
fort  ingénieuses,  inuroduites  dans  la  science  par  Charles  Dupin 
et  que  nous  déduirons  aussi  de  notre  formule  fondamentale  (6) 
dans  le  paragraphe  suivant 

Mais  tout  d^abord,  nous  préférons  rester  sur  le  terrain  pure- 
ment analytique,  el  nous  croyons  suivre  une  voie  plus  logique  et 
plus  nalurelle,  en  déduisant  toute  celte  recherche  de  la  notion 
même  du  maximum  et  du  minimum,  et  appliquant  immédiate- 
ment à  la  formule  qui  donne  Texpression  du  rayon  de  courbure 
les  méthodes  générales  exposées  pour  cet  objet  en  analyse.  Nous 
retrouverons  ainsi  par  un  chemin  plus  direct,  quoique  assuré- 
ment moins  rapide,  tous  les  résultats  essentiels  de  la  théorie,  et 
nous  n*aurons,  pour  ainsi  dire,  qu'à  les  rappeler,  lorsque  dans  le 
paragraphe  suivant  nous  viendrons  à  parler  de  V Indicatrice. 

Adoptant  donc  comme  point  de  départ  cette  formule  (6),  ou 
mieux  encore  la  formule  (5),  et  remarquant  que  la  quantité  Àtf 
est  constante  en  chaque  point,  la  recherche  des  rayons  de  cour- 
bure maximum  ou  minimum  se  réduira  pour  nous  à  la  recherche 
du  maximum  ou  du  minimum  de  la  fonction  F(a,  6,  c),  détiuie 
par  réquation  (2),  les  trois  variables  a,  6,  c  étant  assujetties  à 
vérifier  les  deux  équations 

(7) {     X         y        z 
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Pour  cela  la  méthode  générale  conduit  à  différentier  ces  deux 
équations  ainsi  que  Téquation  (5)i  ce  qui  nous  donnera  les  trois 
suivantes  : 

F  F  F 

-  rfa  -4-  -  d6  H de  =  0y 

abc 

-  rfo  -4-  -î^  de  -*-  -  rfc  =  0, 
X  y  z 

ada  •+•  bdb  -4-  edc  =  0, 

et  à  éliminer  ensuite  entré  ces  trois  dernières  équations  les  trois 
différentielles  da,  dby  de.  Qr»  cette  élimination  se  fera  immédiate- 
ment en  égalant  leur  déterminant  à  zéro,  c*est-à-dire  en  écrivant 
réquation 

a  fl  f  ^  I  ?U  ôf-^  -  -  I  !]  +  cf-^  -  -  -^-)  =0, 
\y  c        z  bl         \z  a        x  el         \x  b        y  al 

laquelle,  étant  jointe  aux  deux  équations  (7),  déterminera  les 
systèmes  des  valeurs  de  a,  6,  c,  auxquelles  correspondent  les 
maximum  ou  minimum  de  R,  et,  ces  valeurs  étant  connues, 
réquation  (5)  ou  (6)  fournira  ensuite  la  valeur  de  ces  maximum 
ou  minimum. 

Le  but  cherché  serait  donc  atteint,  si  Ion  pouvait  résoudre  le 
système  formé  par  les  deux  équations  (7)  el  Téquation  que  nous 
venons  d*écrire.  Or,  parmi  ces  trois  équations,  deux  étant  du 
second  degré,  la  chose  parait  impossible  au  premier  abord,  car, 
en  pareil  cas,  l'élimination  de  deux  des  inconnues  conduit  en 
général  pour  la  troisième  à  une  équation  de  degré  supérieur  que 
Ton  ne  peut  résoudre.  Mais  en  y  regardant  de  plus  près,  on  voit 
qu'ici  cette  résolution  est  possible,  parce  que  sur  ces  trois  équa- 
tions deux  sont  homogènes,  dont  Tune  linéaire,  ce  qui  détermine 
le  rapport  des  inconnues  à  Taide  d'une  équation  du  second  degré 
seulement;  et  ce  rapport  une  fois  connu,  la  troisième,  c'est-à-dire 
la  seconde  équation  (7),  détermine  leurs  valeurs  sans  aucune 
difficulté. 

Toutefois  nous  ne  suivrons  pas  cette  méthode  qui  nous  con- 
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duirait  à  des  formules  dénuées  de  symétrie  et  compliquées  de 
radicaux,  et  au  lieu  de  chercher  ainsi  à  déterminer  d'abord  a,  6,  c 
pour  en  conclure  la  valeur  de  R,  nous  adopterons  une  marche 
inverse  consistant  à  déterminer  d'abord  directement  les  valeurs 
des  rayons  de  courbure  maximum  ou  minimum  et  à  en  déduire 
ensuite  la  direction  des  sections  correspondantes. 

Nous  y  arriverons  facilement  à  Taide  de  lartifice  suivant. 

Considérant  pour  un  instant  dans  Téquation  immédiatement 

P     F     F 

précédente  les  dérivées ->  ^  >- 1  comme  des  coefficients,  nous 
assimilerons  cette  équation  à  une  équation  linéaire  homogène 
en  a,  6,  c,  et  la  joignant  à  la  première  des  équations  (7),  nous 
les  mettrons  toutes  deux  sous  la  forme  de  rapports  égaux,  par  le 
procédé  connu,  ainsi  qu'il  suit  : 


y\xb      y  al      z  \z  a      xcl       z\yc       zbl      x\x6      y  al 


x\z  a      xcl     yvyc      zbl 

Nous  écrirons  ensuite  ces  rapports  d'une  façon  plus  simple, 
en  ajoutant  et  retranchant  au  dénominateur  de  chacun,  respecti- 
vement les  termes  (^)'^'  (zfl'  (f)'c'  et  posant,  pour  abréger 
l'écriture, 

«  p      (p  F      9  F 

(8) n(a,6,c)=i--t-f~-4-î-. 

X  a      y  0      z  c 

Puis  nous  multiplierons  chaque  rapport  haut  et  bas  respecti- 
vement par  a,  6,  c,  et  ayant  alors  égard  aux  équations  (7)  et  (5)» 
ainsi  qu  à  l'identité 

F  F  F 

(8"')    ....    a- -*- 6--*- c-  =  2F(a,6,c), 
'  abc 

m 

qui  résulte  de  l'homogénéité  de  la  fonction  F  (a,  6^  c)  définie  par 
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l'équation  (2),  nous  obtiendrons  ainsi  la  suite  de  rapports  égaux 


'  n(o, 

X 

b,e)- 

F 

a 

ï,  6,  c)  - 

-HC' 

F 

în(o,6,c)- 

z 

F 

--Aîy 
C 

1 

\     X 

V 

cl)n 

i(o,6,c)- 

-(aï 

-^ 

c^AÎ,     - 

«Aï/ 

d*où,  en  comparant  simplement  les  trois  premiers  rapports  au 
dernier  et  chassant  les  dénominateurs,  nous  obtiendrons  défini- 
tivement les  trois  équations  linéaires  et  homogènes  : 


j  In(«,6,c)--A;f  =-2a^, 
X  a  R 

,9  F  AÎ9 

(î))     ....     (  ln(a,6,c)— -AÎ?  =  -26-^-î, 

9  F  AN 

-?  n(a,6,c)--AV  =  -2c-^% 

Z  C  H 

lesquelles  se  réduisent  en  réalité  à  une  seule  distincte  des  équa- 
tions (7),  comme  il  est  nécessaire  pour  qu'elles  soient  compati- 
bles; car,  si  on  les  ajoute  successivement  multipliées,  d'abord  par 
a,  6,  c,  puis  par  ^>  ^'  |'  on  obtient  deux  identités  en  vertu  des 
équations  (5),  (7),  (8),  et  de  la  formule  (8"')  qui  exprime  l'ho- 
mogénéité de  la  fonction  F(a,  6,  c). 

Les  équations  qui  précèdent,  jointes  à  la  première  des  équa- 
tions (7),  détermineront  donc  très  simplement  les  rapports  des 
trois  inconnues  a,  6,  c,  et  conjointement  avec  la  seconde  équation 
(7)  leurs  valeurs,  lorsque  l'on  connaîtra  la  valeur  correspon- 
dante de  R.  Tout  revient  donc  à  former  une  équation  qui  admette 
pour  racines  les  rayons  de  courbure  maximum  ou  minimum. 

Pour  cela  il  n'y  a  évidemment  qu'à  éliminer  les  trois  cosi- 
nus a,  6,  c  entre  les  trois  équations  (9)  qui  se  réduisent  à  deux, 
comme  nous  l'avons  fait  remarqer,  et  les  deux  équations  (7).  Or, 
les  trois  équations  (9)  étant  linéaires  et  homogènes,  Téliminaiion 
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de  a,  6,  c  se  fera  immédiatement  entre  elles  trois  seulement,  en 
égalant  leur  déterminant  à  zéro;  car  on  ne  fait  ainsi  qu*écrire  la 
condition  nécessaire  pour  qu^elles  soient  compatibles,  condition 
qui  est  bien  vérifiée,  ainsi  que  nous  Tavons  fait  observer  tout  à 
l'heure. 

Pour  former  ce  déterminant  il  faut  commencer  par  ordonner 
ces  équations  par  rapport  aux  inconnues  a,  6,  c,  de  manière  à 
mettre  en  évidence  leurs  coefficients,  ce  qui  se  fera  en  ordonnant 
de  la  même  façon  la  fonction  II  (a,  6,  c)  définie  par  Téquation  (8), 
laquelle,  étant  développée,  donnera  successivement,  en  vertu 
de  (2), 

n(a,6,c)c=2-  (a— ,-4-6—  ^-  c  — ) 

X  \   x^         xy         zxl 


y\   ary         y'  yzl 

z\  zx        yz         VI 

\x  x'      y  xy       z  zxl  \x  xy      y  y'       z  yzl 

\x  zx      yyz      z  vi 

Aîf       .  Aî?         Aî? 

s=  a \r  b — ^-4-  c 

X  y  z 

e=  2A<«»  I  o  —  -*-  6 h  c  —  1  » 

\     X  y  z  I 

et  il  n'y  aura  plus  qu'à  substituer  celte  expression  dans  les  trois 
équations  (9),  et  à  rapprocher  les  termes  semblables. 
La  première  de  ces  équations  ainsi  traitée  devient  : 

X  \     X  V  z  /       V  X*       xy       zxl  R 
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ou  en  divisant  tout  par  2Af(p  et  ordonnanti 

?  A,y  f^        f  Ajy  y'        7  Aiv  y' 

Aiç)— z\iî» — Aif — 

XX  *      ,y  y  xy        z    z  xz         a 

a — 1-6 — ^-*-c -z = 

Aî^  Aî^  Aî?  R 

On  aperçoit  dès  lors  une  simplification  remarquable  dont  la 
forme  de  ces  équations  est  susceptible,  car  les  trois  coefficients 
du  premier  membre  ne  sont  autre  chose  que  les  trois  dérivées 
du  cosinus  de  Fangle  de  Tune  des  normales  avec  Taxe  des  x. 
La  symétrie  permet  donc  d'écrire  immédiatement  le  résultat  de 
la  substitution  dans  les  deux  autres  équations. 

Il  suit  de  là  que  si  Ton  désigne  par  X,  fx,  y  les  trois  cosinus 
directeurs  de  la  normale  (prise  dans  son  sens  positif),  c'est-à-dire 
les  trois  quantités  : 

L  ^  t 

X  y  z 

(10)  .     .     .     .     5i=-- — 5      I^^^T"»      ^  ^^ 


Al?  Aif  Aif 

liées  entre  elle  par  la  relation, 

(M) A«^f*»-4- v«=i, 

ces  trois  équations  (9)  prendront  la  forme  extrêmement  remar- 
quable : 

^       ,1         la 

a--4-  6 — h  c— =— » 

X         y         z      n 

(12) (  a- -h  6- -*■  c- =--» 

X  y         z      fi 

V             V  V        C 

O--*-  6 h  C-=  — • 

X         V         2      R 


Cela  fait,  nous  obtiendrons  très  simplement  le  déterminant  de 
ce  système,  en  le  comparant  au  déterminant  du  système  très 
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voisin,  obtenu  en  effaçant  les  trois  seconds  membres,  c*est-à-dire 
le  suivant  : 

a-  -♦-  6  —  -*-  c— =  0, 
X         y         z 

(13) <  0--4-6--*-  c-«0, 

^     X        y        z 

a — }-  b--^  e  -  =0, 
X         y         z 

car,  si  Ton  désigne  par  A  le  déterminant  de  ce  dernier  système 
d'après  les  règles  connues  du  calcul  des  déterminants,  on  trou- 
vera facilement,  pour  celui  que  nous  cherchons,  l'expression 

Ifttv        ttv        y  X        y  X        X  u        Au! 

A  —  - 1 1 

RLy2      z  y      z  X      X  z      X  y      ^xj 


R'W      V      zl       R» 


y 

laquelle,  étant  égalée  à  zéro,  nous  fournira  précisément  Téqua- 
tion  que  nous  nous  proposons  d'obtenir. 

Or,  dans  cette  expression  le  déterminant  A  est  évidemment 
nul,  car  le  système  des  trois  équations  (1 3),  auquel  il  appartient, 
se  réduit  bien  à  deux  équations  seulement,  ainsi  qu'on  le  voit 
en  les  ajoutant  respectivement  multipliées  par  >,  fx,  v,  ce  qui 
donne  : 

d  d  d 

o  -7-  (i* -*-  fi*  -*-  v')  -*-  6  -r-  (>*-♦-  fi*  -♦-  v')  -*-  c  -p  (A*  -*-  jui'  -*-  v*)  =  0  ; 
dx  dy  dz 

résultat  manifestement  identique  en  vertu  de  (11). 
L'équation  cherchée  se  réduit  donc  en  définitive  à 

i  Tu  y        II  u        V  X        y  X        if*        >A*1 

RLyz      z  y      zx      x  z      x  y      yxj 

4  A       Ac       v\        4        . 

R'W      y       z/       R' 
V.  20 
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équation  que  nous  écrirons  ainsi  : 


en  posant  pour  abréger  : 

X      y      z 

(15)    .      { 

K  =  î- --H -♦--- -, 

y  Z      z  y      z  X      x  z      x  y      y  x 

les  coefficients  H  et  K  étant,  comme  nous  le  verrons  (au  facteur 
A|?  près),  des  fonctions  rationnelles  des  dérivées  de  f,  dont  nous 
donnerons  Texpression  plus  (ard.  Nous  aurons  donc  ainsi  trois 
solutions,  savoir  :  ^  =  0,  ou  R=  oo,  et  les  deux  valeurs  R  =  R' 
et  R  =3  R'',  correspondant  aux  deux  racines  de  Téquation  du 
second  degré 

m si-"s*'^='®- 

Nous  verrons,  plus  loin,  s'il  faut  admettre  ces  trois  solutions 
dans  tous  les  cas,  ou  dans  quel  cas  il  est  nécessaire  de  faire  un 
choix.  Disons  seulement  pour  Tinstant  que  les  deux  rayons 
R'  et  R'^  sont  ceux  que  Ton  désigne  par  le  nom  de  rayons  de 
courbure  principaux.  Une  fois  ces  valeurs  obtenues,  les  équa- 
tions (9)  ou  (12)  et  (7)  fourniront  aisément  les  valeurs  de  a,  6,  c 
correspondantes,  lesquelles  sont  appelées  par  analogie  sections 
principales.  Dans  le  cas  où  il  y  aurait  des  rayons  de  courbure 
inûnis,  les  directions  particulières  correspondant  à  ces  rayons 
seraient,  au  contraire,  fournies  par  les  équations  (1 3)  et  (7). 

Les  équations  que  nous  venons  d^établir  ne  donnent  pas  seule- 
ment la  grandeur  et  la  direction  des  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux; elles  fournissent  en  même  temps  assez  facilement  la 
relation  de  position  qui  existe  entre  ces  rayons,  et  permettent  d'ex- 
primer par  une  formule  très  simple  la  loi  de  variation  du  rayon 
de  courbure  lorsque  Ton  fait  varier  la  direction  de  cette  section. 
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17. 


En  effet,  désignons  par  a',  h',  c',  et  a",  b",  <f,  les  valeurs  a,b,c 
qui  correspondent  respeelivement  aux  rayons  principaux  R'  etR'. 
Nous  aurons  séparément  en  vertu  des  équations  (9)  les  deux 
systèmes  : 


US)   . 


d¥ 


ln{a',b',cr)---^f 


(17)   .    .    Jln(a',6',e') 


da' 
dF 

dV 


-  2«'  ^  n. 


=  —26 


^  n  (a',  6',  O  -  —  Aï, 2c 


R' 
.  Aîf 


?n(o",6",c") 


?  n(a",  6",  c")  -  ^,  Aîy  =  -  24 


■?  n(o",6".c") 


de' 

lût 

db 
dF 


7,Aîf 


=  — 2a 


R' 

.Aï? 
R" 

R"' 


Aï? 

de"  ^'^ 


=  — 2c 


R 


»/ 


En  multipliant  les  trois  équations  du  premier  système  respec- 
tivement par  a'\  b'\  c'\  et  ajoutant,  puis  ayant  égard  à  la  première 
des  équations  (7),  on  obtient  : 

(^9)    -  («"5^*  6"^,  -.  c"-)  »-2^(«'a"-.  6'6"-,. cV). 


En  traitant  de  même  le  second  système,  on  obtient  par  la 
même  raison  : 


(20)    -(a' 


rfF       .   dF  dF\  Aî«» 


0  Nous  écrivons  dans  ces  équations  contrairement  à  notre  habitude  ^>  ^*  ^>  et 
non  simplement  v  p>  p«  pour  marquer  qu'il  faut  d'abord,  dans  la  fonction  F  (a,  b,  e), 
remplacer  a,  6,  c,  respectivement  par  a',^',^,  et  ensuite,  différentier  le  résultat  par  rap- 
port à  chacune  de  ces  quantités.  De  même  pour  ^,>  ^,^  ^/ 
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Si  l*on  fait  attention  maintenant  que  les  premiers  membres 
àe  ces  deux  dernières  équations  sont  identiques,  comme  étant 
symétriques  en  a',  6',  c'  et  a",  6",  c",  car  l'on  a  : 

dF  dF  dF  •'  9*  e* 

a'  -7—  H-  6'  -—  -I-  c'  — =o'a"  -  -4-  6'6"  -  -♦.  c'c"  - 

rfa"  d6"  de"  x«  y>  z« 

-♦-  (6V'  -4-  c'6")  1.  -4-  (cV  +.  a'c")  —  -♦-  (o'6"  -*-  b'a")  — 

yz  zx  xy 

.,à.F  dF         ,rfF 

da'  db'  de' 

on  verra  immédiatement  qu'en  retranchant  Tune  de  l'autre,  les 
deux  équations  précédentes,  il  reste  seulement 

2Aîf  (^,  -  ^)  («  V  +  6-6"  ^  e'O  =  0, 

ou,  ce  qui  revient  au  même  (en  exceptant  le  cas  très  particulier 
de  R'  e==  R",  que  nous  examinerons  plus  tard), 

(21) o'o"-4.6'6"-4-cV'=0, 

c'est-à-dire  que  les  directions  des  sections  principales  sont  per- 
pendiculaires entre  elles.  ^ 

Remarquons    de  plus,  en  passant,  que  ce  résultat  reporté 
dans  les  équations  (19)  et  (20)  entraine  la  condition  : 


,dF       .,  dF       ^dF        ,,dF       .„dF        ,,dF 
da"         db"         de"  da'  dl/  dtf 


A  _1  _1 


(22)    (  =  a'a"  ^  h-  6'6"  \  h-  cV  L  -4-  We"  -4-  eh")— 
»  X»  y*  z*  yz 

-4-  (ea"  -4-  a'c")  -^  ^  ia'h"  -4-  6'o")-^  =  0, 

zx  xy 

remarque  qui  nous  sera  utile  tout  à  l'heure. 
Les  résultats  qui  précèdent  permettent  maintenant  de  donner 
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à  l'expression  (6)  une  forme  remarquable,  qui  mel  en  évidence 
d'une  façon  très  simple  la  loi  de  variation  du  rayon  de  courbure 
d'une  section  normale,  lorsque  Ton  fait  varier  la  direction  de 
cette  section. 

Pour  cela  nous  déterminerons  la  direction  de  cette  section  à 
laide  des  angles  9'  et  6"  qu'elle  forme  avec  les  deux  directions 
des  rayons  principaux  R'  et  R'^  supposées  connues  en  vertu  des 
formules  qui  précèdent. 

Si  l'on  considère  la  normale  à  la  surface,  et  les  deux  rayons 
principaux,  comme  formant  un  nouveau  système  d'axes  coor- 
donnés, ce  système  formera  avec  l'ancien  axe  des  rc,  des  angles 
dont  les  cosinus  sont  respectivement  X,  a\  a" y  et  avec  la  trace  de 
la  section  normale  sur  le  plan  tangent  des  angles  dont  les  cosi- 
nus sont  0,  cos  6',  cos  6".  En  appliquant  la  formule  connue,  on 
obtiendra  donc  pour  a,  c'est-à-dire  pour  le  cosinus  de  ces  deux 
dernières  directions»  la  première  des  trois  valeurs  suivantes  : 

as=ia'cos0'  -♦-a"cose", 
6  =  6'cos6'-t-6"cose", 
c  e=3  c'  cos  6'  -4-  c"  cos  6"  ; 

les  deux  autres  s'obtiendront  par  un  raisonnement  analogue. 

Si  nous  reportons  ces  valeurs  dans  la  formule  (5),  elle  devient 
en  tenant  compte  de  (2)  : 

Ai  y 

R  "" 

(o' cos d' -^ o" cos e")«  -, -W6'co8e'-K6"cose'')« ^-^ (c'cose'-Hj'cose")* ?^ 

x'  y  * 

-♦-  2(fc'cose'-fr.6"coso")(c'cos6'-i.c"cose")— 

yz 

-^  2 (<?' cos  0'  ^  c"  CO80")  (o'  cos  0'  -^  o"  009  e")  -^ 

zx 

-♦- 2  (o' cos  e' ^  o"  cos  e")  (6' cos  tf' -^  6"  cas  0")  —  ' 

xy 
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0U9  en  développant  et  ordonnant  par  rapport  à  cos  0'  et  cos  9*  : 

R       \     x'  v^  z*  v«  ««  xy/ 


\     ar         y        z*  yz  zx  xyj 

L       x"  y*  «'  y« 

-^  le'a"  -♦-  oV)  —  -♦-  (o'6"  ^  6'a")— T 

zx  xyJ 


'f 


Or,  les  coefficients  des  carrés  cos '6'  et  cos ^9^  ne  sont  autre 
chose,  d'après  la  formule  (5),  que  -^  et  ^  >  et  le  coefficient 
du  rectangle  cos  6'  cos  V  est  nul  d'après  l'équation  (32),  que 
nous  avons  établie  comme  corollaire  de  la  démonstration  précé- 
dente. L'équation  que  nous  venons  d'écrire  devient  donc  par  ce 
moyen  : 

^=.^cosVH.|i-JcosV', 
R         R'  R"  • 


ou,  en  supprimant  le  facteur  commun  Aff,  et  ne  gardant  qu'un 
seul  angle  6,  à  cause  de  la  propriété  :  6'  +  S''  «»  |,  que  nous 
venons  d'établir,  cette  formule  prendra  définitivement  la  forme  : 


(23)  ....    .    ^=icos»o  +  p8in«a. 


qui  est  celle  que  Pon  trouve  dans  tous  les  traités  d'analyse  infi- 
nitésimale. 

Nous  mentionnerons  seulement  pour  mémoire  les  deux  con- 
séquences que  l'on  tire  immédiatement  de  cette  formule,  à 
savoir,  d'abord,  que  deux  sections  normales  symétriques  par 


—  341  —  81. 

rapport  à  Tune  des  sections  principales  ont  même  courbure,  et 
en  second  lieu ,  que  la  somme  des  courbures  de  deux  sections 
normales  perpendiculaires  entre  elles  est  constante,  c^est-è-dire, 
que  si  Ton  désigne  par  R^  et  R,,  les  rayons  de  courbure  des 
sections  normales  correspondant  aux  azimuts  0  et  0  -^  ^,  on  a, 
quel  que  soit  6  : 

Revenons  maintenant  à  Téquation  du  troisième  degré  (14) 
qui  devait  nous  fournir  les  valeurs  maxima  et  minima  du  rayon 
de  courbure,  et  voyons  quelles  indications  peut  nous  donner  la 
formule  (33)  pour  la  discussion  des  racines  de  cette  équation. 

Si  la  quantité  K  est  positive,  les  deux  rayons  principaux 
R'  et  R"  sont  de  même  signe  et  du  signe  de  H.  Or,  dans  ce  cas, 
la  formule  (S3)  montre  que,  quel  que  soit  Tangle  6,  la  courbure 
ne  pourra  jamais  s'annuler,  et  que  le  rayon  de  courbure  est 
toujours  de  même  signe  que  R'  et  R'^  c'est-à-dire  de  même  signe 
que  H.  Dans  ces  surfaces,  en  un  point  quelconque,  il  n'existe 
donc  pas  de  direction  qui  corresponde  à  un  rayon  de  courbure 
infini,  et  le  rayon  de  courbure  est  toujours  pour  un  même  point 
dirigé  suivant  le  même  sens  de  la  normale,  comme,  par  exemple, 
dans  rellipsoïde,  ou  le  paraboloîde  elliptique.  Pour  ces  surfaces 
il  faut  donc  rejeter  la  solution  ^  =  0,  et  le  rayon  de  courbure  R 
varie  entre  les  deux  valeurs  R'  et  R''  qui  correspondent,  Pune  à 
un  maximum  et  l'autre  à  un  minimum. 

Si,  au  contraire,  la  quantité  K  est  négative,  les  deux  rayons 
principaux  R'  et  R'' étant  de  signes  contraires,  la  courbure  ^  s*an- 
nulera  pour  deux  directions  symétriquement  placées  par  rapport 
aux  sections  principales  et  données  par  la  formule 


t«ng»»  =  -— .         ou         UDgl=>±\/-^; 
et  de  plus,  elle  changera  de  signe  de  part  et  d'autre  de  chacune 
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de  ces  direcUoDS.  En  un  point  quelconque,  il  y  aura  donc  deux 
directions  correspondant  à  des  rayons  de  courbure  infinis,  et  le 
rayon  de  courbure  changera  de  sens  sur  la  normale  de  part  et 
d^autre  de  ces  directions.  Il  faut  donc  admettre  dans  ce  cas,  pour 
réquation  (li),  la  solution  ^  =0,  et,  pour  un  même  sens  de  la 
normale,  le  rayon  de  courbure  variera  en  valeur  absolue,  depuis 
rinfini  comme  maximum,  jusqu'à  la  valeur  absolue  de  R'  ou  R'^ 
comme  minimum.  Tel  est  le  cas,  dans  les  surfaces  du  second 
ordre,  de  Thyperboloîde  à  une  nappe  et  du  paraboloîde  hyper- 
bolique. 

L'étude  que  nous  venons  d'achever  ramenant  désormais  toutes 
les  recherches  relatives  à  la  courbure  à  la  considération  de  la 
seule  équation  du  second  degré  (16),  il  ne  nous  reste  plus  qu'à 
connaître  l'expression  des  deux  quantités  H  et  K,  en  fonction  des 
dérivées  partielles  de  la  fonction  9,  premier  membre  de  l'équa- 
tion de  la  surface,  pour  que  nous  puissions  former  immédiate- 
ment cette  équation  et  en  calculer  les  racines  :  c'est  donc  à  la 
recherche  de  cette  expression  que  nous  allons  consacrer  la  fin  de 
ce  paragraphe. 

Pour  obtenir  ces  développements,  nous  commencerons  par 
former  le  tableau  des  neuf  dérivées  premières,  des  trois  cosinus 
X,  fx,  V,  en  les  écrivant  ainsi  qu'il  suit  : 

X     A|f  \x*         X  I     X     A,f  \yx         x  /     x     A|f  \zx         x  / 


(25) 


y     A,y  \xy        y  '•    y     Aiy  \y'        y  '      y     Aif  Vzy        y  / 
z     A,s\xs         z  /     z     AiîW        *  '      *     A,f 'z'         z  / 


d'où  nous  conclurons  immédiatement  : 


1    r,'    y'     ,'    /  A.y       A,f       A„\-| 


m    E=t^^^-      '    Tf'.f'.f'     ^A.,       A.,.     A.,' 
X     y     z 
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Or,  on  peul  écrire  successivement  : 


«        y 


z        A|f  \x  X        y  y        2   z  / 

i      /?      .      A,f         ?     A      ^*?  ^  ^     A      ^*''^ 

AÎ9  Vx  XV  V        «  «  / 


AîyVx  X         y  y 

I         ""Aîylx*    X        y      y        t      z  I 

\  Aîf  [  X  \x  X*      y  yx  z  zxl 

y  \x  xy     y  y'     z  zyl  z  \x  xz     y  yz     z  z'/  J 

yzyz        z  X  zx         xy  xy  J      Ai?»    \x    y    z/ 

expression  qui,  étant  substituée  dans  Téquation  précédente,  nous 
donnera  définitivement  pour  H  la  valeur  suivante  : 

(28).  H==-lk--i-F(!l.I.l)l=^kvA.,-F(^î.l)l. 
Aiy[    ^     /^f    \x  y  zl\     44? [  ^^  y  «/J 

Passons  maintenant  à  K. 

L*expression  du  coefficient  K  en  fonction  des  dérivées  par- 
tielles de  9  parait  au  premier  abord  excessivement  compliquée, 
car  chacune  des  dérivées  ^»^i^  renfermant  trois  termes 

X         y         » 

au  numérateur,  les  dérivées  ^i  -f  -»  ^  ...,  supposées  réduites  è 
un  seul  dénominateur  en  multipliant  ef  divisant  par  A\(p,  en 
contiennent  chacune  six  ;  chaque  produit  de  ces  dérivées  deux 
à  deux  en  contient  donc  6^  «=»  36,  et  comme  il  entre  six  de  ces 
produits  dans  Texpression  de  K,  nous  devons  d  priori  nous 
attendre  à  voir  figurer  dans  son  développement  un  nombre  de 
termes  égal  è  6' =  21 6,  composé  chacun  de  six  facteurs,  qu*il 
faudra  classer  et  comparer  pour  les  ordonner  et  faire  les  réduc- 
tions convenables.  Malgré  ce  que  ce  premier  aperçu  présente 
d*elFrayant,  on  verra  que,  grâce  è  la  symétrie,  nous  allons  arriver 
assez  facilement  à  un  résultat  relativement  fort  simple. 
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Pour  cela,  nous  remarquerons  d*abord  que  Texpression  de  K 
donnée  par  la  formule  (15)  est  la  somme  de  trois  difiërences 
telle  que  -  ^  —  ^  -  qui  se  déduisent  les  unes  des  autres  en  per- 
mutant en  cercle  respectivement  X,  (x,  y,  et  x,  y,  z.  L*inspection 
du  tableau  (3!S)  montrant  que  les  valeurs  des  neuf  dérivées  qui 
y  sont  inscrites  se  déduisent  les  unes  des  autres  d'après  la  même 
loi,  il  suflira  de  calculer  une  seule  de  ces  différences,  et  nous 
pourrons  ensuite  écrire  immédiatement  les  deux  autres  à  Taide 
de  permutations  circulaires. 

Calculant  donc  la  première  seulement,  nous  aurons  successive- 
ment : 


y  «        ^îf  vy 


~  ^Wz'     ^  y    z*     "  z  y''^^"T~y 


et  de  même  : 


^  y       ^h^yz  z  I  \zy      '    y  / 

^f  LW«/        y  y«       z  zy         y    «  J 

d*où,  en  retranchant,  réduisant  et  ordonnant,  nous  aurons  la 
première  des  trois  équations  : 

y  Z       z  y 
A^b'^'      W        y    V  ««     'yzl        z   Vy«     ^yzlj 


V  X        y  X 

zx       X  z 


X  y     y  X 


1       A^Lx'y     \xyl       *  i  y»    ^xy]       y  rx"     *«y/J' 
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les  deux  autres  en  élant  déduites  successivement  par  permuta- 
tion circulaire  des  X,  fx,  y  et  x,  y,  z. 

Ajoutant  maintenant  ces  trois  différences  pour  former  K,  en 
vertu  de  Texpression  (IS),  et  posant  un  instant  pour  abréger 
récriture, 

y^v     «'x*     xVy*     \ytl       \zxl       \xyl 
nous  obtiendrons  successivement  : 

à\f\_  X  \  y*         z*         xy        xxl 

y    \  ^       xr       yz       xyl       z  \  jr       y*       zx       yzJj 

AjfJ^  X   \               X*         xy        zxJ 

y  \  xy       y*       yzl      z  \             zx       yz       rl\ 

Ajy  L  ^    *          y          z  J       X  \  X*       xy       zxJ 

y   \  xy        y*       y;y/       -y  \  arx        yz       z'/J 
Or,  comme  nous  avons  par  les  valeurs  (10), 

x'       xy        2rx     A|f  \x  x'      y  yx     z  zxj     A|^     x         x 

'     «y    '^  y'     '^  y^  '^  ^i?  ^^  a:y      y  y*      ^  zyl      A^f     y         y  ' 

y«         |,«         |,«        W?  f*      f  ?*      f    ?*\        1     i^î?      V 

i htt hv—ts — I 1 h-    -r)s= 2=  —  » 

ZX        yar         z*       Ajy  \x  x^      y  yz:      zr  z'  /      a,j»     zr  zr 
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la  valeur  précédente  de  K  pourra  8*écrire  en  y  faisane  ces  substi- 
tutions, ainsi  que  celle  indiquée  par  la  formule  (27)  : 

OU  mieux,  en  mettant  en  dénominateur  commun  A\(pf 

K.i[o,,-v.FÊ.-;.i)*(v^')V(.,'f)V(./f)] 


«xpresnion  que  nous  pourrons  encore  écrire  avec  nos  notations  : 


(30) 


•    •    K^l[GAV_..,.F(î.t.^)^l.;(.î,)J 


car  Ton  a  évidemment,  diaprés  nos  définitions, 


•-M 


«•"'-(?)'*(?)'-(f) 


L'expression  (30)  de  K  étant,  comme  on  le  voit  immédiate- 
meni,  rationnelle  par  rapport  aux  dérivées  partielles  de  9,  propo* 
aons-nous  maintenant  d'ordonner  son  numérateur,  c'est-i-dire  la 
quantité  outre  crochets,  par  rapport  aux  trois  dérivées  de  pre* 
mier  ordre  ^»  !ï»  ':  on  verra  que  nous  arriverons  ainsi  i  une 
expression  très  simple,  ce  qu'il  était  difficile  de  prévoir  en  par- 
laDl  de  formules  aussi  compliquées. 

Four  cela  nous  partagerons  la  quantité  G  (29)  en  deux  parts,  i 
savoir  les  termes  carrés  d'un  côté,  et  les  termes  reeui^^es  de 
l^ulre  ;  et  prenant  d'aboid  les  trois  premiers,  c'esl-i-dire  les 
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termes  rectangles,  et  les  multipliant  par  le  coefficient  de  G,  A\<f, 
nous  écrirons  successivement  : 

\xl  tt'  z'       \xl  X*  W       vV       \V/  *•  a'      Vv/  V*  U'     zV 


\xl  y»  ?       ly/  z'  x'      \zl  x*  y" 

\xl  y»  z'       \y/  z*  i»  ■*"  U/  X*  y' 

Prenant  maintenant  les  trois  derniers  termes  ou  les  carrés  de 
G,  multipliés  encore  par  AÎ9,  et  les  rapprochant  du  dernier 
terme  du  numérateur  de  K,  dans  l'expression  (30),  qui  est 
\  A*  (A  J7),  nous  trouverons  pour  l'ensemble  de  ces  termes  : 

W  X*      yyx     z  zxl     \xxy     y  y'      2  zy/      \xxz     yyz    z  :fl 

i^-£.\-  (tiiv-  fîiiv-  (t  iiv-  {t^-  il  ^v 

\iyz/      \xzxi      \xxyl       \yyzl      \y  zxl      \y  xyl 
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yzl      \z  zxl      \z  xyl        \x  x'j      \yyxi 


_  (t  II]*.  (I  £]'.  (iq\  (1 4]  V  (i  II]  V  h  q 

\z  xszl      \z  zxl      \z  xyl        \x  x'/      \v  V*/      \z  zxl 


xyx'yx        xz  x'zx       yzyxzx     \xxyl       \y  y  I       \z  zyl 


9         !l  9         9  9        9 

aryxyy*         xzxyzy         y  z  y*  zy 


\x xzl        \yyzl       \z  z*l        xyxzyz        xzxzz*         yzyzff 

_  fii!.y_  (iiiV-  fiiiv+  fî-^V+  (^■?1V+  f?-?^V 

\x  yzl        \y  zxl       \z  xyl       \x  x*  /       \y  y'  /       u  «*  / 

2ll(llA.,-ll4+^^)-*-2^^(^^r-^4  +  --l 

xyury  xyz'      xzyzl        xzxxz  xz  y*      xyzyl 


2îifiiA^_-?!ii-4-iiiil fLJ!iy_(?.iiy_fii:iy 

yz\yz  yzz*      yxzxl         \xyzl      \y  zxl      \zxyl 

\x  x*/      \yjrl      \zz*l  \  xyxy       xzxz       yzyzl 

,  2--(-?!.— -— — W2--f— —  —  —  — W2-- 

xy\xzyz     xyz^l        xz\xyzy      xz  y*/       yzVyxzx      yzx*l 

d*où  y  en  ajoutant  maintenant  cette  suite  d'équations  à  la  précé- 
dente,  et  comparant  seulement  les  premiers  et  derniers  membres, 
nous  trouvons,  en  ayant  égard  à  (29)  : 

L\x/ x*     Vy/ y*     \z/  z*       y^yz       zzzx       xyxyj 
y  z\yx  zx     yz  x*l        z  x\zy  xy      zxy^J       xyxzyz     xyz'r 
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et,  par  conséquent,  nous  aurons  pour  le  dénominateur  cherché 
de  K,  en  revenant  à  nos  notations  déjà  employées: 

o,,-..,p(l.t.l).l,.,«,_(l)-j^^-(^)- 

^  glt/ll^  —  llllW  2--(— — -  — — W  2--(^ 

yz\yxzx     yz  x^l        zxXzyxy     zxy^l        xy\xzyz     xy^l 

qu'il  suffira  de  reporter  dans  la  formule  (30)  pour  avoir  la 
valeur  définitive  de  K . 

Si  nous  rapprochons  ce  résultat  de  la  valeur  (28)  trouvée 
pour  H,  en  la  récrivant  à  nouveau,  pour  plus  de  clarté,  sous 
forme  explicite,  on  voit  en  définitive  que  nous  avons  trouvé  pour 
H  et  K  les  deux  expressions  suivantes  : 


(Zi)    H  = 


{\xl  X*     \y/  y*     \zj  V        Jfzyz       zxzx        xyxy)J 

i \i?_y  (  il  il  _  (£y 


\y)  l  z*  X»       \zxl  S       \zl  \x*  y*       \xyl 
y  z  \yx  zx      yz  x*l         zx\zyxy      sx^l 
xyUzy*      xy  x'/J* 
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qui  nous  permettront  de  former  immédiatement  dans  chaque  cas 
particulier  Téquation  du  second  degré  (16),  et  d'obtenir  d*abordy 
au  moyen  d'elle,  les  rayons  de  courbure  principaux,  et  ensuite 
d'en  conclure  par  le  moyen  des  équations  (9)  la  direction  des 
sections  principales. 


Afin  de  montrer  la  commodité  de  ces  formules  pour  le  calcul 
et  la  discussion  des  rayons  de  courbure,  nous  allons  en  faire 
l'application  à  un  cas  simple  et  intéressant,  celui  d'une  surface  à 
centre  du  second  ordre. 

Ayant  donc  posé  dans  ce  cas  : 


«*       ti*       ** 
S,(x.y.z)=--H--v--l. 


d*où  : 


-Ln=î,        i-=r?^,        ^=i 


«  «  1 

^  =  0,      -i ^0,      ^  =  0. 

yz  zx  xy 


nous  en  conclurons  immédiatement  : 


•■-ÊMir-rô)- 


(32)  .    .    (  ^=-^._H._ 


'e-;'r)=l(!)*-i(lFà©'> 
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et,  par  conséquent,  en  substituant  dans  les  formules  (31)^ 


ABC  \  A         B        G  /       ABC 


Arrêtons-nous  d'abord  un  instant  sur  la  seconde  de  ces  for- 
mules. Si  Ton  se  rappelle  que  Ton  a  K  e»  —^9  on  voit  qu'elle 
peut  s'écrire  : 

R'R"  .VS^ 

(^^^-     •     •     "*^  =  ÂBC         '"         ^«^"Vâbc' 

et,  sous  cette  forme  si  simple,  elle  nous  présente,  d'une  façon 
synthétique,  le  résultat  de  la  discussion  des  rayons  de  courbure 
pour  cette  classe  de  surfaces  ;  car  elle  montre  immédiatement 
que  R'  et  R'"  (et  par  suite  constamment  R)  seront  de  même 
signe  si  les  trois  coe  fficients  A,  B,  G  sont  tous  trois  positifs,  ou  si 
deux  d'entre  eux  sont  négatifs,  et  qu'au  contraire  ils  seront  de 
signes  contraires,  si  un  seul  de  ces  coefficients  est  négatif;  ce 
qui  signifie  qu'il  n'y  aura  pas  de  rayons  de  courbure  infinis,  et 
par  suite  pas  de  droites  sur  l'ellipsoïde  et  l'hyperboloide  à  deux 
nappes,  et,  au  contraire,  qu'il  y  en  aura  sur  l'hyperboloide  à  une 
nappe. 

Remarquons,  en  second  lieu«  que  le  produit  ^^  devant  tou- 
jours rester  positif  pour  la  réalité  de  A\<fy  le  nombre  des  facteurs 
négatifs  est  nécessairement  pair, et,  par  conséquent,  on  n'altérera 
pas  sa  valeur  si  on  remplace  chaque  facteur  négatif  par  sa  valeur 
absolue;  en  sorte  que  si  on  désigne  par  S{!  et  S{!'  les  valeurs 
V.  21 
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absolues  des  rayons  de  courbure  R'  et  R'",  et  par  a,  b,  c  les  trois 
axes,  on  aura  évidemment  j^'  =  ~^-'  et  la  formule  (34) 
mise  sous  la  forme  

V  =  — -=-' 
Vabc 

fournira  dès  lors  une  interprétation  géométrique  très  simple  du 
paramètre  différentiel  Ai7>  laquelle  peut  s'énoncer  sous  forme 
de  théorème  de  la  façon  suivante  : 

«  Dans  les  surfaces  à  centre  du  second  ordre,  le  paramètre 
différentiel  du  premiei*  ordre  est  égal  à  la  racine  quatrième  du 
produit  des  valeurs  absolues  des  deux  rayons  de  courbure  princi- 
paux divisées  par  la  racine  carrée  du  produit  des  trois  axes  de  la 
surface.  » 

La  seconde  des  formules  (32)  fournit  de  même  une  interpré- 
tation géométrique  analogue  du  second  paramètre  différentiel 
A%(f9  que  Ton  peut  énoncer,  en  langage  ordinaire,  de  la  façon 
suivante  : 

t  Dans  les  surfaces  à  centre  du  second  ordre,  le  paramètre 
différentiel  du  second  ordre  est  la  somme  algébrique  des  inverses 
des  carrés  des  trois  axes  de  la  surface,  chacun  de  ces  carrés  étant 
pris  avec  le  signe  qui  lui  appartient  dans  l'équation  de  la  sur- 
face. » 

Bornons-nous  maintenant  à  considérer  le  cas  de  Tellipsoïde , 
et  proposons-nous  de  rechercher,  à  Taide  des  formules  qui  pré- 
cèdent, s'il  existe  sur  cette  surface  des  points  pour  lesquels  les 
rayons  de  courbure  de  toutes  les  sections  normales  soient  égaux 
(problème  que  nous  résoudrons  d*une  façon  générale  dans  le 
paragraphe  V,  en  traitant  de  la  recherche  des  ombilics).  Pour 
cela,  il  faudra  supposer  dans  ces  formules  A,  B,  G,  tous  trois 
positifs,  et  nous  conviendrons  de  plus  suivant  Tusage  de  prendre 
A  >  B  >  C. 

Les  deux  rayons  de  courbure  principaux  étant  fournis  par  les 
deux  racines  de  Téquation  (16),  c'est-à-dire  par  les  valeurs 

R'==l(m-V/H«  — 4K)    et    R"  =  ^  (h  —  1/h"«^=^4k)  , 

Jm  Â 
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il  faudra,  pour  Tégalilé  de  ces  rayons,  H*  —  4K  =  0,  ou,  ce  qui 
est  la  même  chose ,  Aff  (H^  —  4K)  =»  0.  Or,  si  nous  nous 
reportons  aux  formules  (33)  et  (32),  nous  obtiendrons  pour 
cette  condition  Téquation  ; 

^f  (H*  —  4K)  =  (Hà^fY  —  4AÎy  (KA\f) 

-[(^-j)(3'-(^-i)(ir-(^-i)(âT 


4[{-j-(ir- ©■]-»■ 


Les  points  cherchés  (x,  ?/,  z)  devant  d'ailleurs  toujours  satis- 
faire à  Féquation  de  la  surface ,  laquelle  peut  s'écrire 


©■-(ir-ir-. 


on  voit  que,  si  nous  posons  pour  plus  de  simplicité  : 


"•■•©■='■.    (!)■-■.    ©■-. 


(35) 


nous  aurons  en  définitive  à  résoudre  le  système  suivant  : 

,e,<[(î4)-(^l)''-(-l-î)'T-A4<-^-'"»' 

Mais,  si  nous  éliminons  z'  entre  ces  deux  équations,  nous 
obtiendrons  celle-ci  : 

[(C-A)^.(C-B)^^i-.lJ 
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laquelle,  en  ajoutant  et  retranchant  le  terme  2  (C  —  B)  |i9  peut 
se  mettre  sous  la  forme 

[(C-A)^.-(C-B)^-i.iJ-H4(B-C)  (1-1)^=0. 

et,  par  conséquent,  équivaut  aux  deux  suivantes,  tous  les  facteurs 
du  second  terme  étant  posiufs  : 

(C-A)-+(C-B)^--  +  g  =  0,       et      y'  =  0. 

Or,  la  première  se  réduisant  en  vertu  de  la  seconde  à 

(C-A)^-i  +  i  =  0,       ou      A(C-A)x'  =  B-A, 

nous  en  tirerons  donc 

et  en  substituant  cette  valeur,  ainsi  que  la  valeur  y =0,  dans  la 
seconde  équation  (36) 


C\A  — C/ 


lesquelles,  jointes  à  y'  =  0,  déterminent  complètement,  par  les 
valeurs  (35),  les  points  qui  satisfont  à  la  question.  En  posant, 
comme  d*habitude  A  =  o',  B  =  &S  C  =  c',  on  trouve  donc 
ainsi  que  ces  points  ont  pour  coordonnées  : 


(57)   x=         ,         y  =  0,         z= 

qui  sont  celles  des  ombilics  de  Tellipsoîde. 

Il  suffit  de  clierclier  dans  ce  même  exemple  à  traiter  ce  pro- 
blème par  la  même  méthode,  en  partant  des  valeurs  correspon- 
dantes de  H  et  de  K  exprimées  en  fonction  des  dérivées  p,  q,  r. 
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s,  t  que  Ton  trouve  généralement  dans  les  traités  d*analyse, 
pour  se  convaincre  que  nos  formules  (31)  conduisent  beaucoup 
plus  rapidement  au  but,  et  sont  d*un  usage  à  la  fois  beaucoup 
plus  commode  et  beaucoup  plus  élégant.  Et  comme  il  en  serait 
de  même  évidemment  et  à  fortiori  dans  tout  autre  cas  plus  com- 
pliqué, ce  simple  exemple,  emprunté  à  une  question  fort  connue, 
nous  parait  justiCer  suffisamment  Pavantage  de  la  méthode  que 
nous  avons  suivie,  et  Tutilité  des  calculs  que  nous  avons  déve- 
loppés jusqu^icî  dans  ce  travail. 


III.  —  Courbe  et  surface  indicatrices. 

Les  résultats  qui  précèdent  peuvent  être  établis  beaucoup  plus 
rapidement,  comme  Ton  sait,  en  considérant  une  certaine 
courbe,  à  laquelle  Charles  Dupin  a  donné  le  nom  d'indicatrice; 
il  nous  faut  donc  montrer  comment  cette  notion  ressort  immé- 
diatement de  nos  formules. 

Pour  cela  considérons,  d*une  part^  la  surface  du  second  ordre 
ayant  pour  centre  le  point  considéré,  et  dont  Féquation  est 

(38).     .     .     .     F(X  — X,  Y  — y,  Z  — z)  =  =fci; 

la  fonction  F  ayant  toujours  la  signification  précise  que  nous 
lui  avons  donnée  jusqu'ici,  c*est-à-dire  en  vertu  de  la  for- 
mule (2)  (§  I),  la  suivante  : 

F(X-x,Y-y,Z-z) 

=  ^(X-x)«H.-g(Y-y)'-*-^(Z-zr 
*  y  * 

^.  2^(Y-y)(Z-z)  + 2  ^{Z-z)(X-x) -H  2-?^{X-x)(Y-j,), 
yz  zx  xy 

et  d*autre  part,  le  rayon  r  de  cette  surface  correspondant  à  la 
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direction  définie  par  les  trois  cosinus  a,  ^^y,  et  aboutissant  au 
point  Xy  Y,  Z.  Comme  Ton  a  pour  ce  point  : 

X  —  x^=rai,         Y  —  y=sr^^         Z  —  z  =  ry, 

nous  aurons,  en  substituant  dans  Féquation  de  la  surface  (38),  à 
cause  de  rhomogénéité  de  la  fonction  F  : 

r'F(a,p,r)  =  ±i. 

On  voit  donc  qu'en  particulier  pour  les  directions  (a,  6,  c), 
situées  dans  le  plan  tangent  de  la  surface  primitivement  consi- 
dérée, si  nous  désignons  par  R,  comme  nous  Pavons  fait  jus- 
qu'ici, le  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  de  cette  même 
surface  ,  correspondant  à  cette  direction,  nous  aurons,  en  vertu 
de  la  formule  (5)  (§  I)  : 

R  ' 

ou  bien  : 

(39) H  — —  .R, 

et  nous  conviendrons  de  prendre  dans  le  second  membre  de 
féquation  (38)  un  signe  tel,  que  nous  obtenions  ainsi  pour  r  une 
valeur  réelle. 

La  courbe  d'intersection  de  la  surface  du  second  ordre  (38) 
par  le  plan  tangent  à  la  surface  considérée  est  donc  telle  que  le 
rayon  de  cette  courbe  est  proportionnel  à  la  racine  carrée  du 
rayon  de  courbure  de  la  section  normale  de  la  surface  primitive, 
correspondant  à  la  direction  de  ce  rayon. 

Cette  courbe  d*întersection  est  donc  précisément  celle  à 
laquelle  on  donne  le  nom  dUndicatrice,  et  nous  appellerons  de 
même,  pour  abréger  le  langage  dans  ce  qui  va  suivre,  surface 
indicatrice  la  surface  du  second  ordre  F,  dont  la  considération 
précède  et  amène  naturellement,  ainsi  que  nous  Tavons  montré, 
celle  de  Tindicatrice  proprement  dite,  et  dont  nous  établirons 
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tout  à  rheure  une  propriété  intéressante,  qui  suffira  à  lui  motiver 
ce  nom. 

Cette  courbe  d*intersection  étant  ainsi  nécessairement  une 
courbe  du  second  ordre,  ayant  pour  centre  le  point  considéré,  il 
résultera  immédiatement  de  la  propriété  fondamentale  que  nous 
venons  d^établir,  ainsi  que  des  propriétés  connues  de  cette  classe 
de  courbes  : 

1"*  Que  les  rayons  de  courbure  maximum  ou  minimum,  ou 
rayons  principaux,  correspondront  aux  axes  ou  diamètres  princi- 
cipaux  de  cette  courbe,  et  que,  par  conséquent,  les  sections  prin- 
cipales seront  rectangulaires  entre  elles; 

^  Que  deux  sections  normales  symétriquement  placées  par 
rapport  aux  sections  principales  auront  même  courbure; 

3**  Que  la  somme  des  courbures  de  deux  sections  normales 
rectangulaires  entre  elles  sera  constante. 

De  cette  propriété  on  peut  encore  déduire  avec  la  même  faci- 
lité la  formule  (23),  car  si  nous  supposons  Findicatrice  rapportée 
dans  un  plan  à  ses  diamètres  principaux,  comme  axes  coordon- 
nés, elle  aura  une  équation  de  la  forme  : 

et  par  conséquent  le  rayon  r  de  cette  courbe,  qui  fait  un  angle  9 
avec  Taxe  des  x,  et  pour  lequel  on  a  : 

x  =  rco89,    ys=rsin9, 

sera  donné  par  la  formule 

1 

—  =  A  cos'fl  •♦-  Bsin  B, 

r 

La  courbure  de  la  section  normale  correspondante  sera  donc 
en  vertu  de  la  formule  (39)  : 

^       i=l  i       =fc< 

-  = -j=aa  (Acos'ô-+-  Bsin'â). 


58.  —  328  — 

Or,  si  nous  appelons  R'  et  R''  les  rayons  de  courbure  princi- 
paux, correspondant  aux  sections  prises  pour  axe  des  x  et  pour 
axe  des  y,  on  voit  immédiatement  en  faisant  successivement 
8  =a 0, et  0  =3  ^  dans  cette  dernière  formule  que  Ion  a  : 

R  A|^  R  '  àif 

d*où,en  substituant  dans  Téquation  précédente,  on  retombe  immé- 
diatement sur  ta  formule 

-  =  _cos*ô+— sm*e, 

et  Ton  retrouve  ainsi  toutes  les  propriétés  établies  dans  le  para- 
graphe II. 

On  donne  souvent  de  findicatrice  une  autre  définition,  qui 
consiste  à  dire  qu  elle  est  une  courbe  semblable  à  Tintersection 
de  la  surface  par  son  propre  plan  tangent  au  point  considéré.  Il 
nous  est  facile  également  de  déduire  cette  propriété  comme  con- 
séquence des  formules  que  nous  avons  établies. 

Considérons,  en  effet,  d'abord  Tintersection  de  cette  surface 
par  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  et  très  voisin  de  ce  plan, 
dont  réquation  serait  : 

^(X  — x) -I- ^  (Y- y) -H -(Z  -  z)  = /i, 
X  y  z 

h  étant  une  quantité  très  petite;  et  écrivons  Téquation  de  la  sur- 
face, en  la  développant  à  Taide  de  la  formule  de  Taylor,  bornée 
seulement  aux  premiers  termes  avec  Texpression  bien  connue  du 
reste  (laquelle  est  ainsi  applicable  dans  tous  les  cas)  de  la  manière 
suivante  : 

f  (X,Y.Z)=:f  (x  +  T^^.y  -I- Y^=^, z  -4-  T^ 
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La  courbe  d*in(erscction  sera  représentée  par  l'ensemble  de 
ces  deux  équations  ou  un  système  formé  d'une  combinaison  quel- 
conque de  ces  équations,  par  exemple  celui  que  Ton  obtiendrait 
en  joignant  à  la  première  celle-ci  : 

car  le  premier  terme  du  développement  est  nul,  puisque  Ton  sup- 
pose le  point  (x,  y,  z)  sur  la  surface. 

Or,  nous  obtiendrons  évidemment  une  courbe  semblable  à 
celle-ci,  en  remplaçant  dans  ce  système  les  coordonnées  X — x, 
y  —  y,  Z  —  z,  par  A:  (X  —  x),  A  (Y  —  y),  A:  (Z  —  z),  laquelle 
courbe  serait  alors  représentée  par  le  système  : 


■+-  -^r~  r^(X  —X)*  -4.    . .  1  =  0. 
1.2.3  [x*  J 

ou  encore  par  celui-ci  : 

-H  — ^  K  (X  -X)»  -H  ..  .]  =0. 

Gela  posé,  si  Ton  fait  tendre  h  ci  k  simultanément  vers  zéro, 
mais  en  supposant  h  inGniment  petit  lui-même  et  du  premier 
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ordre  par  rapport  à  k,  le  rapport  r  tendra  vers  la  limite  0,  et  le 
rapport  ^^  vers  une  constante  finie,  que  Ton  peut  supposer  être 
=F  i  y  puisque  A  et  A:  sont  jusqu*ici,  sauf  Tordre  de  grandeur,  com- 
plètement arbitraires.  On  voit  donc  qu*à  la  limite,  lorsque  le 
plan  considéré  se  sera  confondu  avec  le  plan  tangent  à  la  surface 
proposée,  la  seconde  équation  coïncidera  précisément  avec  celle 
de  la  surface  indicatrice  (58);  e(,  par  conséquent,  la  courbe  indi- 
catrice, telle  que  nous  Tavons  définie  est  bien  une  courbe  sem- 
bl  able  à  Tintersection  de  la  surface  par  son  propre  plan  tangent 

Il  nous  reste  maintenant  à  justifier  le  nom  que  nous  avons 
proposé  de  surface  indicatrice  pour  la  surface  du  second  ordre 
(38),  en  en  montrant  une  propriété  importante  qui  s^aperçoit 
presque  immédiatement  quand  on  se  reporte  à  la  théorie  connue 
des  surfaces  du  second  ordre. 

En  effet,  si  Ton  se  rappelle  que  dans  ces  surfaces  le  plan  tan- 
gent à  l'extrémité  d'un  diamètre  est  parallèle  au  plan  diamétral 
conjugué,  et  que  Ton  considère  le  plan  tangent  à  la  surface  F  à 
Textrémité  du  diamètre  de  cette  surface  conjugué  du  plan  tan- 
gent à  la  surface  primitive  9,  on  verra  d*abord  immédiatement 
que  les  deux  plans  tangents  seront  parallèles;  et  si  Ton  se  sou- 
vient en  outre  que  dans  ces  mêmes  surfaces  les  sections  faites  par 
des  plans  parallèles  sont  d^'S  courbes  semblables  et  semblable- 
ment  placées,  on  conclura  sans  peine  de  la  proposition  que  nous 
venons  d'établir  que  l'indicatrice  de  la  surface  F  au  même  point 
sera  homothétique  de  Tindicatrice  de  la  surface  primitive  elle- 
même.  Les  rayons  parallèles  seront  donc  proportionnels  dans  les 
deux  courbes,  et,  par  conséquent,  les  courbures  des  sections  nor- 
males parallèles  seront  aussi  proportionnelles  dans  les  deux 
surfaces. 

La  surface  du  second  ordre  F  offre  donc,  au  point  particulier 
que  nous  venons  de  définir,  une  image  fidèle  des  courbures  de 
la  surface  proposée  au  point  considéré,  et  présente,  par  consé- 
quent, dans  l'étude  des  courbures  de  cette  dernière  surface  une 
importance  analogue  à  celle  du  cercle  osculatcur  dans  l'étude  des 
courbures  d'une  courbe  quelconque.  De  même  que  ce  cercle  est 


—  351  —  41. 

la  courbe  la  plus  simple  qui  présente  la  courbure  d'une  courbe 
donnée  en  un  point  déterminé,  de  même  la  surface  (38)  est  la 
surface  la  plus  simple  qui  offre,  de  la  façon  que  nous  venons  de 
dire,  les  mêmes  grandeurs  relatives,  pour  toutes  les  courbures 
des  différentes  sections  normales,  qu'une  surface  donnée  en  un 
point  quelconque.  Cette  surface  F  mérite  donc  bien  le  nom  de 
surface  indicatrice  des  courbures  de  la  surface  primitive,  ou  sim- 
plement de  surface  indicatrice^  que  nous  avons  proposé  de  lui 
attribuer. 

Nous  avons  établi  cette  proposition  si  simple  en  invoquant  les 
propriétés  connues  des  surfaces  du  second  ordre,  et  celles  de 
rindîcatrice  que  nous  venions  d'exposer;  mais  comme  la  consi- 
dération de  la  surface  F  doit,  selon  nous,  précéder  et  non  suivre 
celle  de  l'indicatrice,  nous  croyons  devoir  montrer  à  nouveau, 
comment  on  établirait  directement  cette  propriété  fondamentale 
de  la  surface  indicatrice,  en  la  déduisant  immédiatement  de 
réquation  même  (38)  par  laquelle  nous  l'avons  définie,  et  sans 
passer  par  la  considération  intermédiaire  de  la  courbe  indicatrice, 
dont  la  notion  nait  au  contraire  si  naturellement  de  celle  de  cette 
surface. 

Appliquant  donc  dans  ce  but  à  la  surface  F  la  formule  (6)  du 
paragraphe  I,  le  rayon  de  courbure  R  de  cette  surface  relatif  au 
point  (X,  Y,  Z)  et  à  la  direction  (a,  6,  c)  sera  donné  par  l'ex- 
pression 


(40)  R  =  . 


p  p  F»  F*  F'  F* 

a* H  6* H  c' H  26c h  2ca h2a6  -- 

X«  Y*  Z«  YZ  ZX  XY 


et  comme  l'on  a  par  ailleurs,  en  vertu  de  l'équation  (38)  : 


F»        y' 

z»          2*' 

YZ       yz 

— —  =^  — > 

ZX       zx 

F*        f* 
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la  formule  qui  précède,  rapprochée  de  la  même  formule  (6) 
supposée  appliquée  à  la  surface  9,  établirait  immédiatement  la 
proportionnalité  des  rayons  de  courbure  pour  un  point  quel- 
conque de  la  surface  F,  si  Ton  pouvait  prendre  constamment 
dans  ces  deux  formules  un  même  système  de  valeurs  pour  a,  6,  c. 
Or,  la  direction  (a,  b,  c)  étant  par  hypothèse  celle  de  la  tangente 
d*une  section  normale,  doit  satisfaire  pour  la  première  surface  à 

la  condition 

F       ,  F         F 

et  pour  la  seconde  à  cette  autre 


On  voit  donc  qu'en  général  il  n'y  a  qu'une  seule  direction,  à 
savoir  celle  commune  aux  deux  plans  tangents,  pour  laquelle  les 
dénominateurs  des  formules  (40)  et  (6)  coïncideront,  ce  qui 
exclut  la  loi  de  proportionnalité  en  question.  En  conséquence, 
cette  loi  sera  seulement  vériGée  pour  les  points  exceptionnels  delà 
surface  F,  pour  lesquels  les  plans  tangents  sont  parallèles  dans 
les  deux  surfaces,  et  pour  lesquels,  par  conséquent,  les  deux 
conditions  qui  précèdent  n'en  formant  plus  qu'une  seule ,  on 
peut  attribuer  k  a,  by  c  dans  les  formules  (6)  et  (40)  un  même 
système  de  valeurs  quelconques  satisfaisant  à  celte  équation 
unique  et  à  la  relation 

Or,  on  voit  que  les  seuls  points  de  la  surface  F  présentant 
cette  particularité  du  parallélisme  des  deux  plans  tangents  sont 
les  extrémités  du  diamètre  de  cette  surface  conjugué  du  plan 
tangent  de  la  surface  primitive  9.  —  Si  donc  nous  désignons  par 
(Xo,  Yo,  Zo)  l'un  de  ces  points,  et  Ro  le  rayon  de  courbure  de 
la  surface  F  relatif  à  ce  point,  les  deux  sections  normales  déter- 
minées par  une  même  direction  de  tangente  (a,  6,  c)  étant  parai- 
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lèles  dans  les  deux  surfaces  à  cause  du  parallélisme  des  nor- 
males ,  les  formules  (40)  et  (6)  donneront  pour  les  rayons  de 
courbure  de  ces  deux  sections  : 


rapport  qui,  étant  indépendant  de  la  direction  {a,  b,  c),  établit  à 
nouveau  la  proposition  déjà  démontrée,  laquelle  se  peut  formuler 
en  théorème  de  la  façon  suivante  : 

Théorème  I.  —  «  Si  l'on  suppose  construite  la  surface  indica- 
trice F  relative  à  un  point  déterminé  d'une  surface  donnée  tp,  et 
que  l'on  considère  l'extrémité  du  diamètre  de  cette  surface  F 
conjugué  du  plan  tangent  de  la  surface  9  au  point  précité j  les 
rayons  de  courbure  relatifs  à  ces  deux  points,  et  correspondant  à 
deux  sections  normales  parallèles^  seront  proportionnels  dans  les 
deux  surfaces.  » 

La  considération  de  la  surface  indicatrice  nous  sera  encore  fort 
utile,  comme  nous  le  verrons  dans  le  paragraphe  V,  pour  trouver 
les  conditions  d*égalité  de  tous  les  rayons  de  courbure  en  un 
même  point  d'une  surface,  c'est-à-dire  pour  obtenir  une  méthode 
générale  propre  à  la  détermination  des  ombilics.  —  Enfin  nous 
n'abandonnerons  pas  ce  sujet,  sans  avoir  signalé  encore  un  point 
intéressant,  bien  que  d'importance  secondaire,  à  propos  du- 
quel cette  considération  rend  aussi  un  service  fort  appréciable. 

On  ne  peut  s'empêcher  de  penser,  en  voyant  les  symboles  A19 
et  A2T  revenir  si  fréquemment  dans  toutes  les  formules  relatives 
à  la  courbure  des  surfaces,  que  ces  quantités  n'aient  une  signifi- 
cation géométrique  simple,  facilement  exprimable  en  langage 
ordinaire,  et  l'on  doit  désirer  une  formule  précise  de  l'interpré- 
tation de  ces  quantités  pour  une  surface  quelconque. 

Pour  la  première  la  réponse  est  aisée  et  déjà  connue  depuis 
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longtemps ,  à  savoir  que,  si  1  on  considère  la  famille  de  surfaces 
(f(x,  y,z)  =  Cf  où  G  désigne  un  paramètre  variable,  et  deux 
points  infiniment  voisins ,  Tun  {x,  y,  z)  situé  sur  la  surface 
ç  (^9  y  y  z)  =  C,  et  l'autre  (x  -f-  dx,  y  -h  dy,  z  -i-  dz)  situé  sur 
la  surface  infiniment  voisine  cp  (x,  y,  z)  =  C  -i-  dC,  et  satisfaisant 
par  conséquent  à  Téquation 

X  y  z 


ou  simplement 


le  rapport 


l^x-^^-Sy-^-^z^êC, 
X  y  z 


?  ?  f 

X        y        z  ^ 


vïï-  Ê)*-  fe) 


s  A,'^ 


exprimera  la  projection  sur  la  normale  à  la  première  surface  au 
point  (x,  y,  z)  de  la  distance  infiniment  petite  de  ces  deux 
points;  et  qu'en  conséquence,  si  Ton  suppose  en  particulier  le 
second  point  situé  également  sur  cette  normale,  on  aura  en  appe- 
lant in  1  élément  de  normale  compris  entre  les  deux  surfaces  : 

âC  se 

(40»"').     .     .     .    —  =  (î/i,       d'où         A,y==  — 

Aiy  Sn 

Le  paramétre  dilTérentiel  du  premier  ordre  Aicp  exprime  donc 
la  limite  du  rapport  de  laccroissement  du  paramètre  à  la  dis- 
tance normale  de  deux  surfaces  infiniment  voisines  de  la  même 
famille. 

Pour  le  paramètre  dilTérentiel  du  second  ordre  Ajf»  la  réponse 
n'est  pas  aussi  facile,  et  Lamé,  qui  a  introduit  Tun  des  premiers 
dans  la  science  la  considération  de  ces  paramètres  et  leur  nota- 
tion, propose  simplement  pour  celui-là  une  inlerprélation  fon- 
dée sur  la  considération  des  flux  de  chaleur,  qui  ne  saurait 
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trouver  place  dans  une  théorie  pure  d  analyse  appliquée  à  la 
géométrie  (*). 

Or,  c*est  ici  que  la  considération  de  la  surface  indicatrice  va 
nous  être  d*un  précieux  concours ,  en  nous  fournissant  une  ré- 
ponse simple  et  entièrement  satisfaisante  à  ce  dernier  point 
de  vue. 

En  effet,  si  nous  désignons  respectivement  par  !2/,  ^l'^  2/"  les 
longueurs  des  trois  diamètres  de  la  surface  indicatrice  dirigés 
suivant  la  normale  à  la  surface  primitive  et  les  deux  tangentes 
aux  sections  principales  de  cette  même  surface,  ayant  déjà  par 
réquation  (39)  : 

1         db  A|^  i        db  A|^ 

7^  =  — gr-       et       —=    ^,, 

nous  obtiendrons  immédiatement  le  troisième  demi-diamètre  / 
en  éliminant  les  coordonnées  (X,  Y,  Z)  de  son  extrémité  entre 
les  équations  de  cette  droite  qui  peuvent  s'écrire  : 

X-x      Y  — y      Z  — z ^ 

f  ?  ?  ^1? 

X  y  z 

et  réquation  de  la  surface  indicatrice  (38),  ce  qui  donnera  à 
cause  de  Thomogénéité  de  la  fonction  F, 


d'où. 


Ajj)     \x    y    zl 

A|f     \x    y    zl  r 


Or,  comme  nous  avons  en  général  par  la  première  égalité 


{')  Voir  Leçons  sur  les  coordonnées  curvilignes,  %  XVII,  page  28. 
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(28),  en  nous  rappelant  qne  11  =  ^-*-^,  et  muUipliaDt 
par  A|f  : 

nous  trouverons  immédiatement,  en  substituant  dans  cette  der- 
nière égalité  les  valeurs  que  nous  venons  d'écrire, 

ou  bien 

_^<       i  ^  i 

équation  qui  fournit  une  interprétation  géométrique  très  simple 
du  paramètre  difiérentiel  A2?9  interprétation  que  nous  formule- 
rons par  le  théorème  suivant  : 

Théorème  II.  —  •Le  paramètre  différentiel  A^cp  est  égal  à  la 
somme  algébrique  des  inverses  des  carrés  de  trois  demi-diamètres 
rectangulaires  de  la  surface  indicatrice^  dirigés  respectivement 
suivant  la  normale  à  la  surface  primitive  et  les  tangentes  aux 
deux  sections  principales  de  la  même  surface^  le  premier  de  ces 
carrés  étant  pris  avec  le  signe  du  second  membre  de  réqu€Uion 
de  la  surface  indicatrice,  et  les  deux  autres  respectivement  avec  les 
signes  des  rayons  de  courbure  principaux  correspondants  (*).  > 

Remarquons  enGn,  comme  dernière  observation,  qu'ayant 
déjà  donné  en  terminant  le  paragraphe  précédent,  pour  le  cas 
particuh'er  des  surfaces  à  centre  du  second  ordre,  une  interpré- 
tation géométrique  des  mêmes  quantités  A|(p  et  Ajcp  fondée  sur 
des  considérations  toutes  dilTérentes,  et  qui  par  conséquent  ne  se 


(*)  Lorsque  cette  surface  indicatrice  est  un  ellipsoïde,  on  peut  donc  dire  simplement, 
en  ?ertu  d'une  propriété  connue,  que  le  paramètre  différentiel  du  second  ordre  Atf  ^^ 
la  somme  des  inverses  des  carrés  des  trois  axes  de  la  surface  indicatrice. 
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confond  pas  avec  celle  que  nous  venons  d*établir  pour  une' sur- 
face quelconque  y  le  rapprochement  de  ces  deux  interprétations 
constitue  deux  propriétés  géométriques  ou  théorèmes  relatifs  aux 
surfaces  à  centre  du  second  ordre.  Toutefois,  celui  de  ces  théo- 
rèmes que  Ton  obtiendrait  ainsi  par  la  comparaison  des  deux 
interprétations  de  A^cp  est  à  la  vérité  fort  connu,  car  on  voit  im- 
médiatement, en  se  reportant  aux  formules  du  paragraphe  pré- 
cédent, que  la  surface  indicatrice  étant  dans  ce  cas  une  surface 
identique  à  la  surface  proposée,  Tégalité  résultant  de  Télimination 
du  symbole  A^  entre  la  seconde  équation  (32)  et  Téquation  (41) 
exprimera  simplement  que  la  somme  algébrique  des  inverses  des 
carrés  de  trois  diamètres  rectangulaires  de  la  surface  proposée 
est  constante ,  propriété  fort  connue  et  souvent  rappelée,  au 
moins  pour  rellipsoîde.  Quant  à  Tautre  théorème  qui  résulterait 
de  même  du  rapprochement  des  deux  interprétations  du  symbole 
Aicp  et  que  nous  ne  croyons  pas  nécessaire  d'énoncer  en  toutes 
lettres,  nous  ne  pensons  pas  qu'il  ait  été  encore  formulé,  et  il 
constitue  par  conséquent,  croyons-nous,  une  propriété  nouvelle 
des  surfaces  du  second  ordre. 

En  résumé,  nous  pensons  donc  qu'il  y  aurait  utilité  et  avan- 
tage à  introduire  désormais  dans  la  théorie  de  la  courbure  des 
surfaces  la  considération  de  la  surface  indicatrice  sur  laquelle 
nous  venons  d'appeler  l'attention,  et  dont  l'équation  à  la  fois 
simple  et  symétrique  se  rattache  si  intimement  aux  formules  qui 
constituent  la  base  de  cette  théorie,  et  à  en  déduire  ensuite  la 
notion  et  les  propriétés  de  l'indicatrice ,  qui  en  dérivent  immé- 
diatement, ainsi  que  nous  l'avons  fait  voir  en  commençant  ce 
paragraphe. 

Ayant  ainsi  exposé  tout  ce  qui  a  rapport  à  la  courbure  d'une 
surface  en  un  point  quelconque,  nous  allons  maintenant,  comme 
application,  envisager  le  cas  intéressant  d'un  système  triple  ortho» 
gonalde  surfaces,  en  établissant  le  célèbre  théorème  de  Charles 
Dupin,  relatif  à  cet  objet. 


V.  22 
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IV.  —  Système  triple  orthogonal  de  surfaces.  Théorème 
DE  Charles  Dcpin.  Formules  de  Lamé. 

Les  équations  (9)  ou  (12)  que  nous  avons  données  pour  déter- 
miner la  direction  des  sections  principales,  contiennent  implici- 
tement le  célèbre  théorème  de  Charles  Dupin,  sur  les  systèmes 
triples  orthogonaux^  consistant  en  ce  que  «  trois  surfaces  formant 
un  pareil  système,  c'est-à-dire  se  coupant  réciproquement  à  angles 
droits,  admettent  pour  intersections  chacune  leurs  deux  lignes  de 
courbure,  » 

Les  h'gnes  de  courbure  d*une  surface  étant  en  chaque  point, 
comme  Ton  sait,  dirigées  suivant  les  sections  principales  relatives 
è  ce  point,  il  suffira  pour  établir  ce  théorème  de  montrer  que, 
dans  un  système  tripleorthogonal,la  courbe  dlntersection  de  deux 
quelconques  des  surfaces  est  dirigée  suivant  Tune  des  sections 
principales,  relatives  au  point  commun,  de  chacune  des  deux 
surfaces;  car  il  est  facile  de  voir  que,  si  Ton  suppose  cette  condi- 
tion remplie,  chaque  surface  sera  bien  coupée  par  les  deux 
autres  suivant  ses  propres  lignes  de  courbure. 

En  effet  ayant  désigné  par  cp,  ^,  et  tff  les  trois  surfaces  compo- 
sant le  système  donné,  supposons  que  nous  laissions  constantes 
les  deux  surfaces  9  et  vj/,  et  par  conséquent  aussi  leur  intersection 
que  nous  appellerons  C,  et  que  nous  fassions  varier  le  paramètre 
de  la  troisième  surface  m,  de  manière  à  déplacer  successivement 
le  point  commun  aux  trois  surfaces  tout  le  long  de  la  courbe  C, 
dans  chacune  de  ses  positions  les  trois  courbes  d'intersection 
étant  par  hypothèse  dirigées  suivant  les  sections  principales  de 
chacune  des  surfaces,  on  voit  qu'en  chacun  de  ses  points  la 
courbe  C  en  particulier  sera  dirigée  suivant  Tune  des  sections 
principales  de  la  surface  f  relatives  à  ce  point,  et  par  conséquent 
elle  coïncidera  bien  avec  Tune  des  lignes  de  courbure  de  cette 
surface;  il  est  évident  d'ailleurs  que  Ton  pourrait  répéter  suc- 
cessivement le  même  raisonnement  pour  chaque  intersection,  et 
pour  chaque  surface. 

D'autre  part,  d'après  la  définition  même  du  système  orthogonal. 
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Tintersection  de  deux  quelconques  des  surfaces  étant  normale 
à  la  troisième,  et  par  conséquent  les  tangentes  aux  trois  courbes 
d'intersection  au  point  commun  étant  précisément  les  trois  nor- 
males au  même  point,  Ténoncé  auquel  nous  venons  de  ramener 
le  théorème  revient  à  dire  que,  au  point  commun,  les  normales  de 
deux  des  surfaces  sont  dirigées  dans  le  plan  tangent  de  la  troi- 
sième, précisément  suivant  les  sections  principales  de  cette  der- 
nière. 

Soient  donc,  suivant  les  notations  déjà  employées,  respective- 
ment : 

les  cosinus  directeurs  des  normales  au  même  point  des  trois 
surfaces 

?  (x,  y,  z)=Cy     ^  (x,  y,  z)  ■=  c',     u  (x,  y,  z)  =  r/\ 

composant  le  système  triple  orthogonal;  d  après  les  explications 
qui  précèdent,  la  proposition  que  nous  voulons  démontrer  con- 
sistera en  définitive  en  ce  que  les  deux  directions  (A',  fx',  y')  et 
(A",  p",  y")  sont  précisément  les  deux  tangentes  aux  sections 
principales  de  la  surface  9,  et  de  même  (X",  fx",  v")  et  (X,  /x,  v) 
celles  de  la  surface  yp,  et  enfin  (X,  (x,  v)  et  (î'  fx',  v')  celles  de  la 
surface  w. 

Telle  est  la  proposition  que  nous  allons  établir  successivement 
de  deux  façons  différentes,  mais  pour  cela  il  nous  est  nécessaire 
de  rappeler  auparavant  que  les  neuf  cosinus  ci-dessus  pouvant 
servir  à  définir  un  nouveau  système  d'axes  coordonnés  rectan- 
gulaires satisfont  par  hypothèse  aux  six  relations  bien  connues  : 

!j^«   H-^«   -i-y»  =i,  /   JiV'.f-f*y-*-yV'  =  0, 

jl'«  ^  p'«  ^  v'«  =  i,  1   X"X  -k-  il" IL  -♦-  v"y  =  0, 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  aux  six  suivantes  : 

i«  ^  A'«  -♦-  i"«  =  4,  (  pv  -♦-  iiV  -k-  AtV'  =  0, 

(43).      l  A*'  -^  f*"  -^  p'"  =  i,  I  VA  -♦-  y'X'  -^  y" y  ==  0, 
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ou  encore  aux  neuf  suivantes  : 

il  =  ^'v"  -  v>",      X'  =  fi"y  —  y"  fit,      X"  =  fiv'  —  Vfx', 
f*  =  v'>"  —  X'f'\      (i!^  v"X  —  X"v,      p"  =  va'  —  Xv\ 
V  «=  XV  —  f*'>",      /  =  A'V—  At"A,     v"  =  \a'—  ^>', 

en  supposant  que  les  nouveaux  axes  présentent  la  même  disposi- 
tion que  les  anciens,  ce  que  nous  avons  évidemment  le  droit  de 
faire,  puisque  nous  pouvons  prendre  arbitrairement  le  sens  con- 
sidéré sur  chaque  normale.  Ces  préliminaires  établis,  il  est  facile 
de  déduire  des  équations  (9)  ou  (12),  la  démonstration  du 
théorème  énoncé. 

Première  démonstration.  —  A  cause  de  la  symétrie  complète 
entre  les  trois  surfaces,  chacune  d'elles  pouvant  être  prise  indif- 
féremment pour  la  surface  tp,  il  suffira  évidemment  de  montrer 
que  les  directions  (X',  fx',  v')  et  (X",  fx",  v")  sont  bien  les  deux 
tangentes  aux  sections  principales  de  la  surface  tp  (x,  y,  z)  =  o  ; 
ce  qui  s'établira  en  prouvant  que  les  deux  systèmes  X',  p',  v'  et 
i",  fjt",  y",  satisfont  l'un  et  l'autre  aux  équations  (9)  ou  (12)  qui 
déterminent  les  sections  principales  de  cette  surface,  dans  les- 
quelles R  est  censé  représenter  la  fonction  de  a,  6,  c,  définie  par 
l'équation  (5),  c'est-à-dire  que,  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

(45).    .    .     ^^  =  F(x',A*',v'),     ^=F(x",f*",.")> 

Rf  et  Rs  représentant  ainsi  par  hypothèse  les  rayons  de  cour- 
bure des  sections  normales  correspondant  aux  directions  (^',fjL',y') 
et  (i",  fx",  v"),  on  a  bien  par  exemple  : 

9  dF  A?o 
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m  d?  A?0 

OU  TuD  des  deux  systèmes  d*équations  seulement;  car,  s*il  est 
établi  que  Tune  des  deux  directions  correspond  à  Tune  des  sec- 
tions principales,  l'autre  direction  qui  est  perpendiculaire  à  la 
première  par  hypothèse  correspondra  nécessairement  à  Taulre 
section  principale. 

Pour  établir  ce  résultat  relativement  à  la  première  direction 
(X',  fx',  y'),  nous  poserons  : 

A=-n(X,A«,v)— —  v^2>   —, 

9  d?  AÏ? 

y  dfi  R, 

9  d?  AÏ? 

C=I-n(i',/,.')-  — Aîf-â.'-^; 

Z  av  lli 

et  nous  démontrerons  que  les  trois  quantités  A,  B,  C  sont  toutes 
trois  nulles,  eu  établissant  entre  elles  trois  relations  linéaires  et 
homogènes,  assez  faciles  à  obtenir,  et  qui,  ayant  leur  déterminant 
différent  de  zéro,  ne  peuvent  être  satisfaites  que  par  des  valeurs 
nulles  de  ces  quantités. 

En  effet,  en  multiplant  d'abord  les  équations  qui  précèdent 
respectivement  par  A,  fx,  y,  et  ajoutant,  on  obtient  en  ayant  égard 
successivement  aux  valeurs  (10),  aux  formules  (42)  et  à  Téqua- 
tion  de  déGnition  (8) 

\   X         y        zl 
I   dF  dF        dF\  A?? 

,    ,,       If  dF       f  dF       9  dF\ 
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De  même,  si  nous  remarquons  quen  raison  des  valeurs  (10) 
les  deux  dernières  formules  de  gauche  (42)  peuvent  s'écrire, 

X  y         z  X  y  z 

nous  obtiendrons,  en  ajoutant  encore  les  mêmes  équations  res- 
pectivement multipliées  par  X',  fx',  y',  et  tenant  compte  de  Tho- 
mogénéité  de  la  fonction  F,  ainsi  que  de  la  valeur  ci-dessus  (45) 
de  Rj  et  des  formules  (42)  : 

A'A  -♦-  A*'B  -y-  v'C  =  [A'  ^  H-  A*'  --♦-/-)  n  (A',  a',  v') 

\    X         y         zl 

-  (4  *"' .-7 -^  J  **"»■•*'■■- ■'■'s;- »■ 

Enfln,  ajoutant  encore  une  dernière  fois  les  mêmes  équations 
respectivement  multipliées  par  X",  p",  y",  et  ayant  égard  aux 
équations  (46)  que  nous  venons  d'écrire,  aux  formules  (42)  et  à 
réquation  de  déGnition  (2),  nous  obtiendrons  de  même  : 

A"A  -^  a"B  -♦-  /'C  =  (a"  ^  ^.  ^"  ^  ^  v"  l\  n  (A',  a',  /) 

\     X  y  zl 

I     dF  dF  dF\  aU 

L     \     a'  xy        zxl  \    xy         y'         yx/ 


/'(A'-!!-*.^'i!^.v'4)lA^ 
\    zx         yz         zVJ 


L     ^  y  « 

o'  ©'  9*  n 

yz  zx  xyj 

ou  simplement,  en  vertu  des  formules  (10)  supposées  appliquées 
aux  surfaces  ip  et  77, 

(47).     .    .    .    A"A  +  a"B+y"C  = i^  •  L, 
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en  posant  pour  abréger  : 


^  zt  f*        ^  u  f*        ^  or  y' 

X  X  x^      y  y  y^      z  z  z* 

yz       zylyz       \z  x      xzizx       \x  y      y  xl  xy 

Or,  il  est  facile  de  voir  que  cette  dernière  quantité  est  nulle, 
et,  par  conséquent,  aussi  le  second  membre  de  Féquation  qui 
précède,  en  posant  de  même  par  permutation  circulaire  des  trois 
lettres  tp,  »/;  et  tbt  : 

or  f  «f*         or  y  ^'         o  y  ^ 

M  = jH- --\ j 

XX  x^      y  y  y       z  zv 

yz      zy]  yz       \z  x      x zj  zx       \xy      yxl  xy 

f^a*        y^tj*         y^c* 
N= + 5  H ; 

X  X  X*      y  y  y       z  z  z^ 

\y z      zylyz       \z  x      xzIzx       \xy       y xl  xy 

et  se  reportant  aux  trois  formules  de  gauche  (42)  qui  expriment 
Torlhogonalité  du  système  et  qui  peuvent  s'écrire  en  vertu  des 
formules  (10),  supposées  appliquées  successivement  aux  trois 

surfaces  :  ,  ^p  a      ^  a      ^  ts 

1 1 =  0, 

XX      y  y      z  z 

(48) 'Zl^ZL^ll^o, 

XX      y  y      z  z 

1 1 =0; 

XX       y  2^       z  z 

car,  si  Ton  différentie  la  première,  par  exemple,  successivement 
par  rapport  h  x,yet  z,  ce  qui  donne  : 

or  <^'         o  «f*         ^  ^*         ^  ^         tf    or*         (/»   or' 

-H H H r-t- 1 =  0, 

X  x'       y  yx      z  zx      x  x'       y  yx       z  zx 

(48"')      { 1 tH 1 H r  -^ =  0, 

^^y      y  y        zzy       xxy      y  y*       z  zy 

1 1 -H 1 1 r  =  0, 

xxz      yyz      z  z^      xxz      y  yz      z  z' 
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et  que  l'on  ajoute  ensuite  ces  dernières  équations  respectivement 

9       9       0 

multipliées  par  «'  y'  i»  ^"  ^^^^  qu*on  obtiendra  précisément 
la  première  des  trois  équations  suivantes  : 

les  deux  autres  résultant  évidemment  de  la  simple  permutation 
circulaire  des  trois  lettres  9,  tf/  et  v^  puisque  les  trois  équa- 
tions (48),  qui  nous  ont  servi  de  point  de  départ  dans  ce  dernier 
calcul,  se  déduisent  elles-mêmes  les  unes  des  autres  par  la 
même  loi. 

Or,  ces  trois  dernières  équations  donnent  évidemment,  en 
retranchant  successivement  chacune  de  la   somme  des  deux 

autres, 

L  =  0,     ll»0,     N«0; 

et,  par  conséquent,  en  substituant  dans  le  second  membre  de 
réquation  (47),  nous  aurons  la  troisième  relation  : 

>"A-^f*"B^-v"(:«0. 

Nous  avons  donc,  en  définitive,  trouvé  ainsi,  pour  déterminer 
les  trois  quantités  A,  B,  G,  le  système  des  trois  équations 
linéaires  et  homogènes  : 

!xA  -f-fiB  -*- vC  =0, 
>'A-*-fi'B-4- v'C  =  0. 

lequel,  ayant  pour  déterminant,  en  vertu  des  formules  (44) 
et  (43), 

c*est-à-dire  une  quantité  différente  de  zéro,  n*admet  que  le  seul 
système  de  solution  A  =  0,  B  =  0,  C  s=a  0;  ce  qui  montre  que 
la  direction  (A',  fx',  y')  est  bien  la  tangente  h  Tune  des  sections 
principales  de  la  surface  tp,  et,  par  conséquent,  la  direction  per- 
pendiculaire (A'',  |ul",  y")  est  forcément  de  même  la  tangente  à 
Tautre  section  principale. 

Nous  venons  d'établir  que  la  direction  (X',  u',  y')  satisfaisait 
bien  aux  équations  qui  déterminent  les  sections  principales  de  la 
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surface  9,  en  prenant  ces  équations  sous  la  forme  (9)  qui  est  la 
première  sous  laquelle  nous  les  avons  rencontrées;  mais  il  eût  été 
tout  aussi  facile  pour  établir  ce  résultat  de  prendre  ces  mêmes 
équations  sous  la  forme  (12).  Nous  serions  ainsi  arrivés  aussi 
aisément,  quoique  par  d'autres  raisons,  au  même  système  (49) 
pour  déterminer  Â,  B,  C»  d'où  nous  aurions  tiré  les  mêmes  con- 
clusions. Nous  ne  recommencerons  pas  le  calcul  sous  cette 
forme,  parce  que,  le  but  et  la  méthode  de  la  démonstration  res- 
tant les  mêmes,  rintérét  de  ce  nouveau  calcul  paraîtrait  médiocre; 
mais  si  le  lecteur  tient  à  faire  la  comparaison  de  ces  deux  procé- 
dés, aGn  de  pouvoir  faire  en  connaissance  de  cause  un  choix 
entre  les  deux,  il  lui  sera  facile  d'extraire  textuellement  ce  second 
calcul  des  développements  que  nous  allons  présenter  à  propos 
de  la  seconde  démonstration  du  même  théorème,  laquelle  sera 
basée,  quoique  avec  une  méthode  différente,  sur  la  considération 
de  cette  seconde  forme  d'équations  (12). 

Avant  de  commencer  cette  démonstration,  nous  devons  décla- 
rer également  que  nous  ne  la  recommandons  pas  comme 
méthode  d'exposition,  bien  que  la  méthode  en  soit  celle  même 
indiquée  par  la  position  de  la  question,  parce  que  les  écritures 
en  sont  un  peu  longues  et  Tappareil  un  peu  compliqué;  mais 
nous  croyons  néanmoins  devoir  la  développer  ici,  parce  qu'elle 
fournit  un  bon  exemple  de  calcul,  et  qu'elle  nous  mettra  en 
même  temps  sur  la  voie  d'autres  propriétés  géométriques  inté- 
ressantes du  système  orthogonal,  découvertes  par  Lamé  au 
moyen  de  l'emploi  des  coordonnées  curvilignes. 

11^  Démonstration.  —  L'esprit  de  cette  démonstration  consiste 
à  vérifier  simultanément  pour  les  trois  surfaces  du  système  par 
une  méthode  analogue  à  celle  que  nous  avons  déjà  employée 
dans  la  démonstration  précédente,  que  les  normales  des  trois 
surfaces  au  point  commun  sont  bien  en  même  temps  les  tan- 
gentes aux  sections  principales  des  mêmes  surfaces  relatives  au 
même  point.  En  d'autres  termes,  nous  nous  proposerons  d'éta- 
blir à  la  fois  que  les  dipcctions  (A',  fx',  v')  et  (X",  fx",  y")  satis- 
font bien  aux  équations  (12)  pour  la  surface  tp,  et  de  même  les 
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directions  Q!',  p",  v")  et  (X,  |ul,  v)  pour  la  surface  ^  et  les  direc- 
tions (X,  fjt,  v)  et  Qi'y  fjt',  v')  pour  la  surface  w. 

Pour  cela,  définissant,  comme  tout  à  Theure,  R|  et  R^  par  les 
équations  (45),  c'est-à-dire  appelant  encore  R^  et  R^  les  deux 
rayons  de  courbure  des  sections  normales  de  la  surface  tp  corres- 
pondant aux  directions  (X',  p',  v')  et  (X",  fx",  v"),  et  de  même 
par  analogie  Rj,  et  R^,  ceux  de  la  surface  ^  correspondant  aux 
directions  (X",  fx",  v")  et  (X,  p,  v),  et  enfin  R^  et  Rj'  ceux  de  la 
surface  w  correspondant  aux  directions  (X,  |ul,  v)  et  (X',  fx',  v'),  et 
ayant  posé  simultanément  : 

,  ^            s  ^          .A         A'      /                 A           .A         ,    A        A" 
A|=A'  — ^At'  — -l-v' — ,      A,=  A"— H-A*"  — H-»'" — . 

X  y  2       R|     1  X  y  z       Ri 

[B.  =  A'-^4.f*'-^+-/— --î^,    k  =  A"— +  /'  —  -♦-/' -^-1^, 

'  xy  ;2rR|j  a:  y  z      R^ 

C,=  A'—  ^  ft'  — ^  v' ,   ic  =  A"— -t-A*"  — -t-v" — , 

X  y  jT      R,     \  X  y  z      R, 

a'  V  a'         X"       I  A'  a'  a'  1 

A4=rA    —-4- A* ^v — ,     A,  =  A—  ^  p h  y --, 

'  X  t/  «       R|     I  X  y  ^       Ri 

(49"*)^\B,  =  A    —-^iJL hv _,  ^R,==A \-  fi. V-  V — , 

X  y  z      R|     J  X  y  «      R, 

/  y'  y'        y"      1  v'  v'  v'         v 

c;=r-H.^"— i-v"  —  -,  c;  =  A-^^-H.v---, 

^  X  y  z      R,      1  X  y  z      Rt 

A"  A"  A"        A       f^„         ,A"  ,A"         ,A"        A' 

a;==a—  ^  fi  — +v — — ,  a;=a'  — -f-p'— +  v' — — , 


X  y  z 


RM  "         X       ^  y  z       R;' 

X  y  z      R,     1  X  y  z      R, 

/'  v"  y"         y      I  y"  y"  y"        y' 

Cr=A—  ^-A^-^y  — -— ,     C;  =  A'—^  ,*'  —  -♦./  —  -—, 
X  y  z       R4     *  X  y  z       «t 

Nous  démontrerons  que  les  dix-huit  quantités  A,  B, G  ci-dessus 
sont  toutes  nulles  à  la  fois,  ce  qui  établira  bien  que  la  direction 
de  chaque  normale  satisfait  aux  équations  (12)  pour  les  deux 
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autres  surfaces,  puisque  dans  ces  équations  (12)  R  représente 
par  hypothèse  le  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  cor- 
respondant à  la  direction  (a,  6,  c)  ou  en  d'autres  termes  la  fonc- 
tion de  a,  6,  c  définie  par  Téquation  (5).  Et  il  sera  établi  par 
là  même,  par  voie  de  conséquence,  que  R^  et  R^,  Rj  et  RJ|, 
Rï  et  RJi'  sont  bien  les  rayons  de  courbure  principaux  respecti- 
vement des  surfaces  tp,  ^  et  m. 

Nous  arriverons  comme  tout  à  Theure  à  ce  résultat  en  établis- 
sant, entre  les  dix-huit  quantités  A,  B,  G  considérées,  dix-huit 
relations  linéaires  et  homogènes  qui  ne  peuvent  être  vérifiées 
que  par  des  valeurs  nulles  de  ces  quantités. 

A  cet  effet,  nous  bornant  d^abord  à  considérer  les  six  quan- 
tités A,  B,  G  qui  sont  relatives  à  une  même  surface,  à  la  sur- 
face (p  par  exemple,  nous  formerons  sans  peine  les  cinq  combi- 
naisons suivantes  : 

1®  D^abord,  en  vertu  des  équations  (42), 

d  d 

xA|-*-  ftB, -4- vC«  =  V -- (x* -+- A*' -♦- j^)  -*-M'-r(^*-*-  f^*-*-^) 

ax  dy 

d  \ 

-♦-  v'  — (A*-*-  ^«^  y^)__  (aV  -4-  ti\^*  -4-  yy')  =0, 
dz  Ri 

et,  pour  la  même  raison , 

d  d  ^ 

XA, -4-  /iB,  -♦-  vC,=»A"  —  (A«  -4-  A«*  -4-  V*)  -4-  f*"  —  (X*  +  AC*-4-/) 

dx  dy 

^  v"  ^  (x«  H-  A**-4-  V»)  —  i-  (X"A  -4-  fil'tJL  -4-  y"y)  =  0. 

S""  De  même  en  ayant  égard  successivement  aux  valeurs  (25)^ 
aux  mêmes  équations  (42)  et  à  la  formule  (2), 

A'A|-4- A*B,  +  y'C|  =  A'«  -  H- A*''-  ^  v'»- 

X  y  z 

^^v(:^^]^/,'(i^l]^,yfi:^^i].-l(A-^/-^0 
\y      zl  \z      xl  \x     yl      Ri 


58.  —  548  — 


fj^y   12 y f£ —    -♦-/A'Iî A y  —  I 

\   yz  V  z  I  \    zx  z  X  I 


y^      y 


\  xy        X         y  /J      R« 
A,f\     X  y  «  yz  zx  xy) 

A|y  \      X  y  «  /      R| 

=  1f(v,m'./)-^. 

Nous  trouverioDs  identiquement  de  même  : 

A"A,^  At'%  -♦-  /'C  =  1  F  (A".  At",  v")  -.  i- . 

car,  le  premier  membre  de  cette  dernière  équation  se  déduisant 
du  premier  membre  des  équations  précédentes  par  le  change- 
ment simultané  de  V,  fx',  v\  en  X",  il'\  v*  et  de  Rf  en  R^»  il  doit 
en  être  de  même  du  second;  et,  par  conséquent,  nous  aurons  en 
vertu  de  nos  hypothèses  (45)  : 

A'A*  -4-  A^'B,  -4-  v'C,  =  0,     et     V'At-*-  a£"B,  ^  y"C= 0. 

3"*  EnGn,  en  ajoutant  membre  à  membre  les  trois  équations 
suivantes  : 

A" A,  -  A' A,  =  (a*' a"  -   AV ')  -  +  (v'A"  —  A'/'  )  - , 

y  « 

At"B.  -  A^'B,  =  (y V'  -  At'v")  -  H-  (aV"  -  At'i")  ^  » 
y"C|  -  v'C  =  (A'/'  —  y' A")  -  +  (aV"  —  vV)  -  » 

ar  y 

et  nous  reportant  aux  formules  (44)»  nous  obtiendrons  immédia- 
tement : 

A"A|  •♦  A^'^Bi  +  v"C|  —  (A' A,  -*-  A^'B,  -♦-  y'C) 

\y      zl  \z      xl         \y      xl 
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Icar  le  second  membre  de  cette  équation,  égalé  à  zéro,  n'est  autre 
chose  que  la  condition  d*intégrabilité  de  Téquation  différentielle 
totale,  Tdx  +  fidy  •+-  vdz  =»0 ,  condition  qui  est  manifestement 
remplie,  puisque  en  vertu  des  valeurs  (10)  le  premier  membre 
est  une  différentielle  exacte. 

Nous  avons  donc  ainsi  obtenu  très  facilement  entre  les  six 
quantités  A,  B,  G  relatives  à  la  surface  9,  les  cinq  relations 
linéaires  et  homogènes  que  nous  allons  récrire  ici  : 

ixA,  -4-  A^Bi  -♦-  yC,  =  0,  aA,  -♦-  AtB,  -♦-  î/C,  ==  0, 
A'A,-*-  At'Bi-*-  /C|=  0,  A"A,^  f/'Bf^  v"C,==  0, 
A"A|  ^  fi'%  ^  v"C,  —  (A'A,  -♦-  At'B,  -♦-  v'C)  =  0. 

Il  est  clair  que  chacune  des  trois  surfaces,  considérée  isolé- 
ment, nous  fournira  cinq  équations  analogues,  qui  se  dédui- 
ront de  la  précédente  par  la  permutation  des  trois  surfaces,  ou, 
ce  qui  est  la  même  chose,  des  trois  normales,  c  est-à-dire  par  la 
permutation  circulaire  des  trois  systèmes  (X,  (x,  v),  (X',  fx',  y)  et 

Ayant  donc  le  système  (50)  pour  la  surface  (p,  dont  la  normale 
est  (X,  fjL,  y),  nous  aurons  pour  la  surface  \^,  dont  la  normale  est 
G',  fx',  V)  : 

• 

!a'a;  -♦.  At'B;  -♦-  i/c;  =  o,      va;-*-  a^'b;-*-  »'c;=  o. 
a"a;-*-  At"B;  -4-  /'c;=  o,      aa;  -4.  a^b;  -♦-  yc; = o, 
aa;  +  a*b;  h-  vc;  —  (a"  a;  -4-  f^'%  -♦-  v"c;) = o; 

puis  pour  la  surface  tir,  dont  la  normale  est  (X",  ii'\  y"),  cet  autre 
système  : 

/  A"A>  /'b;-*-  v"c;=  o,    a"a;^  a^^b;-*-  v"cj=  o, 
(52)    )  aa:  -♦-  A^B'i'  -4-  vc;  =>  0,    va;  -4-  a^'b;  -4-  y'c;= 0, 
(    A'Aï  H-  A^'Bï  +  vx:  —  (aa;  -4-  a*b;  ^.  vc;)  =  0, 

et  les  trois  systèmes  (50),  (51)  et  (52)  nous  fournissant  déjà 
quinze  équations  entre  les  dix-huit  quantités  A,  B,  G,  il  nous 
en  reste  encore  trois  autres  à  trouver  seulement. 
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Nous  obtiendrons  ces  trois  dernières  relations  avec  la  oiéme 
facilité  que  les  précédentes  en  formant  la  combinaison  : 

va;  -^  fi%  -^  y'C"  -♦-  va;  -♦-  /."b;  -♦-  /'c; 

—  1  (AX-  +  W''  +  wO  -  1  (A"A  H-  /»•>  ^  /'.)  =  0, 
A,  11] 

toujours  en  vertu  des  mêmes  formules  (iâ).  En  permutant  encore 
une  fois  les  trois  normales,  ce  qui  revient  à  permuter  les  trois 
systèmes  (X,  /x,  y),  (X',  fx',  v')  et  (X",  u'\  v^  circulairemcnt  entre 
eux,  nous  obtiendrons  ainsi  le  dernier  système  de  trois  relations  : 

I  x'a:  -f-  fi%  -^v'c;  -^ a"a;+ a£"b;^  v"c;=  0, 

(53)  .  I  A"A,  ^  fi'%  H-  /'c,  -♦-  aa;  -*-  /.b;  -^  vc;  =  0, 

(  aa;  -^  a*b;  h-  x:;  -♦-  va,  -^  a*'b»  -♦-  v'c, = o, 

lequel  9  joint  aux  trois  systèmes  (50),  (51)  et  (52),  forme  un 
total  de  dix-huit  équations  suffisantes  pour  déterminer  les  dix-huit 
inconnues  A,  B,  C. 

Cette  détermination  est  d'ailleurs  assez  facile,  malgré  ce  que 
le  simple  énoncé  du  problème  peut  présenter  d  effrayant  à 
priori,  à  cause  de  la  forme  très  particulière  de  ce  système,  qui 
permet  de  réduire  très  aisément,  par  des  éliminations  successives, 
le  nombre  des  inconnues  d'abord  à  neuf,  puis  à  six,  et  enfin  à  trois 
seulement,  et  par  conséquent  d'en  obtenir  sans  peine  la  valeur. 

En  effet,  si  nous  récrivons  ici  les  trois  dernières  équations  de 
chacun  des  systèmes  (50),  (51)  et  (52),  nous  formerons  le 
système  : 

A"A,-*-  A*"Bt-4-  y"C|  —  (A' A,  -♦-  At'B,  ^  v'C, )  =  0, 

(54)  .  -(  aa;  -*-  iuB;  -^  vc;  —  (a"a;+  /."b;-*-  v"c;)  =  o, 
a'a;  f.  a^'b;  -^  v'c;  —  (aa;  -*-  a^;  -♦-  vc;  ) = o, 
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I 

qui,  rapproché  du  système  précédent  (53),  permet  d*isoIer  très 
simplement  soit  les  inconnues  affectées  de  l'indice  1,  soit  celles 
affectées  de  Findice  2  :  car,  en  ajoutant  la  première  de  (54)  à  la 
troisième  de  (53),  nous  obtenons  la  première  des  trois  sui- 
vantes : 

A"A,-^  A^"B,-*-  v"C|^  aa;  -♦-  ^b;  -*-  vc;  =o, 
aa;  -♦-  a*b;  +  vc;  h-  a' a;  -^  a^'b;  -♦-  v'c; = o. 
a'a;  -^  a*'b:  -^  v'c;  -♦-  A"A|  -^  A*"B,-+-  v"c,  =  o, 

les  deux  autres  s'en  déduisant  immédiatement  par  permutation 
circulaire  des  trois  normales,  puisque  les  trois  équations  de 
chacun  des  systèmes  (53)  et  (54)  se  déduisent  elles-mêmes  les 
unes  des  autres  suivant  cette  loi  ;  et  de  même,  en  retranchant  la 
première  de  (54)  de  la  deuxième  de  (53),  et  opérant  ensuite  par 
permutation  circulaire,  nous  obtiendrons  cet  autre  système  : 

A' A,  -¥-  fi'Bt  -^  v'c  -h  aa;  -♦-  ^b;  -♦-  vc;  =  o, 
a"a;-*.  a*"b;^  v"c;+  a' a,  -♦-  a*'b,  -*-  v'c, =o, 
aa;  -^  a*b;  +  yC\  -4-  a"a;+  ac^b;-*-  y"c;=  o, 

chacun  de  ces  deux  derniers  systèmes  ne  renfermant  plus  qu'un 
seul  indice,  c'est-à-dire  neuf  inconnues  seulement  au  lieu  de 
dix-huit. 

Maintenant,  pour  isoler  les  inconnues  relatives  à  une  même 
surface,  il  suffira,  dans  chacun  des  deux  systèmes  qui  précèdent, 
de  retrancher  successivement  chaque  équation  de  la  somme  des 
deux  autres,  ce  qui  donnera  les  six  équations  équivalentes  : 

2(A"A,-*-A^"Bt-4-/'C,)=0,  2(aA;  h-a^B;  -^vC;)  =0,   2(A'A>Ac'B:-h/C0=O, 

2(A'A,H.Ac'B,+v'C)=o,  2(A"A;-*-Ac"B;^v"cy=o,  2(aa;+acb;h-vc;)=o, 

lesquelles,  étant  rapprochées  des  quatre  premières  des  systèmes 
(50),  (51)  et  (52),  permettent  de  remplacer  le  système  primitif 
entre  les  dix-huit  inconnues  par  la  collection  des  six  systèmes 
suivants  entre  trois  inconnues  seulement  : 
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xAi  -«-A^B,  -f-vCi  =0,  xa;  -i-a^b;  -t-^c;  =o,  xa*;  -i-AcBr  -4-vcr  =o, 
A'A,  -^Ac'Bi  4-y'c,  =0,  A' a;  -f-Ac'B;  -♦-v'c;  =0,  va:  -^a^'b;  -*-v'c;  =o, 
A"Ai+A*"B,-*-/'Ci=o,  a"a;4-/*"b;+v"c;=o,  A"A;-4-/t*''B>/'c:=o. 

aa,  -f-/*B,  H-vC,  =0,  aa;  h-a^b;  -♦-»<:;  =o,  aa;  -f-^cB;  h-vc;  =o, 

A'A,-4-Ac'B,-^/c=o,  a'a;  4-a^'b;  H-y'c;  =0,  a'a;'4-/*'b;'-*-vQ=o, 
A"A,-4-A£"B,-4.y"c,=o,  A"A;-4.A^"B;-f->"c;=.o,  A"A;-^A*"B;wq;=o. 

Les  dix-huit  inconnues  se  trouvent  donc  ainsi  partagées  en  six 
groupes  de  trois  inconnues  A,  B,  G  relatives  à  une  même  direc- 
tion et  à  une  même  surface,  chacun  de  ces  groupes  étant  carac- 
térisé par  l'indice  et  Taccent ,  et  ces  six  groupes  satisfont  tous  à 
un  système  d'équations  de  la  même  forme  et  du  même  type,  qui 

est  le  suivant  : 

AA   -f-AiB  -hvC  =0, 

'  A'A  -hfii'h  -^/C=0, 

/  A"A-f.f*"B-4-y"C=0. 

Or,  à  la  place  de  ce  système,  nous  pouvons  évidemment  con- 
sidérer le  système  équivalent  formé  en  ajoutant  successivement 
les  trois  équations  multipliées  respectivement  d'abord  par  X,X'  ,â'', 
puis  par  (x,  fx',  fx",  et  enfln  par  v,  v',  y",  c'est-à-dire  : 

(A«-*-  A'«4-  A"«)A-*-(Afi-4-Ay-^AV')B-4-(Av-4-AVH-A'V'jCc=0. 
(AiUH-  aV-*.  AV')A-^(f*'-h  ft'"  -^  /*"*)  BH-(fiV4-pV-*-f*'V')C  =  0, 
(Av  -♦.  A'/  -♦-  A"v")  A  H-(av-4.a*'v'  ^  fi' V)  B  -♦-  (y«  -♦-  v'*  -♦-   y"*)  C  =0; 

lequel    système    se    réduit    simplement    en    vertu    des    for- 
mules (42)  à 

A  =  0,      B  =  0,      C  =  0; 

ce  qui  montre  que  les  dix-huit  quantités  A,  B,  G  sont  bien  toutes 
nulles,  ainsi  que  nous  nous  proposions  de  rétablir. 

Outre  la  propriété  géométrique  importante  qui  était  le  but 
principal  de  nos  calculs,  la  démonstration  qui  précède  fournit 
encore  ce  résultat  intéressant  qui  en  est  comme  la  traduction 
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analytique,  et  qui  nous  sera  fort  utile  tout  à  Theure,  à  savoir  qu'il 
existe  dix-huit  équations  différentielles  simultanées,  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre,  entre  les  neuf  cosinus  directeurs 
des  trois  normales,  et  les  six  rayons  de  courbure  principaux  du 
système ,  équations  que  Ton  obtiendra  (sans  qu'il  soit  nécessaire 
de  les  récrire  ici),  en  substituant  partout  zéro  aux  quantités 
A,  B,  C,  dans  les  premiers  membres  des  dix-huit  équations  du 
tableau  (49^'').  Mais  ces  dix-huit  équations  ne  sont  pas  les  seules 
du  même  genre  qui  existent  entre  les  mêmes  quantités,  et  il 
nous  reste  à  en  faire  connaître  neuf  autres,  très  remarquables 
par  leur  forme,  qui  nous  seront  utiles  également  pour  parvenir 
à  d'autres  propriétés  géométriques  intéressantes. 

Pour  cela,  nous  poserons  par  analogie  avec  nos  notations  de 
la  démonstration  précédente  : 
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les  quantités  dénotées  par  les  mêmes  lettres  se  déduisant  encore 
les  unes  des  autres  par  la  permutation  circulaire  des  trois  sur- 
faces; puis  nous  formerons,  comme  toul  à  l'heure,  la  combi- 
naison : 

d  d 

AA,  -♦-  ftB,  -♦-  vC,  =  A  — (A«  ^  p«  +  v^  +  u—  (A«  -+.  f*«  ^-  V») 

ax  dy 

d  i  i 


et  par  conséquent,  en  vertu  des  équations  (4â),  nous  aurons  la 
première  des  trois  équations  : 

AA5+f*B3-*-vC,=0,    A'A;+p'Bi+y'Ci=0,    A"A;H-ft"B;-4-y"C;=0; 

les  deux  autres  se  déduisant  de  la  première  par  la  permutation 
des  trois  surfaces. 

Puis,  nous  reportant  au  tableau  (49^")  de  la  démonstration  qui 
précède,  nous  formerons  de  même  les  deux  combinaisons  : 

A'A,  -4-  /u'Bs  -f-  y'Cj  -*-  AA;  ^  A*Bi  -+-  ><^  =  A  —  (a;/  -f-  /xjx'  -*-  y/) 

dx 
d  d 

dy  dz 

+  ^  (A' A"  +  ^y '  ^  v'v")  +  1  [A' V  A^'V  v'«  -  (aV  /.'-h  v^)], 
Kl  K,  »-  J 

v'As  -*-  Ac"B3 + /'c;  ^  AAi'  ^  a^b;  -*-  /C';= a  -f-  (aa"  -*-  fi,/'  +  w") 

c^  d 

-^f^—  (  AA"  -f-  A*/t*"  -^  v/')  -^  i'  —  (AA"  -f-  fjiiu!'  -f-  vi/") 

ay  dz 

c'est-à-dire,  toujours  en  vertu  des  mêmes  formules  (42),  et  en  se 
rappelant  que  d'après  la  démonstration  précédente  les  quantités 
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Aâ,  B^,  C^  A'i,  B'i,  C'^y  sont  toutes  nulles,  la  première  de  cha- 
cune des  deux  groupes  : 

A'A,  -♦-  A^'B,  ^  y'C,  «  0,      /  VA,  -f-  A*"B.  -*-  y"Cs  =  0, 

A" a;  -^  A^"Bi  -*-  /'c; — 0,    Ka;  -^  /*b;  -♦.  vc;  =  0, 
aa;  -hfiBi  -h  vc;  =0,    (  x'a;  -h  a^'oï  +  ^'c;  =o; 

lesquels, étant  rapprochés  du  précédent,donnent  pour  déterminer 
les  nouvelles  inconnues  A,  B,  C,  les  trois  systèmes  : 

aa,  -*-/ub,  +vc;=:0,  aa;  +/ub;-*-vc;  =0,  x\;  -^-^ub;  +vc;  =0, 
A'A,-*-/*'B,-*-y'c;;=o,  vAi+A*'B;+/c;=:0,  a'a;4-a*'b;+/c;=o, 
a"Ah-a*"b,-i-/'c=o,  A"Ai-»-Ac"Bi-*.y"c;=o,  a"a;4-a*"bïwc;=o, 

c'est-à-dire,  en  vertu  de  la  démonstration  déjà  fournie,  que  les 
neuf  quantités  A,  B,  G  définies  au  tableau  (55)  sont  aussi  toutes 
nulles;  et  par  conséquent  nous  devons  joindre  aux  dix-huit  équa- 
tions provenant  du  tableau  (49'*'*),  ainsi  que  nous  Favons  expliqué, 
les  neuf  obtenues  en  écrivant  également  0  à  la  place  des  lettres 
A,  B,  G  dans  les  premiers  membres  des  équations  du  tableau  (55). 

Ges  neuf  dernières  sont  intéressantes  en  ce  qu'elles  se  parta- 
gent en  trois  groupes,  ne  contenant  chacun  que  les  cosinus  rela- 
tifs à  une  seule  surface  et  les  rayons  principaux  correspondant  à 
des  sections  normales  dirigées  précisément  suivant  la  normale  à 
cette  même  surface,  et  qu'elles  présentent  par  rapport  à  ces 
cosinus  considérés  comme  inconnues  le  type  bien  connu,  mais 
assez  rare,  des  équations  de  Thydrodynamique. 

Ges  équations  nous  serviront  en  premier  lieu  à  transformer 
Texpression  des  six  rayons  de  courbure  principaux,  qui  résulte 
immédiatement  du  théorème  que  nous  venons  d'établir,  en  une 
autre  qui  nous  amènera  tout  naturellement  à  l'introduction  des 
coordonnées  curvilignes,  et  de  là  nous  arriverons  sans  peine, 
comme  on  le  verra,  par  le  moyen  des  équations  (49^)  et  (55), 
aux  formules  remarquables  que  Lamé  a  données  pour  celte  théo- 
rie, à  l'aide  de  ce  nouvel  instrument  analytique. 

Pour  cela  ayant  en  particulier  pour  la  première  surface,  entre 
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les  trois  cosinus  \  fx,  v,  de  sa  normale  et  les  deux  rayons  princi- 
paux Rî'  et  R^  des  sections  des  autres  surfaces  dirigées  suivant 
cette  normale,  les  trois  équations  : 

As  =  0,      85  =  0,      €,«0, 

c'est-à-dire  les  trois  suivantes  : 


I      X         X        X       X"       x! 

X     "^y      z      r;     r; 

(55n.     .     .     /   A--f- At--*-y-^  — -i-  — =0, 

X         y        ir       R|       R, 

V            V           y        y           y 
A-4-/tt--*-y--i-  — tH 7=  Oj 

IX         y        z       Ri       R, 

nous  y  remplacerons  les  dérivées  des  trois  cosinus  X,  fx,  y  par  les 
valeurs  du  tableau  (25),  ce  qui  transformera  ces  équations  dans 
les  suivantes  : 

^if L    ^         xy       xz        \    X         y  z  /J     R«     R« 

^«fL  y^     y      y*      \   ^       y       z  /j    r,    r, 

—   A  — -f-^— -+-y— —  V    A— +A*— -f-y—    U-— ^  — -=0; 

1  A||>L   zx        zy         z'         \     X  y  z  /J     Rj     R, 

puis,  nous  reportant  aux  équations  (29^)  et  (27),  et  multipliant 
par  A|9,  nous  les  mettrons  sous  la  forme  : 

y      Aîy    \x  y  zl      ^\r;    r;/ 

z        djy     \x  y   zl        '^W,      r;/ 
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Cela  posé,  nous  obtiendrons  immédiatement  une  nouvelle 
eipression  des  rayons  de  courbure  principaux  K\  et  R^  en  ajou- 
tant à  deux  reprises  différentes  ces  trois  équations  multipliées 
successivement  par  i',  fx',  y'  et  i",  fx",  v\  ce  qui  donnera  les  deux 
suivantes  : 


A    —  -«-  fi h  / —  (AA   -h  fifi  -♦-  yv  )  F  I  -  »  -  »  -  I 

X  y  z        ^if  \x   y   zl 

X  y  2        Aff  \x    y    z/ 

lesquelles  se  réduisent  en  vertu  des  équations  (42)  à  la  première 
de  chacun  des  deux  groupes  ci-dessous  : 


=5A \-fd,  — -f-v  — • r==A ^"/' ^^ 


R;         iT      .     y  ;:    1     R;  .         x  y  z 

(^^)  \— ïr=A ^-^ *"^ —   "isr^^^   — ^^  — '*"^  — 

Ri         X  y  z    \     fit  X  y  z 

AïO         A|Qr           A|0           Ajct  I      A|0           A|0             A|cr  A|Qr 

.=A' H/«'  —  -^y  —    —- ^  =  A ^-  /* ^  ^ —  • 


Ri  X  y  z  R,  X  y  z 

les  deux  autres  se  déduisant  de  la  première  dans  chaque  groupe 
par  permutation  des  trois  surfaces,  puisque  toutes  les  équations 
dont  nous  nous  sommes  servi  font  partie  d'un  cycle  formé 
d'après  cette  loi. 

Nous  aurions  pu  obtenir  encore  ces  mêmes  expressions,  et 
peut-être  plus  rapidement,  en  partant  des  dérivées  premières  des 
équations  (48)  qui  expriment  les  conditions  d'orthogonalité  des 
trois  surfaces;  car  si,  par  exemple,  nous  ajoutons  successivement 
les  trois  équations  (48*^),  obtenues  en  différentiant  la  première 
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des  équations  (48),  après  les  avoir  multipliées  par^»^>  j,  on 
voit  immédiatement  que  nous  obtiendrons  : 

XX      y    y      z     z 

\x/  ar     \y/  y      \zl  r       y  z  yz       z  xzx       xyxy 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  en  divisant  par  ii^wà\^  : 


—  [X HA* Hv    1 

if^  \       X  y  z  I 


1     /       o"  o"  o*  a*  o*  o"\ 

-*-  —    A«  -  + A^'»-.  +v'«-.+2^V  —  -*-2v'V  — +2AV  —    =  0. 

Al»  \     x"  y'         z'  yz  zx  xyl 

Or,  d'après  tes  formules  (5)  et  (2)  supposées  appliquées  à  la  sur- 
face 9,  le  coefficient  de  -^  n'est  autre  que-^^?,  puisque  R'^  est 
par  définition  le  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  de  la 
surface  9,  correspondant  à  la  direction  (^',fA',v').  Nous  aurons  donc 
ainsi  en  définitive  : 

At^  \       X  y  z  /       R; 

ce  qui  n*est  autre  choise  que  la  seconde  de  droite  des  formules 
(56).  Les  mêmes  équations  (48"'),  multipliées,  au  contraire,  par 
^'  ^'  T  ci  traitées  de  la  même  façon,  nous  eussent  donné  sem- 
blablemcnt  : 


M'**     M'**     M'** 


y  z  yz         z  xzx         x  y  xy 


XX       y     y       z     2 


0, 
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ou  en  divisant  par  A^^AÎw,  et  se  reportant  aui  définitions  de  la 
démonstration  précédente, 

--H [X v-  fi l-y  —    =0, 

Ri       A|0  \      X  y  z  I 

c'est-à-dire  précisément  la  troisième  des  équations  (56),  et  les 
quatre  autres  s'obtiendront  évidemment  encore  par  la  permuta- 
tion des  trois  surfaces. 

Si  donc  nous  n'avions  eu  en  vue  que  d'arriver  aux  expres- 
sions (56),  nous  aurions  pu  nous  dispenser  d'établir  préalable- 
ment les  formules  (55*^),  mais  sans  parler  de  leur  forme  très 
remarquable  qui  nous  a  paru  intéressante  à  signaler,  ces  équa- 
tions nous  serviront  encore  par  la  suite,  comme  on  le  verra,  pour 
arriver  aux  autres  propositions  qui  nous  restent  à  démontrer. 

Ces  résultats  obtenus,  supposons  maintenant  que  nous  pre- 
nions pour  variables  indépendantes,  au  lieu  des  valeurs  dex,y,z, 
les  valeurs  correspondantes  des  fonctions  9,  4,^  et  w  elles-mêmes 
(que  l'on  nomme  alors  coordonnées  curvilignes^  le  théorème  des 
fonctions  de  fonctions  nous  donnera,  en  continuant  d'employer  par 
rapport  à  ces  nouvelles  variables  la  même  notation  différentielle 
que  par  rapport  aux  anciennes,  pour  une  quantité  quelconque  <ù 
ayant  une  valeur  déterminée  en  chaque  point  de  l'espace  (ce  que 
Lamé  appelle  une  fonction  de  point)^  et  que  l'on  pourra,  par 
conséquent,  considérer  indifféremment  comme  fonction  soit  des 
coordonnées  rectilignes  x,  y,  z,  soit  des  coordonnées  curvilignes 
cp,  4/,  m  : 

a  o         a  \p         a  a 
= 1 1 

f  X        ^  X        a  X 

(57) (   -.«-L^--!^  — 

y     ?  y     i'  y     ox 

a         a  9         a  ^         00 
-  = 1 1 1 

Z         f  Z        ^  Z         a  z 

lesquelles  équations,  étant  ajoutées  successivement  multipliées 
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par  ^»  ^»  J'  puis  par  ^»  ^>  ^>  et,  enfin,  par^>  J>  j»  nous  donne- 
ront à  cause  des  équations  (48)  : 


f  o 
XX 

•^ 

11 
yy 

■*■ 

f  u 
Z  Z 

? 

Aîf 

XX 

-h 

yy 

-f- 

Z  Z 

7 

AÎ^ 

ou        tr»        Vf  a         a    . 

1 1 =a-AÎo, 

XX        yy        Z  Z         V 


oUy  ce  qui  est  la  même  chose,  en  divisant  respeetivQAient  ces  trois 
dernières  équations  par  A^cp,  Ai^,  À|iEr  : 

'a  a  u        u 

A   — h/tc  —  -t-y  —  =  —  A|y, 
X  y  Z        ? 

(5o) /     X' ^    II' h  y'  —  =a  —  Aj(f», 

X  y         z       ri, 

A H /te    — hv    —  =  ~  A|0. 

X  y  Z       o 

Cela  posé,  il  suffit  de  se  reporter  aux  expressions  nouvellement 
obtenues  pour  les  six  courbures  principales  du  système,  c'est-à- 
dire  aux  formules  (S6),  pour  voir  qu'elles  peuvent  se  mettre  sous 
la  forme  très  simple  : 

'  A|<f>         A|^  A|0         A|a  A|^         A|^ 

A|0         A|Ci  A|^         A|^  A|^         A|4f 

—  -— =  .Ajy,         — -^  =  — '-Ml        — "F^^^  —  •^*^' 

Ilf  f  itf  (f>  II)  CT 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose  : 

i  /A|^  1  /AiO  4  /a,;» 

R|  ?  R|  6  R|  or 

1  /A,a  i  /a,|>  4  /A,<f» 

Rf  V         Rî  ^         Rf  o 
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Telle  est  Tcxpression  remarquable  (*)  donnée  par  Lamé  des  six 
courbures  principales  au  moyen  des  coordonnées  eur\'ilignes  : 
on  voit  qu'il  n'y  figure  que  les  trois  paramètres  différentiels  du 
premier  ordre  et  leurs  premières  dérivées  par  rapport  à  ces  coor- 
données. 

La  forme  si  simple  de  ces  expressions  permet  d'apercevoir  la 
possibilité  d^obtenir  presque  immédiatement  trois  relations  diffé- 


{*)  Les  expressions  données  par  Lamé  (?oir  Leçons  sur  les  coordonnées  curvilignes, 
S  XXX,  page  5i)  diffèrent  à  la  ?érité  par  le  signe  de  celles  que  nous  Tenons  d'écrire,  mais 
cette  divergence  tient  uniquement  à  la  définition  admise  par  lui  pour  le  signe  du  rayon 
de  courbure,  définition  qui  est  précisément  l'inverse,  comme  on  va  le  voir,  de  celle  que 
nous  avons  posée  nous-même. 

En  effet  pour  définir  ce  signe,  Lamé  distingue  comme  nous  l'avons  fait  sur  chaque  nor- 
male un  sens  positif  et  un  sens  négatif,  et  regarde  le  rayon  de  courbure  comme  positif 
lorsqu'il  est  dirigé  suivant  le  sens  positif  de  la  normale,  et  inversement  Si  donc  nous 
faisons  voir  que  la  définition  qu'il  donne  du  sens  positif  ou  négatif  de  la  normale  concorde 
exactement  avec  celle  que  nous  avons  donnée  nous-même  dans  le  paragraphe  1>',  il  s'en- 
suivra bien  qu'il  y  a  opposition  complète  entre  les  deux  définitions  correspondantes  pour 
le  signe  du  rayon  de  courbure,  et  la  divergence  des  signes  des  deux  systèmes  de  formules 
se  trouvera  ainsi  justifiée- 
Or,  pour  s'en  assurer,  il  suffit  de  se  reporter  à  la  formule  {40¥»)  du  paragraphe  précédent 
et  aux  raisonnements  qui  nous  ont  servi  à  l'établir  en  partant  de  nos  définitions  du  para- 
graphe l^.  On  verra  de  suite  ainsi  que  dn  étant  par  définition  la  projection  sur  la  normale 
positive  de  la  distance  des  points  infiniment  voisins  x,  y,  z  et  a:  +  ^x,  y +  ^y,  t-^-is, 
et  d'autre  part  étant  forcément  par  l'équation  (40^<>)  de  même  signe  que  ^C  (puisque  Aif 
est  par  définition  essentiellement  positif),  cette  projection  sera  positive  du  côté  de  la  sur- 
face où  le  paramètre  augmente,  et  négative  du  côté  où  il  diminue,  ce  qui  signifie  (la  àis- 
tance  de  deux  points  étant  une  grandeur  absolue]  que  la  normale  positive  est  dirigée  du 
côté  où  le  paramètre  de  la  surfaice  va  en  augmentant.  Or,  c'est  là  précisément  la  définition 
posée  par  Lamé  pour  le  sens  positif  de  la  normale.  (Loc.  cit.,  8  XXVIII,  pp.  46-48). 

Notons  en  passant  que  cette  concordance  pourra  fournir  souvent  un  moyen  simple  et 
commode  de  reconnaître  quel  est  le  sens  positif  et  quel  est  le  sens  négatif  de  la  normale 
lorsque  l'on  serait  embarrassé  pour  faire  cette  distinction  en  partant  de  notre  définition. 
Il  suffira  en  effet  de  considérer  alors  la  surface  f  (x,  y,  s)  s  0,  comme  une  surface  indivi- 
duelle de  la  famille  f  (x,  y,  s)  =-  G  (celle  où  le  paramètre  G  est  nul),  et  de  lui  appliquer  la 
règle  fournie  par  la  définition  de  Lamé. 

Disons  enfin  que,  malgré  cette  opposition  de  notre  définition  du  signe  du  rayon  de 
courbure  avec  eeUe  admise  par  Lamé,  nous  n'en  croyons  pas  moins  devoir  maintenir  celle 
que  nous  avons  posée  dans  le  paragraphe  I«^  On  la  trouvera  en  effet  comme  nous  plus 
logique  et  plus  naturelle  (nonobstant  l'antinomie  apparente  des  termes  qui  y  figurent)  si 
l'on  réfléchit  que  pour  les  cas  les  plus  simples  et  les  plus  usuels,  tels  que  la  sphère, 
l'ellipsoïde,  etc.,  elle  donne  pour  le  rayon  de  courbure  des  sections  normales  une  valeur 
positive  (la  normale  positive  étant  alors  la  normale  extérieure),  tandis  que  la  définition  de 
Lamé  leur  attribue,  au  contraire,  une  valeur  négative.  (Voir  Loc.  cit.  S  XXXI 1,  page  53). 


72. 


—  362  — 


rentielles  du  premier  ordre  entre  ces  six  courbures^  car  si  Ton 
écrit  les  six  équations  qui  précèdent  de  la  façon  suivante  : 


(«0)1 


— -  =  — A|  «^•— »    =  — A|  or-—»    =  — ^"f  -S"' 

or  R|         f  R|         ^  R| 


il  en  résultera  nécessairement  les  trois  conditions  : 


(61)  .    .    . 


lfArV--i-)  = 


<^  I  i    M 


lesquelles  se  déduisent  les  unes  les  autres  par  permutations  cir- 
culaires des  trois  surfaces. 
Or,  la  première  étant  développée  peut  s*écrire  : 

A.'©  -7-    —    —  ^^a* ••  —  =  A7*a»  .  —    —    — ArV  . .  — I 


ou,  en  multipliant  par  Ai^pAitar  : 


'*|d*\R;i      +    R;i     '  |da\R;/ 


r; 


o 


el  en  faisant  dès  lors  les  substitutions  indiquées  par  les  valeurs 
(60)y  elle  devient  la  première  des  trois  relations  : 


f         d 

A,^ 


(62). 


d^  Ir'J 

*"  d^  (d 


4 


Aj^ 


rf?  \r;  / 


r;rï 

W, 
RiST 


=  A,0  — (— ;-) 

= '•'  rf7  ik) 

-  '''  ^  ik) 
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r;r; 
1 

rS; 

R^ 
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les  deux  autres  se  déduisant  de  la  première  suivant  la  même  loi 
que  les  équations  (60)  et  (61)  dont  elles  ne  sont  que  les  consé- 
quences. 

Mais  ces  trois  relations  différentielles  déduites  immédiatement 
de  la  forme  des  expressions  (S9)  ne  sont  pas  les  seules  qui 
existent  entre  les  six  courbures  principales.  On  comprend  en 
effet  que  toute  relation  entre  les  trois  paramètres  différentiels' 
Aif ,  Afvp,  A|W  et  leur  dérivées  par  rapport  aux  coordonnées  cur- 
vilignes donnera  lieu,  en  agissant  comme  nous  venons  de  le  faire, 
c'est-à-dire  par  la  substitution  à  la  place  de  leurs  dérivées  pre- 
mières des  valeurs  qui  résultent  des  équations  (60),  à  une  équa- 
tion différentielle  correspondante  entre  ces  six  courbures  et  les 
trois  paramètres  du  premier  ordre  A^f,  Ai^p,  A^tar.  Or  il  est  facile 
de  voir  à  pnon  qu'il  existe  au  moins  trois  relations  différentielles 
du  second  ordre  entre  ces  trois  paramètres,  à  l'exclusion  de  toute 
autre  fonction,  qui  devront  donner  lieu,  par  conséquent,  à  autant 
d'équations  différentielles  du  genre  des  équations  (62). 

En  effet,  si  partant  des  équations  de  définition  : 


'^-m-^-  '^^-mm  *=È)-Êr-Q- 


et  y  joignant  les  conditions  d'orthogonalité  du  système  (48), 
nous  formions  toutes  les  dérivées  de  ces  équations  jusqu'au 
second  ordre  compris,  chacune  nous  fournissant  (en  la  compre- 
nant elle-même)  10  équations,  nous  obtiendrions  un  nombre 
total  de  60  équations  entre  les  trois  paramètres  A^cp,  A^^,  Aiw, 
leurs  dérivées  jusqu'au  second  ordre,  et  les  dérivées  de  (p,  \^  etw, 
par  rapport  à  x,  y,  z,  jusqu'au  troisième  ordre  compris,  mais  à 
l'exclusion  des  trois  quantités  9,  vp  et  ^  elle^mèmes.  Or,  le 
nombre  des  dérivées  d'une  quantité  jusqu'au  n**^  ordre  in- 
clus, en  y  comprenant  la  dérivée  d'ordre  0,  ou  la  fonction 
elle-même,  étant  le  même  que  celui  des  termes  d'un  polynôme 
complet  du  même  nombre  de  variables,  et  ayant,  par  conséquent, 
pour  expression  dans  le  cas  de  trois  variables  indépendantes 
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j-^  (n  -h  1  )  (n  -h  2)  (n  -4-  3),  on  voit  que,  pour  »  =  3,  le  nom- 
bre de  ces  dérivées,  y  compris  la  fonction,  sera  égal  à  20;  ce  qui 
fait  pour  les  trois  fonctions  (p,  i{;,  tar,  un  total  de  60  quantités. 
Mais,  les  trois  fonctions  9,  i{;,  ta  ne  figurant  pas  elles-mêmes  dans 
les  équations  en  question,  il  n\  entrera  donc  en  fait  que  57 
quantités,  lesquelles  étant  éliminées  entre  les  60  équations  sus- 
dites, donneront  lieu  au  moins  à  trois  équations  différentielles  du 
second  ordre  entre  les  trois  paramètres  A19,  A^vf/,  A^tar. 

Bien  que  les  équations  dont  nous  reconnaissons  ainsi  Pexis- 
tence  soient  aux  dérivées  partielles  par  rapport  aux  coordonnées 
rectilignes  x,  y^  z,  elles  n'en  impliquent  pas  moins  Texistence 
d'un  pareil  nombre  d'équations  correspondantes  du  même  ordre 
aux  dérivées  partielles  par  rapport  aux  coordonnées  curvilignes  ; 
car,  quel  que  soit  le  changement  de  variables  indépendantes,  les 
dérivées  par  rapport  aux  anciennes  variables  pourront  toujours 
s'exprimer  en  fonction  des  dérivées  du  même  ordre  par  rapport 
aux  nouvelles  variables  et  des  dérivées  d'ordre  inférieur.  Or,  du 
moment  que  nous  avons  en  vue  d'arriver  en  fin  de  compte  à  des 
relations  différentielles  entre  les  courbures  principales  du  sys- 
tème, il  est  clair  que  nous  aurons  tout  avantage  à  adopter  de 
prime  abord  pour  variables  les  coordonnées  curvilignes,  puisque 
les  relations  (60)  nous  permettront  très  simplement  d'introduire 
dans  les  équations  définitives  les  courbures  principales  et  leurs 
dérivées  premières,  à  la  place  des  dérivées  premières  et  secondes 
des  trois  paramètres  A|(p,  Avpi,  ùk{m. 

Il  se  trouve  en  outre  que  ces  équations  différentielles  entre 
ces  trois  paramètres,  qui  seraient  certainement  extrêmement 
compliquées  en  conservant  les  coordonnées  rectilignes,  et  sans 
doute  impossibles  à  calculer  par  la  méthode  qui  nous  a  servi  à 
constater  leur  existence,  deviennent,  au  contraire,  très  simples  et 
faciles  à  obtenir,  en  ayant  recours  aux  coordonnées  curvilignes  et 
faisant  usage  des  calculs  établis  jusqu'ici. 

Remarquons  aussi  que,  si  le  raisonnement' qui  précède  établit 
avec  certitude  l'existence  de  trois  relations  différentielles  du 
second  ordre  entre  les  trois  paramètres  Afcp,  A|^,  Aicr,  il 
n'exclut  pas  la  possibilité  d'un  plus  grand  nombre  d'équations 
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du  même  ordre  entre  ees  mêmes  quantités;  ear  il  peut  arriver 
que  réiimination  des  57  dérivées  de  9,  ^  eim,  entre  les  60  équa- 
tions spécifiées  à  ce  propos  donne  lieu  à  plus  de  trois  équa- 
tions. Cest  ce  qui  arrive  en  effet,  car  il  existe  en  fait  six 
équations  de  ce  genre,  d'où  six  équations  correspondantes  entre 
les  six  courbures  principales  et  les  trois  paramètres  différentiels 
du  premier  ordre,  lesquelles,  jointes  aux  équations  (62),  donne- 
ront un  total  de  neti/' équations  de  cette  espèce,  qui  exprimeront 
chacune  une  propriété  caractéristique  du  système  orthogonal. 
Mais  le  raisonnement  que  nous  avons  présenté  n'en  conserve  pas 
moins  toute  sa  valeur  pour  autoriser  la  recherche  de  semblables 
équations,  qui  sans  cela  n'aurait  aucun  fondement,  ni  aucune 
chance  sérieuse  d'aboutir  à  quelque  résultat  ulile. 

Pour  procéder  à  cette  recherche,  nous  emprunterons  à  Lamé 
l'esprit  de  sa  méthode,  lequel  consiste  à  exprimer  les  conditions 
d'intégrabilité  des  valeurs  des  dérivées  des  neuf  cosinus  \  fx,  v, 
V,  fji',  y',  i",  fji",  v",  en  fonction  des  trois  paramètres  différentiels 
et  des  six  courbures  principales  du  système.  Mais  les  formules 
que  nous  avons  présentées  ù  Toccasion  de  notre  seconde  démons- 
tration du  théorème  de  Charles  Dupin  nous  permettront  de 
simplifier  notablement  ses  calculs,  en  même  temps  que  notre 
notation  plus  claire  et  plus  expressive  rendra  la  lecture  de  nos 
calculs  beaucoup  plus  facile. 

En  effet  la  substitution  des  coordonnées  curvilignes  9,  vp  et  ^ 
comme  variables  indépendantes  aux  coordonnées  rectilignes 
X,  y,  z,  donne  une  forme  beaucoup  plus  simple,  non  seulement 
aux  expressions  des  six  courbures  principales,  aiiisi  que  nous 
l'avons  déjà  vu,  mais  encore  à  toutes  les  formules  qui  résultent 
du  théorème  de  Charles  Dupin,  c'est-à-dire  à  toutes  les  équations 
des  tableaux  (49*^)  et  (55),  où  tous  les  premiers  membres  A,  B,  C 
doivent  être  remplacés  par  0,  comme  nous  l'avons  expliqué;  car, 
en  appliquant  les  formules  de  transformation  (58)  que  nous 
avons  données  pour  les  dérivées  premières,  et  disposant  par 
colonnes  horizontales  les  trois  groupes  de  trois  équations  qui 
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formaient  les  colonnes  verticales  des  tableaux  (49*^  et  (55),  on 
voit  que  ces  27  équations  prendront  la  forme  : 


A'  i'  X"      ^  A"  A       ^ 

1-^,^—^=0,  -A,o— — =0,  _A,f__  =  0, 

]ft  /X  IL  IL  IL  IL 

,r^if  —  F"'="^'  -A|a  — — =0,  _A,f— —  =  0, 

]v  V  y  y  y  y 

-Aif— — =0,  -A,o  — — -=0,  — A,f— —  =  0, 

^  Hj  o  It^  ^  If| 


j_4,o_      =0,         -A,y  — —  =  0,         — M  — sr-=0, 

[tr  tlf  ^  lit  f  lit 

lit  II  1 

y               V                         y                 V                       y                  y 
'-A|0 =  0,  —  ^i9 -=0,  — A.J. =  0, 

tr  '      R,       '       y   *^     r;       '        ^   *^     r;      • 

:A  A"         l'  r  >         i"  >"  r  A 

|-A|?-»-^-^^=0.    -A,^+  — -*.  — =0,    — A,o+— +— =  0, 

ti  I  I  If  II  f 

^  1%!        Us  f  Ml        flf  or  it|        Ht 

r#  r  »  util 

\y  y  y  y  y         y  y  y  y 

ç>  '^   K   r;     '  ^  ^   Ri    r;     'a  *    r;    R. 

lesquelles  donnent  immédiatement  les  valeurs  de  toutes  les  déri- 
vées premières  par  rapport  aux  coordonnées  curvilignes  des 
neuf  cosinus  directeurs  des  trois  normales  du  système.  On  voit 
de  suite  alors  qu  on  obtiendra  les  équations  cherchées,  en  opé- 
rant avec  ces  valeurs  comme  nous  lavons  fait  avec  les  valeurs 
(60)  pour  obtenir  les  équations  (62),  c'est-à-dire  en  écrivant  les 
conditions  d*intégrabilité  qui  en  résultent,  puis  en  éliminant, 
d'abord  les  dérivées  de  ces  neuf  cosinus  à  laide  de  ces  mêmes 
équations  (63),  puis  les  neuf  cosinus  eux-mêmes  à  Faide  des 
équations  (42),  et  enfin  remplaçant  dans  les  équations  restantes 
les  dérivées  des  paramètres  différentiels  A19,  Ai^/^,  A^tar,  par  leurs 
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valeurs  en  fonction  des  six  courbures  principales  tirées  des 
équations  (60). 

Opérant  ainsi  pour  le  premier  cosinus  X,  nous  formerons  les 
trois  équations  : 

rfo  \^/       d^W'     df\isl        dtsXfJ        d^\fl       df  \^/ ' 

où  ^>  7>^  représentent  les  valeurs  tirées  des  premières  équa- 
tions de  chaque  groupe  de  la  colonne  verticale  de  gauche  du 
tableau  (63),  c^est-à-dire,  par  conséquent,  les  trois  équations  : 

i[_V,.(^-.^)]=|(ArV.0 

Occupons-nous  d'abord  de  la  première.  Elle  deviendra  succes- 
sivement :  en  la  développant  d*abord, 

d  H\  .       IV'  ,      lA,o     A" 

=^' -*  >  Ir.)  ■♦-'^"'•r.-T-'' "T"  r.' 

puis,  en  multipliant  par  A|»Ai9, 

A,o     A'  —     —  I  H I  —  A.O — - 

'     L     àu\Rj        R,     aj  '      o      R, 

[  ,.d  (i\        1     V'-|  /A,o   A" 

=^4'5ïIrJ-*-r.-7J-''*t'r;' 

puis  enfin,  en  éliminant  à  la  fois  les  dérivées  des  paramètres 
Ai9»  ài^9  AfV,  à  Taide  des  équations  (59),  et  les  dérivées  des 


tll        CI  0  ll| 
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neuf  cosinus  à  Taîde  des  équatioDs  (63),  il  restera  simplement  : 

ou,  en  ordonnant  : 

t^>  ''  h4{s;K^(srs;)]=^"h4(i3"si{s;-s:)]- 

En  traitant  de  la  même  façon  et  paraUèlemeni  la  seconde  et 
la  troisième  des  équations  (64),  nous  obtiendrons  de  même  suc- 
cessivement : 

ap  \Rf/  ^     ?  ?       ^ 

L  '    ?    rfaVR;/      «fc\R;y   r;  »    r;  oj  ^  '  o  Vu;  r;'J 

=  AT'i.i  .   — I—     -HAT**.  — \r'é. ; 

rf,  \R,/        "  R«    ?       ^  '     r     R.* 

oo,  en  chassant  les  dénominaieors ,  et  faisant  passer  tons  les 
termes  dans  un  même  membre  : 

"^^'L'  ^ISr^'  rf?\R;/-^R;T-^R;'7j"^"rlR;-^Ry==®' 
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ou  encore  en  faisant,  comme  tout  à  Theure,  les  substitutions 
indiquées  par  les  formules  (59)  et  le  tableau  (63)  : 

^'' ^'^ ^ (s:) ■*■  5S;-*- ^ "'•"['" i (sj)  " ^' d4 (ïï;)] 
""  r;'  Ir;  "*"  Ri/  ■*"  RiRÎ  ■*■  r;  lËf*"  r;/  ""  ®' 
"'*  r  ^  (si)  ■*" '' Jl:  (s;)]  *  ^  -  S;  (s:  ■*■  y 


S;  (k  ■*■  y  -^  ''■  ""'  i;  (s;) 


a' 
=  0, 


(66) 


R|Ri       R* 

équations  qui,  ordonnées  comme  la  première  par  rapport  à 
X,  X',  }!\  deviennent  après  réduction  : 

L    du  \r;/     r;  \r;    r;/ J 

'  h  ^  (s;)  -^  "'^  I  (s;)  ■*-  (s;)'-*-  [wj-^  s^] 

"Kfâ-^R-.(^-H^)]-- 

I 

Ayant  ainsi  obtenu  les  conditions  d'intégrabilité  relatives  à  fun 
des  cosinus  directeurs  des  trois  normales,  il  ne  sera  pas  néces- 
saire, pour  obtenir  celles  relatives  aux  autres  cosinus,  de  recom- 
mencer pour  chacun  des  calculs  analogues.  De  simples  permu- 
tations circulaires  permettront  de  les  déduire  immédiatement 
des  résultats  qui  précèdent,  ainsi  que  nous  allons  l'expliquer. 

En  effet,  passer  du  cosinus  X  aux  cosinus  fx  et  v ,  c'est  per- 
muter ensemble  les  trois  axes  rectangulaires  des  x,  des  y,  et 
des  z,  sans  changer  de  surface ^  ce  qui  équivaudrait,  dans  les 
calculs  qui  précèdent,  à  permuter  circulairement  les  trois  lettres 
ly  II,  V,  quels  que  soient  leurs  accents,  sans  toucher  aux  lettres 
(p,  ^  ettsr,  ni  aux  rayons  de  courbure  qui  en  dépendent;  et  de 
même,  passer  du  cosinus  X  aux  cosinus  ï.'  et  T,  c*est,  au  contraire, 
permuter  ensemble  les  trois  surfaces  coordonnées  sans  changer 
V.  24 
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les  axes  rectangulaires,  ce  qui  revient  à  permuter  non  seulement 
les  trois  lettres  (p,  vp  et  tir,  mais  encore  les  rayons  principaux  qui 
appartiennent  à  ces  surfaces,  et  les  cosinus  directeurs  de  leurs 
normales,  c'est-à-dire  à  conserver  les  trois  lettres  X,  |x,  v,  mais 
en  permutant  leur  accentuation. 

Un  simple  coup  d'œil  jeté  sur  le  tableau  (63)  montre  que  les 
valeurs  qui  résultent  de  ces  équations  pour  les  dérivées  des 
neuf  cosinus  se  déduisent  bien ,  comme  cela  devait  être ,  les  unes 
des  autres  suivant  cette  loi;  car,  ayant  eu  soin,  comme  nous 
Pavons  fait,  de  partager  ce  tableau  en  trois  colonnes  horizon- 
tales de  trois  lignes  chacune,  on  voit  que  le  premier  mode  de 
permutation  sera  réalisé  en  permutant  les  trois  lignes  de  cha- 
cune de  ces  colonnes,  et  le  second  en  permutant,  au  contraire,  les 
trois  colonnes  verticales  du  même  tableau,  lesquelles  corres- 
pondent  chacune  à  Tune  des  surfaces  coordonnées. 

N'ayant  donc  fait  usage,  pour  transformer  les  conditions  (64) , 
que  de  ces  équations  (63),  et  des  formules  (59)  qui  ne  sont  pas 
atteintes  par  la  permutation  des  trois  axes  rectangulaires,  il  suit 
de  là  que  nous  obtiendrons  les  conditions  d'intégrabilité  relatives 
aux  deux  autres  cosinus  u  et  v,  par  la  simple  permutation  des 
trois  axes  des  x,  des  y  et  des  z,  sans  toucher  aux  surfaces  ni  aux 
rayons  principaux;  et,  par  conséquent,  si  nous  posons  pour 
abréger 

'Uf\Rj   r,Ir;   R^r^     '  da\R;/  r;'\r;  r;/ 


T"=A 


^4A^)'^'''è{iMiJ'^{iJ 


kih; 
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les  trois  groupes  (P,  P',  P"),  (Q,  Q',  Q"),  (T,  T',  T")  formant 
chacun  un  cycle  résultant  de  la  permutation  circulaire  des  trois 
surfaces,  les  trois  équations  (65)  et  (66)  que  nous  avons  obte- 
nues pour  forme  définitive  des  conditions  (64)  pouvant  s'écrire 

A'P  —  A"Q  =  0,    A'Q'  -4-  VT'  =  0,    >T"  -*-  A"P"  =  0, 

les  conditions  d*intégrabilité  fournies  par  les  trois  cosinus  \  fx,  y, 
seront  respectivement 

VF  —  V'Q  =  0,     x'Q'  -\-  VT'  =  0,     AT"  -»-  x"P"  =  0, 
f*'P  —  f*"Q  =  0,     ^'Q'  ^  fi"r  =  0,     /.T"  +  A^"P"  =  0, 

et  en  éliminant  les  neuf  cosinus  entre  ces  neuf  équations  et  les 
équations  (42),  il  nous  restera  définitivement  six  équations  du 
genre  de  celles  que  nous  cherchons,  c'est-à-dire  entre  les  trois 
paramètres  différentiels  du  premier  ordre,  les  six  courbures 
principales,  et  leurs  dérivées  par  rapport  aux  coordonnées  cur- 
vilignes. Or,  pour  faire  cette  élimination,  il  n'y  a  qu'à  ajouter  par 
colonnes  verticales  les  équations  qui  précèdent,  successivement 
multipliées,  d'abord  par  X',  fx',  y',  puis  par  V\  fx",  y";  ce  qui 
donnera  en  vertu  des  équations  (42)  : 

P=0,     Q'  =  0,     r=o, 
Q  =  0,      T'  =  0,      P"  =  0. 

Pour  passer  de  ces  équations,  fournies  par  la  considération  des 
cosinus  X,  {ly  y,  à  celles  que  donnerait  de  même  la  considération 
des  cosinus  X',  fx',  v\  il  faudrait,  comme  nous  Pavons  expliqué, 
permuter  les  trois  surfaces  sans  toucher  aux  axes  rectangulaires, 
à  la  fois,  dans  les  conditions  d'intégrabilité  analogues  à  (64),  dans 
les  équations  (63)  et  dans  les  formules  (59),  qui  nous  ont  seules 
servi  à  les  transformer,  ce  qui  revient  évidemment  à  effectuer  la 
même  permutation  dans  le  résultat  définitif  de  la  transformation, 
c'est-à-dire  dans  les  équations  qui  précèdent  immédiatement; 
d'où,  les  six  équations  suivantes, 

P'=0,      Q"  =  0,      T  =  0, 
Q'=0,      T"=0,      P  =  0; 
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et  il  est  facile  de  voir  que  la  considération  des  trois  derniers 

cosinus  ï!\  p",  v"  ne  donnerait  aucune  équation  nouvelle,  la 

permutation  circulaire  effectuée  avec  les  équations  que  nous 

venons  d'écrire  ne   faisant  que   ramener  des  équations  déjà 

obtenues. 

En  résumé,  les  conditions  d'intégrabilité  résultant  de  la  forme 

des  valeurs  des  dérivées  des  neuf  cosinus  des  trois  normales, 

fournies  par  les  vingt-sept  équations  du  tableau  (63),  nous  ont 

donné,  en  définitive,  entre  les  trois  paramètres  différentiels  du 

premier  ordre  et  les  six  courbures  principales,  les  neuf  équations 

suivantes 

/P=0,      Q=0,      T  «=0, 

(C8).    .    .    .    JP'  =  0,      Q'  =  0,      r  =  o, 

(  P"c=0,      Q"=0,      T"«0, 

analogues  aux  trois  équations  (62)  que  nous  avons  déduites  tout 
d'abord  de  la  forme  même  des  expressions  (59)  des  six  cour- 
bures principales  du  système,  et  qui  ne  sont  elles-mêmes  qu'une 
combinaison  des  précédentes,  car  on  voit  de  suite  en  se  reportant 
aux  valeurs  (67)  que  ces  dernières  sont  respectivement  identiques 
aux  trois  suivantes 

Q-P"  =  0,      Q"  — P  =  0,      Q-P'  =  0. 

et,  par  conséquent,  ne  sont  pas  distinctes  des  équations  (68)  au 
point  de  vue  analytique. 

Parmi  les  autres  combinaisons  en  nombre  infini  que  Ton  peut 
former  avec  ces  neuf  équations,  nous  remarquerons  encore  les 
suivantes,  susceptibles  comme  elles  d'une  interprétation  géomé- 
trique très  remarquable,  à  savoir  : 

T-4-T'-*-T"  =  0. 
La  première  de  ces  quatre  équations  pouvant  s'écrire 


d  f   1    \         i     M         \\  \ 

^'"^  d^  lïïiR;/  "^  rIr;  \Rï  "*"  h;/  ^  r,r;r; 
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et  le  second  membre  de  cette  dernière  équation  ne  changeant 
pas  par  la  permutation  des  trois  surfaces,  on  voit  de  suite  que  les 
trois  premières  équations  pourront  se  mettre  sous  la  forme  : 

\  '^*''rf^\R,R;/"*"  R,R;lRi'  ■*"  RÏv  "■  '^*''  d^lRiRiv  "*"  r;r;\r,  "*■  R  J 

(70); 

•^d^\R;R,/    RïR,  \r;    r;/     r,r;r;     r,r;r; 

Quant  à  la  quatrième  équation  (69),  si  nous  posons  par  ana- 
logie avec  notre  notation  déjà  employée 

i        \  il  i        i 

il  est  facile  de  voir  qu'elle  pourra  s'écrire  : 

H  H'  H"       ,      ,.        .       i  i  \ 

(72)  V-  -^A|^-  -«-A|0  —  +H'h-H'*4-H"*= 


f  i>  CI  RiRt     RfRt     Ri^t 

Pour  interpréter  ces  équations,  nous  écrirons  les  termes  diffé- 
rentiels qui  y  figurent  sous  une  forme  qui  manifeste  beaucoup 
mieux  leur  signification  géométrique. 

En  effet,  si  nous  désignons  respectivement  par  d,  d',  d"  des 
caractéristiques  d'accroissements  infiniment  petits ,  correspon- 
dant aux  variations  dtp,  d^,  iw  considérées  chacune  isolément, 
c*est-à-dire  en  faisant  varier  une  seule  des  trois  coordonnées 
curvilignes,  et  que  nous  appelions  par  analogie  avec  nos  nota- 
tions antérieures  dn,  in\  in"  les  trois  éléments  de  normale 
compris  entre  deux  surfaces  infiniment  voisines  de  chaque 
famille,  ayant  par  la  formule  (40^") 


A,?            \ 

^à        1 

A.tar            1 

.  —  —  , 

df         <?n 

<?^        ^n' 

èm        an" 

on  voit,  en  remontant  à  la  définition  des  dérivées  partielles  que 
nous  aurons  pour  une  fonction  de  point  quelconque  (ù 

da        ico               rfoù         (Tcj                da         ê"a 
(73).      .      A|0  —  =  —  »       A|«i;  -— -  =  — ^  ï       AïO  -—  = > 

^     ^  '^df       (Tn  dj,       an'         *    du       M' 
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notation  qui  pourra  s'appliquer  à  tous  les  termes  différentiels  ' 
des  équations  que  nous  avons  obtenues. 

II  importe  de  bien  s'entendre  sur  la  signification  des  rapports 
qui  précèdent.  Chacun  d'eux  représente  le  quotient  de  Taccrois- 
sement  d'une  fonction  de  point  (ù  pour  deux  points  infiniment 
voisins  pris  sur  une  certaine  ligne  ou  dans  une  certaine  direc- 
tion, divisé  par  la  distance  infiniment  petite  de  ces  deux  points. 
Un  tel  rapport  est  donc  en  réalité  la  valeur  particulière  d'une 
certaine  dérivée,  mais  de  la  dérivée  d'une  fonction  qui  change 
chaque  fois  avec  la  direction  de  la  ligne  que  l'on  considère,  car 
si  nous  représentons  pour  un  instant  par  F  (x,  ?/,  z)  la  fonction 
de  point  m,  et  par  x  =  /i  («),  y  =[2  (*)»  ^  =  A(*)>  '^s  équa- 
tions de  la  ligne  en  question  supposées  exprimées  en  fonction 
de  l'arc  s  que  nous  supposerons  compté  pour  plus  de  sim- 
plicité à  partir  du  point  considéré  lui-même,  on  voit  qu'un  rap- 
port de  cette  sorte  exprime  la  valeur  pour  «=0  de  la  dérivée 
^{M.MJsW^  c'est-à-dire  de  la  dérivée  de  différentes  fonctions 
qui,  bien  que  provenant  originairement  de  la  même  fonction 
F(x,  y,  z),  varient  néanmoins  suivant  les  fonctions  f^,  /i,  /i, 
qu'on  y  a  substituées,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  suivant  la 
direction  de  la  ligne  considérée.  Ces  rapports  sont  donc  com- 
plètement analogues  à  la  dérivée  d'une  fonction  imaginaire  qui 
n'a,  elle  aussi,  dans  le  cas  général,  de  signification  et  de  valeur 
déterminée,  qu'à  la  condition  de  définir  le  chemin  supposé  suivi 
par  la  variable  à  partir  de  la  valeur  que  Ton  considère.  Nous 
proposerons  alors  pour  les  rapports  de  cette  espèce  la  dénomi- 
nation générale  de  dérivée  géométrique  de  la  fonction  de  point  (ù  (*), 
afin  de  rappeler  que  leur  définition  comporte  essentiellement  la 
désignation  d'une  certaine  direction,  et  nous  les  distinguerons 


(*)  Lamé  désigne  les  mômes  rapports  par  le  nom  de  variation,  mais  cette  dénomina- 
tion a  le  tort,  suivant  nous,  d'aller  contre  un  usage  consacré  de  longue  date,  qui  attribue 
à  cette  dernière  locution  le  sens  d'un  accroissement  infiniment  petit,  et  de  pouvoir,  en 
conséquence,  occasionner  de  fâcheuses  confusions  entre  des  grandeurs  finies  et  des 
quantités  infiniment  petites.  C'est  pourquoi  nous  n'avons  pas  cru  devoir  l'adopter. 

Nous  n'avons  pas  conserve  non  plus  pour  les  rapports  en  question  sa  notation  qui  est  la 
même  que  pour  les  dérivées  partielles  ordinaires,  et  qui  peut  amener  dans  l'esprit  une 
confusion  d'un  autre  genre;  car  ayant  désigné  par  <,  <i,  s^  les  trois  arcs  d'intersection  des 
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dans  le  langage  des  dérivées  ordinaires  de  la  fonction  (ù  en  faisant 
suivre  immédiatement  le  mot  dérivée  de  l'indication  de  la  direc- 
tion à  laquelle  elle  se  rapporte,  en  sorte  que,  tandis  que  Ton  dit 
pour  celles-ci  dérivée  de  &)  par  rapport  à  telle  ou  telle  variable^ 
nous  dirons  pour  celles-là  dérivées  de  &)  suivant  telle  ligne  ou 
telle  direction. 

Le  sens  des  rapports  (73)  étant  nettement  fixé,  nous  récrirons 
à  l'aide  de  cette  notation  les  équations  (68),  (62),  (70)  et  (72) 
qui  deviendront  alors  les  suivantes  : 


■fâ 


I  / 1     I 


^ni 


âti"  R;'\R,       R,/  an 


i'  r;  \r,     rJ 


(74).  (  "  \r;/        I  m      m       \rJ_     in      r 
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trois  surfaces,  la  notation  j^*  -^  *  -^  qu'il  emploie  pour  ces  rapports,  peut  laisser  croire 
(si  l'on  prend  ses  formules  en  bloc,  et  sans  avoir  suivi  les  calculs  par  lesquels  il  les  éta- 
blit) qu'il  s'agit  là  de  dérivées  partielles  par  rapport  à  trois  variables,  qui  seraient  respec- 
tivement «,  <| ,  9^y  tandis  que  ces  mêmes  rapports  ont  en  réalité,  comme  nous  l'avons 
employé,  une  signification  toute  différente  (Cf.  loc,  cit.,  S  XLVI,  p.  80).  —  Nous  prévenons 
cette  nouvelle  erreur,  en  substituant  dans  ces  rapports  la  caractéristique  Jà  la  caracté- 
ristique d  des  dérivées  partielles,  et  les  éléments  de  normale  in,  JVi',  ^n",  aux  éléments 
d'arc  ds,  dt^  >  ds^^  qui  se  confondent  avec  eux. 


86. 


—  376  — 


(76) 


•^(si! 


i 


\r;/      1 


in' 


â" 


VR,/  i 


in" 


KK 


\r;/      4 


in 


tt 


RjRÏ 


(^)  . 


$n 


r;r. 


$n       r;r« 

.(1) 

\R./ 1_ 

Rii; 


in' 


(77) 


\r,r;/       in     i\ 
in"     "^r^\r;"*'r;7 

W-L) 

~       ^«'       "*"  R^  IrÎ 


"     (Tn     "*"  r;r;'  VRi  "*"  r  j 


i 


1 


1 


R'  /  D  D'U"  1>   D'D" 


(78).  _  ^_  ^  _  ^. H'-»-  H  "^  H  "*= 


l 


\ 


an       ^n'       ^n" 


RfR)      RiB)      ■•iRs 


Ce  sont  les  équations  (14)  et  (15)  du  §  XLVI,  et  (16)  et  (18) 
du  §  XLVII  des  Leçons  sur  les  coordonnées  curvilignes,  formules 
que  Lamé  obtient  à  la  suite  de  calculs  laborieux  et  d'une  lecture 
assez  pénible,  mais  qui  par  leur  simplicité  et  leur  élégance  méri- 
teraient de  prendre  place  dans  renseignement  classique.  Nous 
nous  estimerons  fort  heureux,  si  les  calculs  que  nous  venons  de 
présenter  pour  les  établir  paraissent  assez  simples  et  assez  faciles 
pour  remplir  cet  objet. 

Pour  les  formuler  en  théorèmes,  Lamé  partage  les  six  cour- 
bures principales  en  deux  groupes,  qu'il  appelle  respectivement 
premières  et  secondes  courbures^  telles  que  les  trois  courbures  de 
chaque  groupe  s'échangent  les  unes  dans  les  autres  par  la  per- 
mutation des  trois  surfaces  ;  les  trois  courbures  de  chaque  groupe 
sont  donc  celles  qui  dans  nos  formules  sont  affectées  du  même 
indice,  et  Ton  peut  remarquer  que  ce  mode  de  partage  est  le  seul 
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qui  donne  pour  chaque  groupe  trois  courbures  dont  les  rayons 
soient  orthogonaux,  c'est-à^ire  formant  un  système  de  trois 
droites  rectangulaires. 

Il  désigne,  en  outre,  parmi  ces  six  courbures  principales  sous 
le  nom  de  : 

!•  Courbures  conjuguées  en  surface,  les  deux  courbures  prin- 
cipales d'une  même  surface  et  qui  sont,  par  conséquent,  dans 
notre  notation,  celles  qui  ont  le  même  accent  ; 

2®  Courbures  conjuguées  en  arc,  les  courbures  de  deux  sections 
principales  appartenant  à  des  surfaces  diflTérentes,  mais  dirigées 
suivant  la  même  normale,  el  qui  sont,  par  conséquent,  toutes 
deux  tangentes  au  même  arc  d'intersection.  Pour  les  reconnaître, 
il  suffira  évidemment,  d'après  la  signification  des  équations  (12), 
de  prendre  dans  le  tableau  (49*^')»  '^^  courbures  qui  ont  pour 
coefficients  les  cosinus  de  la  même  normale,  c'est-à-dire  respec- 
tivement 

i  i        i  i        i  i 

R     ^*   R^'      Sr   ^'   R^'       R^    ®*   F' 
ni  Ils        '^1  It)        Iii  Ht 

3"  Courbures  réciproques,  les  courbures  de  deux  sections  prin- 
cipales appartenant  à  deux  surfaces  différentes,  et  telles  que  le 
plan  de  la  première  est  dirigé  suivant  la  normale  de  la  surface 
à  laquelle  appartient  la  seconde  ;  on  voit  de  la  même  façon  que 
tout  à  l'heure  que  ces  courbures  sont  respectivement 

J[         1        1  i        1  i 

R|         Rj       K|         Rf       R|         Rj 

Enfin,  il  appelle  plan  d'une  courbure,  le  plan  de  la  section  nor- 
male à  laquelle  elle  appartient;  locution  abrégée, à  laquelle  nous 
ajouterons  par  analogie  celle  de  tangente  d'une  courbure,  pour 
désigner  la  tangente  de  cette  même  section  normale. 

Si  nous  adoptons  ces  diverses  dénominations,  et  en  outre  celle 
de  courbure  sphérique  introduite  par  Gauss  pour  la  somme  des 
courbures  principales  de  chaque  surface,  c'est-à-dire,  avec  nos 
notations  (71),  pour  les  trois  quantités  H,  H',  H",  les  cinq 
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groupes  dëquations  (74),  (75),  (76),  (77)  el  (78)  se  formule- 
ront en  langage  ordinaire  par  les  cinq  théorèmes  suivants ,  qui 
tous  ont  rapport  aux  courbures  principales  seulement  : 

Théorème  I.  —  La  dérivée  d'une  courbure  suivant  la  nor- 
maie  à  son  plan  est  égale  au  produit  changé  de  signe  de  sa  conju- 
guée en  arc,  par  son  excès  sur  sa  conjuguée  en  surface. 

Théorème  II.  —  Le  produit  des  deux  courbures  d'une  même 
surface,  augmenté  de  la  somme  des  carrés  de  leurs  conjuguées  en 
arc,  est  égal  à  la  somme  changée  de  signe  des  dérivées  de  ces  deux 
dernières  courbures  suivant  la  normale  de  la  surface  à  laquelle 
chacune  appartient,  ou  encore  suivant  leurs  tangentes  réciproques. 

Théorème  III.  —  5i  l'on  forme  pour  chaque  courbure  l'eoccès  de 
sa  dérivée  suivant  la  normale  à  son  plan  sur  le  produit  de  sa 
conjuguée  en  surface  par  sa  conjuguée  en  arc,  les  différences  ainsi 
obtenues  sont  égales  pour  deux  courbures  conjuguées  en  arc. 

Théorème  IV.  —  Si  l'on  multiplie  la  somme  des  deux  courbures 
de  chaque  surface  par  le  produit  de  leurs  conjuguées  en  arc,  et 
qu'on  y  ajoute  la  dérivée  de  ce  même  produit  suivant  la  normale 
à  la  surface,  les  trois  sommes  ainsi  obtenues  seront  égales  entre 
elles,  et  égales  chacune  à  la  somme  des  produits  des  trois  cour- 
bures de  chaque  groupe. 

Théorème  V.  —  Si  Von  ajoute  au  carré  de  la  courbure  sphé- 
riquc  de  chaque  surface,  la  dérivée  de  cette  courbure  sphérique 
suivant  la  normale  à  la  surface,  et  qu'on  fasse  la  somme  pour  les 
trois  surfaces,  la  somme  ainsi  obtenue  sera  égale  à  celle  des  pro- 
duits qu'on  obtient  en  multipliant  Cunepar  l'autre  les  deux  cour-- 
bures  de  chaque  surface. 

Ces  propositions  ainsi  établies  pour  le  cas  général,  examinons 
maintenant,  à  titre  de  corollaires,  ce  qu'elles  deviennent  dans  le 
cas  particulier  le  plus  intéressant  (*)  au  point  de  vue  de  Tappli- 


(*)  «  Les  seuls  systèmes  orthogoDaux  employés  jusqu'ici,  et  qui  ont  permis  de  yaincre 
toutes  les  difiBcultés  que  présente  l'intégration  de  l'équation  (de  l'équilibre  de  tempéra- 
ture) sont  sans  exception  composés  de  trois  familles  de  surfaces  isothermes.  >  —  (Lamé, 
Leçons  sur  les  coordonnées  curvilignes,  S  LUI,  p.  95.) 


—  379  —  89. 

cation  à  la  physique  mathématique  (qui  était,  comme  on  le  sait, 
à  Porigine  le  but  de  Tintroduction  des  coordonnées  curvilignes), 
à  savoir  celui  où  les  trois  surfaces  coordonnées  appartiennent 
toutes  trois  à  la  catégorie  des  surfaces  isothermes. 

Lorsqu'une  famille  de  surfaces  F  (x,  y>  ^)  =  e  satisfait  à  cette 
condition,  c'est-à-dire  lorsqu'elle  peut  servir  à  caractériser  l'en- 
semble des  points  affectés  d'une  même  température  dans  un 
milieu  solide  homogène  parvenu  à  l'état  stationnaire  au  point  de 
vue  calorifique,  son  paramètre  s  devant  être  constant  pour  tous 
les  points  d'une  même  surface  en  même  temps  que  la  tempéra- 
ture 9,  et  d'ailleurs  variable  d'une  surface  à  l'autre  ainsi  que 
cette  température  est  forcément  une  certaine  fonction  f(B)  de 
cette  température,  en  sorte  que  son  équation  peut  s'écrire  en 
considérant  0  comme  un  paramètre  variable 

F  (X,  y,  z)  = /"(O),     ou     F,(x,y,z)  =  0, 

en  la  supposant  résolue  par  rapport  à  6  (ce  que  Lamé  appelle 
rapporter  la  famille  de  surfaces  à  son  paramètre  thermomé- 
trique).  Mais,  sous  cette  dernière  forme,  on  voit  que  son  pre- 
mier membre,  à  savoir  la  fonction  F^  (x,  y,  z)  devra  satisfaire  de 
même  que  6,  à  l'équation  de  l'équilibre  de  température  qui  est, 
comme  l'on  sait  A20  =  O,  c'est-à-dire  que  l'on  devra  avoir: 
AaF,  (x,  y,  z)  =  0. 

Supposons  donc  que  les  trois  familles  qui  composent  le  système 
orthogonal  étant  isothermes,  on  ait  mis  leurs  équations  sous  la 
forme  que  nous  venons  de  dire,  et  que,  par  conséquent,  nous 
ayons  simultanément,  d'après  ce  qui  précède, 

et  voyons  comment  l'introduction  de  ces  hypothèses  modifiera 
les  formules  obtenues  pour  le  cas  général. 

Pour  cela  il  suffira  de  reporter  simplement  ces  hypothèses 
dans  la  valeur  (26)  trouvée  pour  H  dans  le  paragraphe  III,  sup- 
posée appliquée  aux  trois  surfaces,  en  y  introduisant  en  même 
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temps  la  notation  des  coordonnées  cnrrilignes  dé&nîe  par  les 
équations  (58),  ce  qui  permettra  de  l'écrire  successÎTement 

=—  I—  M —  =— Aif  — ; 

en  sorte  que  nous  aurons  ainsi  dans  ce  cas  pour  les  trois  sur- 
faces 

(79).H  =  — A,?-^,     B'  =  — 1,^— .      H"  =  — A,a— ; 

^  if  u 

formules  très  remarquables,  complètement  analogues  aux  for- 
mules (59)  si  Ton  tient  compte  des  valeurs  (71),  et  qui  permet- 
tent de  dire  que  le  cas  particulier  que  nous  traitons  se  distingue 
du  cas  général  en  ce  que  les  trois  dérivées  du  premier  ordre 
^  '  ^  '  ^  9"'  seules  n*entraient  point  dans  les  formules  (59), 
et  n'étaient  point  susceptibles  d'interprétation  simple  par  rapport 
aux  courbures  dans  le  cas  général,  s'interprètent  au  contraire  très 
simplement  dans  ce  cas  par  les  courbures  sphériques  des  trois 
surfaces,  auxquelles  elles  sont  égales  au  signe  prés. 
Ces  dernières  formules,  écrites  ainsi 


f 


.1 


V 


et  rapprochées  des  formules  (60)  montrent  la  possibilité  d'obte- 
nir immédiatement  six  équations  particulières  à  ce  cas,  complète- 
ment analogues  aux  équations  (62)  ;  car,  ayant  ainsi  les  valeurs 
de  toutes  les  dérivées  premières  des  trois  quantités  l\\^y  l^i^^y 
/A|iir,  les  conditions  dUntégrabilité  qui  résultent  de  ces  valeurs 
nous  fourniront  neuf  équations,  dont  les  trois  équations  (61), 
et,  en  traitant  les  six  autres  comme  nous  avons  traité  celles-là 
pour  obtenir  les  équations  (62),  nous  devrons  arriver  facilement 
è  six  nouvelles  équations  analogues  aux  équations  (62)  et  spé- 
ciales au  cas  des  trois  surfaces  isothermes. 
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En  effet,  ces  conditions  d'intégrabilité  que  nous  venons  de 
mentionner  sont,  outre  les  équations  (61),  les  suivantes 
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lesquelles  se  partagent  en  deux  groupes  résultant  chacun  de  la 
permutation  des  trois  surfaces. 

Traitant  donc  parallèlement  les  deux  premières  comme  les 
équations  (61),  nous  obtiendrons  successivement 
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OU,  en  chassant  les  dénominateurs  : 
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puis,  en  faisant  à  la  fois  les  substitutions  indiquées  par  les  for- 
mules (89)  et  (71): 

,.,  ri  (M  ^  ±  (1)1  ^  1  f  1  ^  1] 

'*  Idi,  \  R,/      di>  \  R,/J       R;  \  R,       R,/ 
d  (i  ' 

^•° [rf^y  "^d^yj  -^RiAR;-^  r;) 


=  ^^f 


df 


(-]-  — 


92.  —  382  — 

équations  que  nous  mettrons,  en  réduisant,  sous  la  forme 

d  (i\         i  d  /1\  d  (i\ 

'•°  d^ls;]  "^  rïr;  =  ^"  d,  \kI  -  "'"di  Ir-J  ' 

en  sorte  que,  si  nous  posons,  pour  abréger  récriture, 

d  /i\         I  "       )  ^.  d  I W         i 


hïr; 


(83) 


les  trois  groupes  ($,  ÎP',  $"),  (^  ^,  ^')»  (^»  ^',  <^"), 
formant  encore  trois  cycles  de  permutation  circulaire,  les  deux 
équations  (82),  que  nous  venons  d'obtenir  pour  forme  déflnitive 
des  deux  premières  (81),  pouvant  s'écrire 

^ «R    et    ÎP=,R". 

on  voit  que  les  six  équations  (81)  seront  alors  les  suivantes 

^  +  ,^'  =  0,     9'-A=o, 

tandis  que  les  trois  autres  (62)  du  cas  général ,  qui  subsistent 
toujours,  bien  entendu,  et  complètent  alors  les  neuf  conditions 
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d'intégrabililé  ci-dessus  mentionnées,  deviennent  avec  les  mêmes 
notations  : 

Or,  en  retranchant  successivement  ces  trois  dernières  équa- 
tions des  trois  de  droite  du  système  précédent,  nous  obtenons 
celles-ci  : 

lesquelles,  par  addition  et  soustraction  avec  les  trois  de  gauche 
du  même  système,  ramènent  finalement  les  neuf  équations  (81) 
et  (62)  aux  neuf  suivantes  : 

(84)  ....    j  $'=0,    ^c=0,    <R'  =  0, 

$"=0,    ^"==0,     5l"=0, 

analogues  aux  équations  (62)  ou  (68),  et  par  conséquent  suscep- 
tibles comme  elles  d'une  interprétation  géométrique  intéres- 
sante. 

Avant  de  formuler  cette  interprétation,  nous  signalerons  parmi 
les  combinaisons  en  nombre  infini  qu*on  peut  former  avec  ces 
équations  (84),  les  quatre  suivantes,  qui  correspondent  égale- 
ment à  des  propriétés  géométriques  intéressantes,  savoir 

k^-k^-"-  k'^-k^—'-  ki^-k^-'- 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 
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et  aussi  celles-ci  obtenues  en  combinant  ces  équations  (84)  avec 
celles  du  système  (68)  du  cas  général,  savoir  : 


(86). 


ou 


$— P  =  0,    $'  — F  =  0,    $"  — F'=0, 
^— Q=0,     ^'— Q'=0,    ^'  — Q"=0. 


Cela  posé ,  si  nous  récrivons  les  équations  qui  précèdent  en 
faisant  usage  de  la  notation  différentielle  introduite  par  les  for- 
mules (73),  les  équations  (84),  (85)  et  (86)  deviendront  respec- 
tivement les  suivantes  : 
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Ces  trois  dernières  équations  représentent  à  elles  seules  les 
six  équations  (86),  car  la  seconde  ligne  de  ces  équations  repro- 
duit exactement  (mais  dans  un  autre  ordre)  les  équations  fournies 
par  celle  de  la  première  ligne. 

Ces  trois  équations  se  réduisent  d*ailleurs  elles-mêmes  à  deux 
seulement,  car,  si  Ton  désigne  pour  un  instant  leurs  premiers 
membres  respectivement  par  A,  B,  G,  il  est  facile  de  voir  que 
Ton  a  identiquement 

J_C-lB-.a_l)A  =  0. 

Ri       r;      \r;     r;/         ' 

et  par  conséquent  Tune  quelconque  d'entre  elles  est  une  consé- 
quence des  deux  autres.  Elles  se  réduisent  donc  à  deux  équa- 
tions distinctes  seulement,  pour  lesquelles  nous  pouvons  pren- 
dre, soit  deux  quelconques  de  ces  trois  équations ,  soit  deux 
combinaisons  linéaires  de  ces  équations.  En  vue  de  conserver 
la  symétrie  entre  les  trois  surfaces,  nous  choisirons  pour  cet 
objet  les  deux  combinaisons  suivantes 

A  -f-  R  -*-  C  =  0, 
A(l-.-i).B(l-.lUc(l^l)A»0. 

\r;    r;/      vr;   r;/      vr,    r,/ 

e*est-à-dire  les  deux  suivantes 

1  i  1  1  1  i 


^g\^         tliiii         it|iii         At^t         'M^t         nsKs 

i  I  4 

(90).  (  ""  R^  ■*■  R^  ■*■  r,r;  ' 

et 

i  i 


=  0. 


Cette  dernière  relation,  extrêmement  remarquable  par  sa  sim- 
plicité et  son  élégance,  et  qui  vaudrait  presque  à  elle  seule  la 
V.  25 
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peine  d^écablir,  pour  y  amYer,  tous  les  cajcols  que  nous  tcoous 
de  préseuteTy  résulte  aussi  d'ailleurs  immédiatemeot  de  h  eom- 
paraison  des  formules  (85)  ou  (88),  avee  les  formules  eorrespoo- 
dantes  (70)  ou  (77)  du  eas  général,  mais  il  nous  semUe  à  h  fois 
plus  logique  et  plus  complet  de  la  déduire  comme  corollaire  des 
relations  (89),  dont  elle  n'est,  comme  Ion  Toit,  qu'une  eomê- 
quence  algébrique. 

Ces  résultats  établis,  les  formules  (87),  (88),  (89)  et  (90)  se 
traduiront  en  langage  ordinaire  par  les  six  nouTcaux  théorèmes 
suivants  qui  caractérisent  le  cas  particulier  des  trois  surfaees 
isothermes  : 

Théorème  VI.  —  La  déritêe  d'une  courbure  apparîemumt  à 
la  surface  S,  suivant  la  normale  à  $on  plan,  est  égale  au  pro- 
duit changé  de  signe  de  cette  courbure  par  la  courbure  du  méwie 
groupe  dont  le  plan  est  dirigé  suivant  la  normale  de  la  surface  S. 
Théorème  VU.  —  Les  dérivées  de  deux  courbures  réciproques 
suivant  leurs  propres  tangentes  sont  égales. 

Théorème  VIII.  —  5i  Fon  multiplie  la  somme  des  deux  cour- 
bures de  chaque  surface  par  le  produit  de  leurs  conjuguées  en 
arc,  on  obtiendra  ainsi ,  changée  de  signe,  la  dérhxe  de  ce  der- 
nier produit  suivant  Ai  normale  à  la  surface. 

Théorème  IX.  —  5t  Fon  prend  successivement  les  trois  sur- 
fads  deux  à  deux,  la  somme  des  produits  des  deux  courbures  de 
chaque  groupe  appartenant  à  ces  deux  surfaces  est  égale  au  pro- 
duit des  deux  courbures  conjuguées  en  arc  empruntées  à  ces 
mêmes  surfaces. 

Théorème  X.  —  La  somme  des  produits  deux  à  deux  de  toutes 
les  courbures  appartenant  à  chaque  groupe  est  égale  à  la  sommée 
des  produits  des  courbures  conjuguées  en  arc 

Théorème  XI.  —  La  sotnme  algébrique  des  produits  des  cour- 
bures de  chaque  groupe  est  nulle;  ou  encore  :  le  produit  des  trois 
premières  courbures  est  égal  au  produit  des  trois  secondes  cour^ 
bures  changé  de  signe. 

La  méthode  que  nous  avons  suivie  pour  arriver  aux  proposa- 
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tioDS  qui  précédent,  et  aux  formules  dont  elles  sont  la  traduction, 
est  plus  longue  assurément  que  celle  adoptée  dans  le  même  cas 
par  Lamé,  qui  se  borne  à  établir  la  seconde  formule  (90)  (ou  les 
théorèmes  IX  et  XI  qu'elle  entraîne  à  cause  du  théorème  IV  du 
cas  général).  Mais  elle  a  l'avantage,  étant  calquée  en  quelque 
sorte  sur  celle  que  nous  avons  suivie  dans  le  cas  général,  de 
mieux  faire  ressortir  les  différences  avec  les  résultats  obtenus 
pour  le  cas  général,  c'est-à-dire  de  donner  notamment  les  for- 
mules (87),  (89),  et  la  première  des  formules  (90),  qui  ne  se 
trouvent  pas  dans  Lamé,  et  par  conséquent  de  constituer  pour 
nous  une  étude  à  la  fois  plus  facile  et  plus  complète  de  ce  cas 
particulier  intéressant. 

Ayant  ainsi  esquissé,  à  titre  d'exemple  et  d'application  de  nos 
formules,  les  principales  propriétés  des  courbures  du  système 
triple  orthogonal,  nous  reviendrons  maintenant  à  la  théorie  des 
surfaces  en  général,  pour  examiner  dans  un  dernier  paragraphe 
ce  qui  se  rapporte  à  la  recherche  des  ombilics. 


V.  —  Recherche  des  ombilics. 
Application  a  la  surface  des  ondes. 

On  appelle  ombilic  un  point  d'une  surface  tel  que  les  rayons 
de  courbure  de  toutes  les  sections  normales  relatives  à  ce  point 
sont  tous  égaux  et  de  même  signe. 

Dans  l'étude  de  la  forme  d'une  surface,  la  question  de  savoir 
s'il  existe  des  points  semblables,  et  dans  le  cas  aflSrmatif  la  déter- 
mination de  ces  points,  s'impose  évidemment  aussitôt  après  la 
détermination  des  rayons  principaux  et  des  sections  principales 
des  points  remarquables,  comme  étant  de  nature  à  donner  à 
l'esprit  l'idée  la  plus  juste  de  la  courbure  générale  de  la  surface. 
Cette  recherche  présentant  donc  une  très  grande  importance, 
nous  lui  consacrerons  exclusivement  ce  dernier  paragraphe,  dans 
lequel  nous  exposerons  successivement  les  différentes  méthodes 
qu'on  peut  déduire. pour  cet  objet  de  nos  théories  précédentes^ 
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et  qui,  bien  que  basées  sur  des  considérations  fort  diverses, 
doivent  toutes,  bien  entendu,  conduire  au  même  système  d'équa- 
tions. 

Première  méthode.  —  La  première,  que  Ton  peut  qualifier  de 
géométrique  par  opposition  aux  suivantes  qui  sont  purement  ana- 
lytiques, ressortira  très  simplement  de  la  considération  de  la 
surface  indicatrice  et  nous  fournira  les  équations  cherchées  par 
un  simple  calcul  de  géométrie  analytique. 

En  effet,  dire  que  tous  les  rayons  de  courbure  des  sections 
normales  sont  égaux  et  de  même  signe,  c'est  dire  que  Tindicatrice 
est  un  cercle,  et  peut  être  représentée  par  conséquent  par  Tinter- 
section  d'une  sphère  décrite  du  point  considéré  comme  centre 
par  le  plan  tangent  de  la  surface  au  même  point.  On  devra  donc 
obtenir  les  équations  cherchées  en  exprimant  que  rintersection 
de  la  surface  indicatrice  par  cette  sphère,  qui  dans  le  cas  général 
devrait  être  une  courbe  à  double  courbure,  se  réduit  dans  le  cas 
particulier  actuel  à  une  courbe  plane,  dont  le  plan  est  précisé- 
ment le  plan  tangent  à  la  surface. 

Pour  exprimer  cette  condition,  si  nous  représentons  pour  un 
instant  par 

Ax"  -4-  By*  4.  Cz*  -4-  2Dyz  -4-  2Ezx  -f-  2Fxy  =  1 

réquation  de  la  surface  indicatrice,  et  par 

Ix  ••-  my  -4-  nz  =  0, 

réquation  du  plan  tangent,  rapportées  toutes  deux  au  point  con- 
sidéré comme  origine,  Téquation  générale  des  surfaces  du  second 
ordre  passant  par  Tintersection  de  la  surface  indicatrice  et  de  la 
sphère  du  rayon  r  décrite  de  Torigine  comme  centre,  étant, 
comme  Ton  sait, 

Ax*-4-By*-+-Cz*-*-2Dy;:r^-2EjîX-*-2Fxy — i  -4-  k  (x*-*- y' -♦-«•— Hj^O, 

on  voit  qu'il  suflSra  d'identifier  cette  équation  avec  la  suivante 

(91)  .    .    .    {Ix-^my-ï-nz)  (/'x-*-m'y-*-n'z)=0, 
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ce  qui  conduira  à  éliminer  les  quatre  arbitraires  l\  m'j  n!  et  k 
entre  six  équations,  et  par  conséquent  nous  devrons  obtenir 
finalement  deux  équations  entre  les  coeflScients  /,  m^  n,  A,  B, ..., 
qui  ne  sont  autre  chose  que  les  dérivées  premières  et  secondes 
de  (p,  lesquelles  équations,  jointes  à  celle  de  la  surface  elle-même, 
détermineront  complètement  les  points  qui  satisfont  à  la  question. 
La  méthode  et  le  but  étant  ainsi  nettement  indiqués,  le  calcul 
sera  des  plus  simples.  Ayant  développé  Téquation  (91)  ainsi  qu*il 
suit, 

-f-  (mn'  -^  ntn')  yz  -+-  [ni'  -4-  ln')zx  -^  (/m'  -♦-  m/')xy  «=0, 
on  voit  qu^il  suflSra  de  poser  : 

!A -^  A:  == //',        B-f-il:  =  mm',        C -f- A:  ==  nn', 
2D  =  mn'  -4-  nm\        2E  =  nV  -^  /n',        2F  =  /m'-^  m/', 
1  -f-ifcr*  =  0, 

lesquelles  équations  donnent  par  la  première  ligne 

„      A^ifc         ,       B-4-A:         ,      C-+-* 

r=» — - — ,     m  = ,     n'= » 

l  m  n 

et,  en  substituant  dans  la  seconde  ligne, 

2D  =  m^^  +  n  ^^=  — [m«(C  -^  »)  -«-  n«(B  +  »)], 
n  m  mn 

2E  =  n^-^  +  /  SjÎI*  = -L- [n» (A  +  *)  +  P (C  +  *)], 
»  n  fil 

2F  =/  ?-li-Hm^-|^=i-[P(B^ifc)  +  m«(A-hifc)], 
m  i  /m 

ou,  en  chassant  les  dénominateurs, 

2Dmn  =  m*  (C  -♦-  *)  -♦-  n*  (B  -4-  *), 
2En/  =  n«(A  -4-  A)  -^  P  (C  -f-  A), 
2F/m=  /•(B-+-ifc)-Mn' (A -♦-*), 
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ou  encore  : 

k (m*  -f  n*)  =  2Dmn  —  (m*C  -+-  n*B), 

*(n«-^  P)=   2En/-(n'A-^  PC), 
ifc(  /«  ^  m»)  =  2F/m  —  ( PB  -♦-  m«A). 

D^autre  part  r  étant  le  rayon  de  Tindicatrice,  c'est-à-dire  étant 
donné  par  la  formule  (39)  dans  laquelle  il  faut  prendre  constam- 
ment le  même  signe  pour  un  même  point,  d'après  la  définition 
même  de  Tombilic,  la  dernière  équation  (92)  se  transformera  de 
la  façon  suivante 

i-h*  — =  0,         d'où         *  =  — ^. 

A|f»  R 

Nous  aurons  donc  finalement,  en  égalant  les  différentes  valeurs 
de  k  de  ces  quatre  dernières  équations, 

mX  -f-  n*B  —  2Dmn  _  n'A  -4-  PC  —  2En/ 
m'  H-  n'  n'  -h  P 

_  PB  H-  m'A  —  2Ff m      a,^ 
~  P-Mii'  ""T' 

c'est-à-dire  trois  équations,  dont  les  deux  premières  feront  con- 
naître les  coordonnées  des  points  cherchés,  et  la  dernière  la  valeur 
du  rayon  de  courbure  correspondant. 

Si  nous  récrivons  maintenant  ces  équations  en  remettant  à  la 
place  des  lettres  /,  m,  n,  A,  B,  ...  les  fonctions  qu'elles  étaient 
censées  représenter,  ces  équations  seront  définitivement  les  sui- 
vantes, 

Vv'  «*   \zl   y'    y  z  yz      \zl   x*   \x/  z*    z  x  zx 


(93). 


©•-(i)'       Ê)'-Êr 


\xl    V*    Vv/  X*     X  ii  Xti 


(i)"  -  (-;)■ 


'  R 


—  391  —  iOi. 

dans  lesquelles  les  trois  premiers  rapports  correspondent  chacun 
à  Fun  des  axes  coordonnés,  et  se  changent  par  conséquent  les  uns 
dans  les  autres  par  la  permutation  de  ces  trois  axes. 

Seconde  méthode.  —  On  arrivera  au  même  résultat  à  Taide  de 
considérations  purement  analytiques,  en  exprimant  que  la  valeur 
fournie  par  Téquation  (5)  pour  le  rayon  de  courbure  d'une  sec- 
tion normale  est  indépendante  de  la  direction  de  cette  section, 
c'est-à-dire  des  valeurs  des  cosinus  a,  6,  c  qui  particularisent 
cette  direction. 

En  effet,  ces  trois  cosinus  étant  astreints  à  vérifier  les  deux 
équations  (7)  (paragraphe  l"'),  si  Ton  tirait  de  ces  deux  équations 
la  valeur  de  deux  d'entre  eux,  a  et  6,  par  exemple,  en  fonction  du 
troisième  c  et  que  Ton  reportât  ces  valeurs  dans  le  second  mem- 
bre de  l'équation  (5),  cette  expression  devrait  alors,  dans  le  cas 
actuel,  se  réduire  à  une  constante  ;  et  par  conséquent  on  obtien- 
drait les  conditions  cherchées  en  annulant  séparément  les  coeffi- 
cients de  c  et  de  c\  ce  qui  fournirait  bien  encore  deux  équations 
qui,  jointes  à  l'équation  de  la  surface,  détermineraient  les  coor- 
données des  points  cherchés,  et  la  constante  qui  subsisterait  seule 
dans  le  second  membre  exprimerait  la  valeur  de  ^9  et  donne- 
rait par  suite  immédiatement  la  valeur  du  rayon  de  courbure 
correspondant. 

Toutefois,  nous  ne  suivrons  pas  à  la  lettre  ce  procédé  qui 
aurait  le  grave  inconvénient  de  détruire  la  symétrie  entre  les 
trois  cosinus  a,  6,  c  et  nécessiterait  des  calculs  aussi  mal  aisés 
que  peu  élégants,  et  nous  lui  substituerons  le  suivant  qui  revient 
au  même  quant  au  fond,  mais  qui  ne  donne  pas  lieu  au  même 
reproche  et  conduit,  au  contraire,  à  des  calculs  simples  et  symé- 
triques. 

A  cet  effet,  la  méthode  que  nous  venons  d'indiquer,  consistant 
en  somme  à  éliminer  deux  des  trois  cosinus,  soient  a  et  6,  entre 
les  deux  équations  (7)  et  l'équation  (5),  et  à  annuler  ensuite 
séparément  les  coefficients  du  troisième  dans  l'équation  ainsi 
obtenue,  nous  observerons  que  pour  faire  cette  élimination,  il 
n'est  pas  nécessaire  de  résoudre  les  deux  premières  par  rapport 
à  a  et  6  pour  reporter  leurs  valeurs  dans  la  troisième,  ce  qui 
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compliquerait  nos  calculs  de  radicaux  fort  incommodes,  mais 
qu^en  imitant  un  procédé  d'élimination  connu,  nous  pouvons, 
dans  les  quatre  équations  suivantes 

(94).  (    \  X        y        zl  \   X        y        zl 

\  X        y        zl 

qui  se  confondent  avec  les  deux  équations  (7),  considérer  séparé- 
ment a*,  6*,  aby  ac  comme  quatre  inconnues  distinctes  et  élimi- 
ner ces  quatre  inconnues  entre  ces  quatre  équations  qui  sont 
alors  linéaires  par  rapport  à  ces  nouvelles  inconnues,  et  Téqua- 
tion  (5)  qui  Test  également.  Mais  alors  la  variable  c  n'entrant  plus 
au  premier  degré  dans  Téquation  résultante  que  par  le  produit  6c, 
il  suffira  évidemment  d'annuler  le  coeflScient  du  terme  en  c^  et 
celui  du  terme  en  bc^  pour  que  cette  dernière  équation  devienne 
réellement  indépendante  de  a,  6,  c  sous  la  condition  exprimée 
par  les  équations  (7),  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  pour  que 
l'expression  ^  se  réduise  à  une  constante  pour  toutes  les  valeurs 
de  a,  6,  c  satisfaisant  à  ces  équations  (7). 

En  résumé f  la  présente  méthode  consiste  donc  à  éliminer 
quatre  des  six  inconnues  a*,  6^,  c\  bc,  ca,  ab  entre  les  cinq  équa- 
tions (5)  et  (94),  qui  sont  toutes  linéaires  par  rapport  à  oei 
inconnues  et  à  égaler  ensuite  à  zéro  les  coeflSeients  des  deux 
autres  inconnues  dans  l'équation  résultante.  On  voit  donc  que  le 
problème  analytique  en  face  duquel  nous  nous  trouvons  est  iden- 
tique à  celui  qui  se  présente  lorsque  l'on  veut  appliquer  à  un 
système  matériel  à  liaisons  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  et 
par  conséquent  nous  pourrons,  pour  effectuer  cette  série  d'opé- 
rations, employer  la  méthode  si  élégante  des  coeflSeients  indéter- 
minés de  Lagrange. 

Pour  cela  nous  multiplierons  les  quatre  équations  (94)  respec- 
tivement par  quatre  coeflSeients  arbitraires  que  nous  désignerons 
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far  h,  k-f  1^  -y  k"  ^t  et  nous  les  ajouterons  à  Téquation  (K),  ce 
qui  nous  fournira  l'équation  suivante, 

^  -  F  (a,  6,  c)  +  A  (o* -»- 6»  +  c*  —  1  ) 
R 

x\  X       y       zi  y  ^  X       y       zf 


z\   X         y        z] 


ou, en  développant,  substiluanl  à  F  (a,  6,  c)  sa  valeur  (2),  et  ordon- 
nant par  rapport  à  a,  6,  c  : 

Lyz  zy        yzj  \_     zx        xz        zxj 

L  xy         yx         xyj 
et  ensuite  nous  écrirons  que  Ton  a  séparément 

\  yz       yz  zx      zx  xy      xy 

d'où,  en  éliminant  h  entre  les  quatre  premières  équations,  et 
récrivant  les  trois  autres  : 

(k'^k-)-^-  =  ^—^    (*"  +  »)-^  =  2— .    (k  +  V)^^^ 
yz        yx  XX        zx  xy 


iOk 


—  su  — 
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considérer  les  sections  principales  et  exprimer  qu^elIes  sont  indé- 
terminées, car  il  n*y  a  plus  évidemment  dans  ce  cas  ni  rayons 
principaux,  ni  sections  principales,  toutes  les  sections  normales 
étant  pareilles  au  point  de  vue  de  la  courbure,  et  jouant  par  con- 
séquent un  rôle  identique. 

Pour  cela  il  suflSt  évidemment  d^exprimer  que  les  trois  équa- 
tions qui  déterminent  la  valeur  des  trois  cosinus  a,  6,  c  corres- 
pondant aux  sections  principales  se  réduisent  dans  ce  cas  à  deux 
seulement.  Or,  nous  avons  établi  dans  le  paragraphe  II  que  ces 
trois  cosinus  devaient  satisfaire,  pour  les  sections  principales,  en 
outre  des  équations  (7),  aux  équations  (9)  ou  (12),  et  nous  avons 
eu  soin  de  faire  remarquer  qu'il  n'y  avait  pas  en  cela  surabon- 
dance dans  les  conditions  imposées,  attendu  que  ces  cinq  équa- 
tions considérées  simultanément  se  réduisaient  à  trois  distinctes 
seulement.  Il  suffira  donc,  dans  le  cas  actuel,  d'exprimer  que  la 
première  des  équations  (7)  se  confond  avec  Tune  des  équa- 
tions (9)  ou  (12),  ce  qui  fournira  encore  deux  équations  à  joindre 
à  réquation  de  la  surface  pour  déterminer  les  coordonnées  des 
points  cherchés. 

En  considérant  la  première  (12),  par  exemple,  les  conditions 
ainsi  obtenues  seront 
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ou,  en  chassant  les  dénominateurs,  et  remplaçant  ^  par  sa  va- 
leur -  H  à  cause  de  l'égalité  de  tous  les  rayons  de  courbure, 

(96).    .    .     î*-li=l^H.       ti_^i  =  i^H. 
yx     xy     2y  zx     xz     2jt 

équations  dans  lesquelles  il  n'y  a  plus  qu'à  remplacer  les  dérivées 
^>^>j>et  H  par  leurs  valeurs  (25)  et  (28),  pour  obtenir  les 
équations  cherchées. 

Or,  si  nous  observons  que  les  expressions  de  ces  dérivées, 


106.  —  596  — 

étant  multipliées  et  divisées  par  A^cp,  peuvent  être  mises  sous  la 
forme 

X     £i]f\^x*     X    X   I      y     aJi»  V  *  xy     x    y  I 

Z        Ajy  \         XZ       X      Z     I 

et,  si  nous  substituons  ces  dernières  expressions  ainsi  que  la 
valeur  (28)  de  H  dans  la  première  des  équations  précédentes  (96), 
elle  deviendra,  en  la  multipliant  par  2Af(p, 

2rt(.î,i;-!LiîlL)_L(.î,lL_Li^]]=LU^,_F(L.?L.L)l; 

Ly\      x'     X    X   I     x\      xy    X    y  i\    y\_  \x  y  zl \ 

ou,  en  faisant  passer  tous  les  termes  dans  le  premier  membre, 

y  L    \x  y  2/  X*         X    X   J 

X      xj         \xl      y 

c'est-à-dire,  en  remplaçant  maintenant  les  symboles  F,  A^,  A2, 
et  leurs  dérivées,  par  leurs  significations  définies  au  para- 
graphe I  : 


y  zyz         zxzx        xy  xy 


x\xa?     y  yx     z  zxi  ) 

xLW     \y/      \zl  \xy        \xf\xxy    y  y»    zzyl 
Or,  si  Ton  développe  cette  équation  en  lordonnant  pour  plus 
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de  clarté  par  rapport  aux  dérivées  secondes,  on  obtient  simple- 
ment après  réduction 


(97). 


et,  si  l'on  multiplie  mainleoant  tous  les  termes  de  cette  dernière 
équation  par  ^>  et  que  Ton  ajoute  et  retranche  pour  la  sy- 
métrie le  terme  (^)*  (^)*  ^,  on  pourra  l'écrire  en  mettant  en 


y 

évidence  les  facteurs  communs  : 


(98). 


Wyl       \zl  ]   [w  y*       \yl  X*        xyxyj 


ouy  ce  qui  est  la  même  chose  : 
\yl  z*       W/  y*         y  z  yz      \xl  y*        ^yl  X*         xyxy 

Pour  savoir  à  présent  ce  que  deviendrait,  étant  traitée  de  la 
même  façon,  la  seconde  équation  (96),  il  n'est  pas  nécessaire  de 
recommencer  des  calculs  analogues,  il  suffit  d'observer  qu'elle  se 
déduit  de  la  première  par  la  simple  permutation  des  deux  lettres 
y  et  z  sans  toucher  à  la  lettre  x,  ce  qui  donne  en  effectuant  ce 
changement  dans  le  résultat  que  nous  venons  d'obtenir  : 

^«/  y*     ^y/  ^       ^  y  ^y  _  ^^'  ^     ^^'  *'       x  z  xz 


(98*") 
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Or,  il  suffit  de  regarder  ces  deux  dernières  équations  pour 
voir  qu'elles  ne  sont  autres  que  les  deux  premières  équations  (93), 
dans  lesquelles  Tordre  seul  des  termes  a  reçu  certaine  modifica- 
tion. 

Enfin,  bien  que  nous  ayons  déjà  la  valeur  de  R  par  la  formule 
R  =  I  H>  et  la  valeur  générale  de  H  (28)  ou  (31),  ainsi  que  nous 
Tavons  déjà  rappelé  tout  à  Theure,  si  Ton  veut  retrouver  pour 
l'expression  de  ce  rayon  la  forme  qui  résulte  de  la  dernière  des 
équations  (93),  il  sulBBra,  les  deux  premières  étant  établies  par 
le  calcul  qui  précède,  d'ajouter  ensemble  tous  les  numérateurs  et 
de  diviser  par  la  somme  des  dénominateurs  des  trois  premiers  rap- 
ports ;  on  obtiendra  ainsi  un  rapport  égal  à  chacun  d'eux,  qui 
sera  le  suivant 

Lvy/     \a/  Ja?*  L\«/     W  Jy"   Lv^'     \yl  J^*     y^y^^     zx%x     xyxy 


mHhm 


\x  V  zJ 


_  .      t  II  =  ^^ 

2V^ =  V.,H  =  -, 

en  vertu  de  la  formule  (28)  déjà  rappelée,  et,  par  conséquent, 
l'on  retrouve  bien  encore  par  cette  voie  les  trois  équations  (93), 
que  nous  avions  déjà  obtenues. 

Quatrième  méthode. —  Une  dernière  méthode,  enfin,  consiste  à 
exprimer  l'égalité  en  grandeur  et  en  signe  du  rayon  de  courbure 
de  toutes  les  sections  normales,  en  posant  simplement  la  condi- 
tion d'égalité  des  racines  de  Téquation  (16)  qui  fournit  les  deux 
rayons  principaux  dans  le  cas  général,  car  il  est  évident  d'après 
la  formule  (23),  que  si  R'  et  R"  deviennent  égaux,  R  sera  con- 
stamment égal  à  leur  valeur  commune.  C'est  la  méthode  à 
laquelle  nous  avons  déjà  eu  recours  dans  le  paragraphe  III  pour 
traiter  ce  problème  dans  le  cas  de  l'ellipsoïde,  mais  en  profitant 
alors  des  simplifications  très  grandes  dues  à  la  forme  particulière 
de  l'équation  de  la  surface. 
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Hais  nous  devons  dire  tout  de  suite  qu'à  notre  avis  cette  der- 
nière méthode  présente  une  infériorité  réelle  au  point  de  vue 
didactique»  et  surtout  envisagée  comme  méthode  d'investigation, 
par  rapport  à  celles  que  nous  venons  d'exposer  jusqu'ici»  en  ce 
qu'elle  ne  permet  pas  d'apercevoir  à  priori  comme  les  méthodes 
précédentes  à  quel  genre  de  solution  on  devra  arriver;  car  tandis 
que  ces  dernières  faisaient  voir  avant  tout  calcul  que  Ton  devait 
obtenir  deux  équations  entre  les  coordonnées  des  points  cher- 
chés, à  joindre  à  l'équation  de  la  surface,  et  que  par  conséquent 
la  solution  consistait  en  général  en  une  série  de  points  isolés,  la 
méthode  qu'il  nous  reste  à  faire  connaître  ne  fournit  tout  d'abord 
qu'une  seule  équation,  qu'aucune  considération  intuitive  ne  fait 
supposer  devoir  se  décomposer  en  deux  équations  distinctes, 
en  sorte  qu'il  semble,  avant  d'avoir  achevé  le  calcul,  que  l'on 
doive  arriver  à  une  ligne  tracée  sur  la  surface,  et  non  à  une  série 
de  points,  comme  cela  a  lieu  en  réalité.  —  Néanmoins,  comme 
cette  méthode  se  présente  très  naturellement  à  l'esprit,  dès  que 
l'on  se  rappelle  la  notion  si  simple  et  si  lumineuse  de  l'indica- 
trice, et  qu'il  est  d'usage  d*y  avoir  recours  dans  la  théorie  clas- 
sique, que  nous  nous  sommes  proposé  de  refaire,  nous  croyons 
devoir  la  développer  ici  également,  afin  de  bien  montrer  que, 
malgré  la  multiplication  du  nombre  des  termes,  on  peut  traiter, 
en  conservant  la  symétrie  des  trois  variables,  absolument  toutes 
les  mêmes  questions  qu'en  la  détruisant,  comme  on  le  fait  dans 
les  formules  usuelles  ;  et  la  complication  indiscutable  de  la  for- 
mule que  nous  allons  établir,  nous  servira  de  dernier  argument 
et  de  meilleure  preuve  en  faveur  de  la  thèse  que  nous  avons 
soutenue  dans  tout  le  cours  de  ce  travail,  à  savoir  le  très  grand 
parti  que  l'on  peut  tirer  de  la  symétrie  dans  toute  cette  théorie, 
lorsque  l'on  a  appris  dès  le  début  à  s'en  servir. 

Cette  formule,  sur  laquelle  repose  tout  entière  la  méthode 
que  nous  venons  d'indiquer,  consiste  dans  l'égalité 

a'6'c'f---)V?(H*-4K) 
\x  y  zl 

(99).^ 

=(a'  1 1)  V-  C6T-.  [b'\  ^)  W  -  «CT-.  (C  \  t)'(«6'-  haj, 
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laquelle  devient  une  identité^  lorsque  Ton  y  remplace  Ai?  par  sa 
valeur  connue,  H  et  K  par  leurs  valeurs  (31),  et  a,  6,  c^a'^b^c' 
respectivement  par  les  expressions  suivantes,  que  ces  lettres 
seront  censées  représenter  désormais  : 

\yl  z*       \zl  y^         y  z  yz' 

(100).    .    .    l6=(îy^+(îK-2tI!l. 

I  \z/  or       \x/  V  z  X  zx 

\x/  if       \yl  x'         X  y  xy 

'<»"• --g)'-©' '-©'-(-:)' '■-6)'-(j)' 

Pour  établir  cette  identité^  nous  partirons  de  la  considération 
du  second  nombre  de  Tégalité  (99),  en  posant 

(i02)A=[a'^^)  {bc'-cby-^lb'^-]  (ca'-ac'/H-[c'^^)'(a6'-6a')*, 

m 

et  nous  le  transformerons  de  manière  à  arriver  au  premier  mem- 
bre de  la  même  égalité,  en  y  faisant  apparaître  successivement 
les  trois  facteurs  a'6'c',  (|~)  »  et  AJç  (H^  —  iK)  qui  compo- 
sent ce  premier  membre. 

Pour  cela,  nous  écrirons  d'abord  A,  de  la  façon  suivante  : 

\z        y     y        z/      \x       z     z        xi 

\y  X      x  y) 


et  nous  le  mettrons,  par  une  transformation  connue  sous  la 
forme 

(i03) A  =  S  — T, 
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en  posant  pour  la  commodité  du  calcul  : 

« 


(105).    .    T_  [iV.  (î)' *  cV6  (î)' +  .t'c  (î)  ]  ■ 

Cela  posé,  nous  ferons  apparaître  dans  A  le  facteur  a'b'c'y  en 
opérant  ainsi  qu'il  suit. 

Si  Ton  fait  attention  que  les  expressions  (101)  de  a\  b\  c'y 
donnent  lieu  aux  égalités  suivantes 

(«06)..;  o' +  6' -+- c' =  2  Aîy , 

I  ^ 

on  voit  que  l'expression  ei-dessus  de  ^^IjB^)»  multipliée  par  % 
peut  être  transformée  de  la  façon  suivaniB 

< 

SS_(o'*f*e')r6'«'.tv(aîj  n-eV.eVUÎ.)  *oV.o'6'[<!l)'] 

-.•6v[6v(.l)'*.v(6r)'*,-6-(.î)'] 
.[.■.,(!)]  [6V.*v(.t)'].[..,(l)]  [,V..v(6t)] 

en  ayant  égard  à  la  troisième  égalité  (106)|  puÎB  pour  effectuer 
V.  26 
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le  produit  prenant  d  abord  tous  les  termes  de  ce  produit  qui 
font  apparaître  le  facteur  a'b'c\  et  remplaçant  dans  les  autres 
termes  les  facteurs  (6'  -f-  c'),  (c'  -+-  a'),  (a'  H-  6'),  par  leurs  va- 
leurs respectives  (106).  En  effectuant  maintenant  les  produits 
partiels  dans  la  dernière  égalité  qui  précède,  on  voit  que  le  fac- 
teur 2  se  montre  partout,  et  nous  aurons  simplement 

(107) S  =  U  -i-V, 

en  supprimant  ce  facteur  et  posant  encore,  pour  faciliter  les 
transformations, 

U=a'6V  TôV  U-X  -k-  c'a'  {b^-\  -h  a'b'  fc^)  1 

(108).  (  L        ^  y  ^  J 

et  la  valeur  (103)  de  A  deviendra  : 

(109).    .     .    .  A  =  U-h  V-T  =  U  — (T— V). 

Or  d'une  parr,  l'expression  de  U  qui  précède  peut  s'écrire,  en 
substituant  aux  produits  6V,  cV,  a'6',  leurs  valeurs  (106), 

— 0(ji)'-"È)i(«i)'H(Hr--'©i('p)' 

...•4(iiyV^«-K*Hav.(L)V.(t)'|], 

et  d'autre  part,  les  expressions  (105)  et  (108)  de  T  et  de  V 
donnent  immédiatement 

T-V_S  [«■.■l (t)'..T. ('-)V.*.(t)'.6V.Q'.6V. (t)'..V6(î)] 
-S«-6v[.'(tl)'6.^6'(tt)'ca*.('-î)U], 
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OU, en  remplaçant  dans  la  parenthèse  du  dernier  membre  a\  b\c\ 
par  leurs  valeurs  (106), 

T-V-Saw[j.!,-(L)'j(tl)"6. 

h'-l^)l(ii)'-H*-©'IÊj)*-'] 

-(|îl)'(6.*„*.6)], 

de  telle  sorte,  qu'en  substituant  cette  dernière  valeur  de  T  —  V 
en  même  temps  que  la  seconde  valeur  de  U  (110)  dans  la 
seconde  expression  (109)  de  A,  on  voit  qu'elle  pourra  s'écrire 

(ili).     .    A=  a'6V  |"(---y(a-*- 6 -♦-€)•— AÎç,.S)C)l» 
en  posant  de  nouveau 

et,  sous  cette  forme,  le  facteur  a'b'c'  étant  mis  en  évidence,  on 
voit  que  pour  faire  apparaître  de  même  le  facteur  (—jy  >  qui 
figure  déjà  dans  le  premier  terme  de  la  parenthèse,  il  suffira  de 
la  faire  apparaître  dans  Texpression  de  dC. 
Pour  cela  nous  écrirons,  comme  il  suit,  cette  expression 

,^-È)i'e)-©-"(i)]-(i)'['Ê)-ÊH)] 


en  la  composant  ainsi  de  trois  termes  qui  se  déduisent  les  uns 
des  autres  par  permutation  circulaire  :  il  suffira  donc  d'en  cal- 
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culer  lin  seul.  Or,  en  se  reportant  aux  expressions  (100),  il  est 
facile  de  voir  qu'elles  donnent  lieu  aux  égalités  suivantes  : 

X  yz\xy*      y  zx     z  xylj 

i*        y»     %'         l\x}  y'z*       y  z*x*  \zl  x*y» 

yzyzx*      zxzxf^  'yyj 

\x/  yz       \yl  zx        \zl  xy     xyz  [\xz/  y*  \xzj  z*J 


yzx\\yxl  z*      \y zj  x'J      zxy\\zyl  x*      \zxl  y*J 

\       xyz  \\x  yzj        \y  zxl       \z  xyl  J 

On  trouverait  de  même  sans  peine,  en  retranchant  de  la  pre- 
mière de  ces  dernières  égalités,  la  première  des  égalités  (100) 
mulupliée  par  2  Ç^> 

Wy zlx^      xyz\xyz      yzx       zxyl         xyz  xyzj* 
de  sorte  que,  si  nous  posons  encore  une  fois  pour  abréger. 


014)  ....   ^=?.i1h-Ii1h-1i1, 

^       X  yz      y  zx      z  xy 
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nous  aurons  par  permutation  circulaire  les  trois  égalités, 

\  \y/         \zl  \xl         \_\y  zl  x^     xyz^        xyz   xyzj 

\zl  \xl  \yl         \\zxl  y*     xyz^        xyz    y zxj 

\xJ  \yJ  \zJ         \_\xyl  z'     xyz^        xyz    z  xy] 

puisque,l'cxpression (1 14)de8  ^  restant  invariable dansce change- 
ment, les  trois  quantités  a,  b,  c,  e'est-a-dire  les  expressions  (100) 
se  déduisent  elles-mêmes  les  unes  des  autres  suivant  cette  loi. 

Si  nous  multiplions  maintenant  ces  trois .  dernières  égalités 
respectivement  par  a(^)*'  6(0*>  c(|)  >  et  que  nous  ajoutions, 
nous  obtiendrons  alors  pour  la  quantité  df,  en  vertu  de  la 
valeur  (112),  l'expression  suivante  : 

\xyzJ    \    X*         If         vi  xyz 

en  posant  une  dernière  fois 

Or,  si  nous  avons  égard  maintenant  à  la  première  et  à  la  troi- 
sième des  égalités  (113),  ainsi  qu'à  la  valeur  (114)  de  ^,  cette 
dernière  expression  de  ^  deviendra  : 

\xyz      yzx      zxyl  \\y  zl  ar       \zxl  y'       \xyl  z'J 

__  2  II if III  ^  III  ^  I  fX 
X  y  z\xyz      yzx      zxyl 


iïimnyi^iiiyîiï 

\_xyz[\xz}y*      \xyl  z*  ) 

^  II!.  I  liiY  ïl.  ^  liïX  -^ 

yzxlXyxl  z*       \yzl  a? 

^IllffllVll+fllVl!!] 
z  xy  \\zyl  X*       \zxl  y*  |J 

iiir(iiiy^(iiiy^fii!.n 

xyz  \\x  yzl        \y  zxl        \z  xyl  J 
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Or,  sous  cette  forme,  il  est  facile  de  voir  qu'en  effectuant  les 
produits,  chacun  des  termes  de  la  première  ligne  détruira  un 
terme  identique  dans  les  troisième,  quatrième  et  cinquième 
lignes,  de  manière  que  ces  termes  disparaîtront  entièrement  du 
résultat;  et  de  même  que  les  termes  de  la  seconde  ligne  se 
réduiront  avec  d'autres  termes  semblables  de  la  dernière  ligne, 
mais  sans  disparaître  cette  fois,  à  cause  de  la  différence  des  coef- 
ficients numériques:  en  sorte  qu'il  restera  simplement,  en  met- 
tant en  évidence  les  facteurs  communs, 

X  y  z  \jf  z  yz  X*       z  x  zx  y*       x  y  xy  z* 

\x  yzl     \y  zxl     \z  xyl       yzzxxy      zxxy  yz      3c  y  yz  zx_ 

Si  nous  substituons  maintenant  cette  valeur  dans  Texpression  (1 1 5) 
dC,  et  que  nous  ayons  égard  en  même  temps  à  la  deuxième 
des  égalités  (113),  cette  expression  deviendra 

\xyzj  WxJ  y*  z*     \yl  z*  x*     \zj  x*  y*      y  z  yz  x*      zxzxy*      x  y  xy  s* 

yzyzx*     zx  zxy*     xyxyz^      \x  yzl       \y  zxl       \z  xyl 

y  z  zxxy         z  x  xy  yz  x  y  yz  zx  J' 

ou,  en  réduisant  et  ordonnant  par  rapport  aux  dérivées  premières 

f      V       9 
X    y      » 

^^lliÙ  £.— l'  îlWâ-^f— — -  — — W2--  f— —  —  —  — ^    • 
" y  z\yx  zx     yzx*l       zxXzyxy     zxy*l       xyxxzyz     xyz*/J' 

c*est-à-dire  que  Ton  aura  simplement,  en  se  reportant  à  la  seconde 
formule  (31): 

\x  y  zl 
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Si  nous  substituons  enfln  cette  dernière  valeur  dans  l'expres- 
sion (111)  obtenue  plus  haut  pour  A,  en  ayant  égard,  en  outre, 
à  régalité  déjà  signalée  à  propos  des  équations  (98^**),  savoir 


(M6)    .  .    a  H-6  -t-c 


\x    y     zi 


nous  aurons  définitivement, 


A  =  a'6'c'  (^  î  ^)*[(HAÎri'  -  4a,V  (KA}f)], 

OU,  si  Ton  aime  mieux, 

A  =  a'Vd  (t  ^  ?]*  Aîy  (B«  -  4K), 
\x  y  zl 

et  régalité  de  cette  valeur  transformée  de  A»  avec  sa  valeur  de 
définition  (102),  d'où  nous  étions  partis,  constituera  précisément 
ridentité  (99)  que  nous  nous  proposions  d'établir. 

Avant  de  déduire  de  cette  formule  les  conséquences  immé- 
diates qu'elle  comporte  pour  la  recherche  des  ombilics,  nous 
demanderons  au  lecteur  de  nous  permettre  une  courte  digres- 
sion, et  nous  nous  arrêterons  un  instant  en  vue  de  répondre  à 
une  préoccupation  qui  peut  naître  dans  son  esprit.  La  méthode 
à  Taide  de  laquelle  nous  venons  d'établir  cette  formule  consistant 
en  une  simple  vérification,  c'est-à-dire  étant  essentiellement  un 
procédé  de  démonstration  et  nullement  un  procédé  d'invention, 
on  pourra  nous  demander,  à  défaut  d'une  méthode  réelle  d'in- 
vestigation, d'indiquer  ou  une  série  logique  d'inductions,  ou 
tout  au  moins  une  méthode  de  tâtonnements  rationnels,  propres 
à  mettre  sur  la  voie  d'une  formule  aussi  compliquée,  sauf  à 
recourir  ensuite  à  une  vérification  nécessaire. 

Le  procédé  qui  se  présente  le  plus  naturellement  à  l'esprit,  à 
savoir  celui  qui  consisterait  à  partir  de  l'identité  correspondante 
dans  la  théorie  classique,  et  à  y  substituer  les  valeurs  des  déri- 
vées p,  9,  r,  Sy  t,  déduites  du  théorème  des  fonctions  implicites. 
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suffisant  à  la  rigueur  (quoique  pénible  et  fastidieux)  pour 
retrouver  toutes  les  formules  que  nous  avons  données  jusqu'ici, 
ne  saurait  conduire  au  but  dans  le  cas  actuel,  parce  que  la 
symétrie  ayant  été  rompue  à  Torigine  du  calcul,  la  complication 
de  la  formule  est  trop  grande  pour  qu'il  soit  possible  d'aperce- 
voir le  moyen  de  la  rétablir  à  Taide  de  simples  transformations 
algébriques.  Mais  de  même  que  la  symétrie  a  seule  pu  nous  per- 
mettre de  conduire  à  bonne  fin  la  vérification  laborieuse  de  cette 
formule,  elle  seule  peut  encore  nous  fournir  une  indication 
logique  qui  nous  mette  sur  la  voie  pour  la  trouver. 

En  effet,  connaissant  par  les  méthodes  exposées  précédemment 
le  résultat  auquel  nous  devons  arriver  pour  la  recherche  des 
ombilics,  et  qui  consiste  dans  les  équations  suivantes 

/li-T.  o        b        c       Hàlf 

(^*^^ ^  =  6^  =  ^=2^' 

lesquelles  se  réduisent  à  deux  seulement,  ainsi  que  nous  Tavons 
fait  remarquer,  on  voit  que  dans  la  méthode  que  nous  traitons 
actuellement,  le  discriminant  H^  —  4K  devra  se  réduire  à  une 
somme  de  carrés  contenant  en  facteurs  au  moins  deux  termes 
de  Tune  ou  Tautre  des  deux  séries  suivantes 

6c'  —  c6',  ca'  —  ac'y  ab'  —  6a', 

a'HAÎy  —  2aAÎy,        6'HAÎy  —  ÎÔAjy,        c'Haî^  —  2cAÎy, 

ou  tout  autres  combinaisons  analogues  des  équations  qui  pré- 
cèdent, mais  celles-ci  étant  évidemment  les  plus  simples,  il 
convient  de  porter  de  prime  abord  son  attention  sur  elles. 
Mais  alors  la  symétrie  exige  que  dans  chacune  de  ces  séries  les 
trois  termes  qui  la  composent  interviennent  également,  de  sorte 
que  Ton  se  trouve  conduit  à  essayer,  pour  le  discriminant  H* —  4K, 
Tune  des  formes 

(  A  (6c'  -  c6')«  -♦-  B  {ca'  —  acj  -^  C  (o6'  —  6o')* , 

^  (  A  (o'H aJî»  -  ^a^\ff  -♦- B (6'H Ajy -  26AÎy)«H.  C  (c'H aJ^  -  2cAÎri% 
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ou  encore 

(  A  (6c'  —  db'f  -4-  B  [ca'  -  acj  -♦-  C  (aV  —  5o')» 

^      ''  (  -♦-D(a'HA;ç,-2oAÎy)«^E(6'HAÎy-26AÎri«-+.F(c'BAÎy-2cAÎy)*, 

qui  toutes,  dans  Thypothèse  des  coefficients  A,  B,  ...  de  même 
signe,  conduiraient  également  aux  seules  équations  (117). 

On  voit,  de  plus,  qu'il  faut  pour  cela  que  les  coefficients  ne 
dépendent  pas  de  la  courbure,  c'est-à-dire  ne  contiennent  pas  les 
dérivées  du  second  ordre  de  cp;  car,  sans  cela,  du  moment  qu'on 
satisferait  en  les  annulant  à  l'équation  H^  —  l-K  =>  0,  Ton 
trouverait  de  cette  façon  pour  déterminer  les  points  cherchés 
des  équations  distinctes  des  équations  (117).  Us  pourront^au 
contraire,  contenir  les  dérivées  premières,  parce  qu'alors  les 
équations  obtenues  en  les  annulant  exprimeraient  une  propriété 
relative  à  la  normale  ou  au  plan  tangent  et  non  à  la  courbure, 
et,  par  conséquent,  ne  sauraient  fournir  de  solutions  pour  la 
recherche  des  ombilics,  lesquels,  à  priori,  ne  peuvent  évidem- 
ment être  caractérisés  que  par  des  équations  où  figurent  les 
dérivées  du  second  ordre;  et,  en  conséquence,  il  n'y  a  rien  dans 
cette  dernière  hypothèse  qui  implique  contradiction  avec  le 
résultat  connu  auquel  on  doit  parvenir  en  définitive,  c'est-à-dire 
avec  les  équations  (117). 

La  question  étant  ainsi  posée  parmi  les  deux  premières  formes 
de  développement  (118),  c'est  assurément  la  seconde  qui  oflfre 
à  priori,  sinon  la  plus  grande  probabilité,  du  moins  la  plus 
grande  facilité  pour  vérifier  si,  oui  ou  non,  elle  est  applicable  à 
l'équation  H* — 4K  =  0  ;  aussi  est-ce  celle-là  qu'il  convient  d'es- 
sayer tout  d'abord. 

En  effet,  cette  équation  devant  s'écrire,  si  l'on  veut  chasser 
les  dénominateurs  pour  n'avoir  affaire  qu'à  des  polynômes  entiers 

( 1 20).     . .  .  Ajy  (B«  —  4K)  =  {HàlfY  -  4aî,>  (KA{y)  =  0, 

on  aperçoit  de  suite  une  analogie  très  grande  entre  cette  forme 
et  la  seconde  (118),  qui  en  développant  peut  s'écrire  ainsi 

(Aa"  -♦-  Bt"  -4-  Cc'«)  (HaJî,)» 
—  4AÎy  [(Aoa'  -♦-  B66'  -♦-  Cee')  HAjf  —  aJ^  (Aa'  -«-  B6*  -f-  Ce*)]; 
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el  ron  voit  alors  qu'on  obtiendra  Tidentité  cherchée,  si  Ton  peut 
satisfaire,  par  des  valeurs  de  A,  B,  C  remplissant  les  conditions 
indiquées  tout  à  Fheure,  aux  deux  équations  suivantes 

(Aoa'  -«-  B66'  -*-  Ccc')  Ha'^  —  A\f  (Aa*  -♦-  B6«  -f-  Ce")  =  KA}f , 

problème  dont  il  est  évidemment  plus  facile  de  reconnaître  la 
possibilité  que  pour  Pidentification  de  la  première  forme  (118)^ 
à  cause  de  la  complication  moins  grande  des  termes  du  dévelop- 
pement. 

Dans  ce  but,  nous  considérerons  d'abord  la  seconde  de  ces 
deux  dernières  équations,  qui  seule  renferme  des  dérivées 
secondes,  et  nous  identifierons  les  deux  membres  de  cette  équa- 
tion, en  les  ordonnant  Tun  et  l'autre  par  rapport  aux  dérivées 
secondes  considérées  comme  variables.  On  voit  alors,  en  se 
reportant  aux  valeurs  (31)  et  (100),  que,  si  nous  prenons  en  par- 
ticulier les  trois  termes  carrés  en  (^)*>  {Çf*  (^)*'  (qui  doivent 
fournir  les  équations  les  plus  simples,  parce  que  ces  carrés  n'en- 
trent pas  dans  la  valeur  de  KAff),  il  faudra  tout  d'abord  que  les 
trois  coefficients  A,  B,  G  vérifient  les  trois  équations  suivantes 

[«.(.r-(j)']..-.,[B(t)vc(t)-]-o. 

[..(ty...(i)-]._.,[c(|)v.(t)'].„, 

ou,  en  ordonnant  par  rapport  aux  inconnues  A,B,  C, 

.(t)'[..-.,(.)-].c(j)'[.v-*(l)-]=., 

cÈr[.v-..,(t)>»Q-[...-.,(t)']=«. 


Iesquelles,en  tenant  comptede  la  quatrième  ligne  des  égalités(106)9 
ne  sont  autre  ehose  que  celles-ci 

(B^qllllY^o,  (C*A)(lîty=o,  (AH-B)(l!l^y=o. 

\xyzl  \xyzl  \xyzl 

c'est-à-dire,  en  retranchant  successivement  chacune  de  la  somme 
des  deux  autres,  et  divisant  par  2  (^  ^  ^)  > 

A  =  0,        B  =  0,        C  =  0; 

et  Ton  reconnaît  ainsi  assez  rapidement  Timpossibililé  du  déve- 
loppement sous  la  secondé  forme  (1 18)  dans  le  cas  général,  c'est- 
à-dire  à  moins  de  supposer  nulle  Tune  des  trois  dérivées  ^  ^  ^' 
Nous  sommes  dès  lors  ramenés  à  essayer  la  première  forme  (1 18) 
comme  la  plus  simple  et  la  plus  probable. 
Pour  cela,  ayant  posé  de  nouveau 

expressions  qui,  rapprochées  des  expressions  (101),  donnent^ 
comme  il  est  facile  de  le  voir, 

<-)■  '■©■-©-©■  «■&)■-■©•-©•  •■©■-'■©■-©■• 

nous  déduirons  des  égalités  (100)  les  valeurs  suivantes 

\xl  x'       \x/  y'       \x/  2*         zxzx        xyxy 

(,23).   )  ca'-«c'=    a'(l)'4-ft"WX-«''[-)'4-2c'î---2«'^^^' 
^      ^     1  \yl  X*        \y/  y*       \yl  z'        yzyz        xyxy 

\zJ  X*       \zl  y'        \zl  r        yzyi      ,zxzx 


et  nous  identiGerons,  en  opérant  comme  tout  à  Theure,  le  pre- 
mier membre  de  Téquation  (120)  avec  la  première  forme  (118); 
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ce  qui,  en  considérant  tout  d'abord,  et  pour  les  mêmes  raisons, 
les  mêmes  termes  que  précédemment,  nous  donnera,  eu  égard 
aux  valeurs (31  )tet(1 23),  pour  déterminer  les  coefficients  A,B,C 
les  trois  équations 

.-=»(i)'.-.b(î)'.'.c(î)'«^ 

lesquelles,  en  appliquant  les  formules  connues,  et  tenant  compte 
des  relations  suivantes,  que  Ton  déduit  immédiatement  des  égali- 
tés (101)  et  (121), 

(125).  a'«-a"«  =  4f?-^)\  b''^b"'=J^'^\  c^-c^'^if^-^V, 
et  aussi  de  ceile-ci;  qui  résulte  des  seules  égalités  (101), 

donnent  sans  peine,  pour  les  trois  quantités  A(^)*>  B(^)*>  C(0* 
considérées  comme  inconnues,  les  trois  valeurs 

{'■'-]'  ('■!)'  {'-A' 

lesquelles  se  prêtent,  d'ailleurs,  très  facilement  à  une  vérification 
immédiate;  car,  si  on  les  substitue,  par  exemple,  dans  la  pre- 
mière (124),  on  obtiendra  en  chassant  les  dénominateurs  : 

.^.-W  =  .-[.'-(l)V6'(î)'..- (!)•], 
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ce  qui,  en  tenant  compte  de  la  première  (125),  n'est  autre  chose 
que  (126). 

Cela  fait,  la  possibilité  du  développement  du  premier  membre 
de  réquation  (120)  sous  la  première  forme  (118)  n'étant  nulle- 
ment établie  jusqu'ici,  puisqu'â  prtort  la  troisième  forme  (119) 
ou  encore  une  infinité  d'autres  sont  également  admissibles,  il 
sera  évidemment  nécessaire  de  vérifier  que  les  valeurs  de  A,  B,  C 
qui  résultent  de  celles  que  nous  venons  d'écrire,  procurent  bien 
également  l'identification  de  tous  les  autres  termes  du  dévelop- 
pement. Or,  bien  que  l'effet  de  cette  vérification  doive  s'étendre 
à  18  termes,  le  développement  en  question  en  comportant  21  en 
tout,  on  voit  facilement  qu'il  sufiira,  pour  la  pleine  certitude,  de 
s'en  assurer  pour  6  seulement;  car,  si  nous  représentons  pour  un 
instant  chacun  de  ces  21  termes  par  leurs  variables  seules  dans 
le  tableau  suivant 

L I     (—1     LL    1_1_    LJL    L^    LJL 

x*/       \yzj       y^  JT*     zx  xy     x'  yz      x*  zx     x'  xy 


L I      |1_ I     LL    Z_-L    Ll_    LL-    Ll- 

y'/       \zxl       z'  x'     xy  y-y     y'  zx     y'  xy     y'  yz 

(!iy   (ilV  !!?!   il^  iLl.  iLf^  ?!il, 

\z'/        \xy/       X*  y'     y^r  zx     z'  xy     ar*  yzr     ar*  arx* 

on  voit  qu'ils  se  partagent  en  7  groupes  verticaux  qui  résultent 
chacun  de  la  permutation  circulaire  des  trois  lettres  x,  y^  jz,  et 
les  coefficients  de  ces  variables  obéissant  à  la  même  loi  dans 
chacune  des  expressions  de  H  et  de  K,  ainsi  qu'il  résulte  des 
valeurs  (31),  il  en  sera  évidemment  de  même  pour  tous  les 
termes  du  premier  membre  de  l'équation  (120),  en  sorte  qu'il 
suffira  de  constater  l'identité  cherchée  seulement  pour  les  pre- 
miers termes  de  chaque  groupe  vertical  du  tableau  qui  précède, 
c'est-à-dire  pour  6  de  ces  termes  seulement,  puisque  l'identité  des 
termes  du  premier  groupe  est  déjà  assurée  par  la  façon  dont  nous 
avons  déterminé  A,  B,  C. 

Cette  vérification  s'opérera  sans  difficulté  en  tenant  compte 
non  seulement  des  valeurs  (100),  (101),  (121)  et  (125)^  mais 
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aussi  des  relations  (106),  (H3),  (116),  (122),  (125)  et  (126), 
que  nous  avons  signalées  entre  les  quantités  a,  6,  c,  a\  b\  c', 
a" y  V\  d'\  et  Ton  acquerra  ainsi  la  certitude  que  les  valeurs  de 
A,  B,  G  déduites  des  valeurs  (127)  procurent  bien  effectivement 
ridenlité  du  premier  membre  de  Féquation  (120)  avec  la  pre- 
mière forme  (118),  c*est-à-dire  que  Ton  a  identiquement,  en  fai- 
sant la  substitution, 

formule  qui,  en  multipliant  par  a'b'd  (-  -  ^)N  n'est  autre  chose 
que  Fidentité  (99),  à  laquelle  nous  nous  proposions  d'arriver;  et 
c'est  seulement  après  avoir  reconnu  la  forme  et  s'être  assuré  de 
l'existence  de  cette  formule  par  ce  procédé  un  peu  terre  à  terre, 
mais  sûr  et  commode,  et  parfaitement  suffisant  pour  une  investi- 
gation personnelle,  qu'il  conviendra  d'en  chercher,  en  vue  de 
l'exposition  didactique,  une  démonstration  synthétique  dans  le 
genre  de  celle  que  nous  avons  présentée.  Ajoutons  toutefois  que 
dès  que  Ton  aura  procédé  à  la  vériGcation  que  nous  avons  dite 
pour  deux  ou  trois  seulement  des  termes  du  tableau  ci-dessus,  et 
que  l'on  aura  reconnu  pour  ces  termes  la  concordance  demandée, 
la  probabilité  du  succès  de  l'identification  totale  équivaudra  dès 
lors  presque  à  la  certitude  ;  et  l'on  sera  parfaitement  en  droit  à 
partir  de  cet  instant,  sans  crainte  de  faire  œuvre  vaine,  de  pour- 
suivre la  recherche  d'une  démonstration  directe  de  cette  formule. 

Revenons  maintenant  à  l'objet  immédiat  de  ce  dernier  para- 
graphe qui  est  la  recherche  des  ombilics,  et  voyons  quelles 
conséquences  nous  devons  tirer,  relativement  à  cet  objet,  de  la 
formule  (99)  que  nous  venons  d'établir. 

Si  nous  excluons  d'abord  les  points  pour  lesquels  l'une  des 
trois  premières  dérivées  \*\*\  serait  nulle,  on  voit  d'après  cette 
formule  que  pour  que  l'on  ait  H* —  4K=:0,  il  faut  et  il  suffit 
que  l'on  ait  à  la  fois 

6c'  — c6'  =  0,    ca'  — ac'  =  0,    a6'— 6a'  =  0, 


et  ces  trois  équations,  qui  se  réduisent  aux  deux  suivantes 


abc 

(*^) ^=6^==r 


expriment,  par  conséquent,  sous  la  restriction  que  nous  venons 
de  dire,  les  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  les  coordon- 
nées  de  tout  ombilic,  et  déterminent  complètement  ces  points,  s'il 
en  existe,  conjointement  avec  Téqualion  de  la  surface. 

Mais  ces  conclusions  ne  sauraient  évidemment  être  maintenues, 
pour  le  moment  du  moins,  pour  les  points  dont  les  coordonnées 
annuleraient  Tune  des  dérivées  premières,  et  les  solutions  par- 
ticulières qui  correspondent  à  ces  points  nécessitent,  par  consé- 
quent, de  notre  part  un  examen  spécial. 

Nous  procéderons  à  cette  discussion,  en  distinguant  les  trois 
cas  où  Ton  supposerait  nulles  successivement,  d'abord  les  trois 
dérivées  à  la  fois,  puis  deux  seulement,  puis  enfin  une  seule. 

Nous  devons  écarter  tout  d'abord  d'une  façon  absolue  la  pre- 
mière hypothèse,  parce  qu'alors  la  valeur  (6)  de  R,  de  même 
que  les  valeurs  (31)  de  H  et  de  K,  se  présentant  sous  la  forme 
infinie  ou  indéterminée,  la  courbure  d'une  section  normale  quel- 
conque est  nulle  ou  indéterminée,  et,  par  conséquent,  la  définition 
précise  de  l'ombilic  ne  saurait  s'appliquer  à  ces  points  singuliers. 
On  voit  d'ailleurs  que  pour  ces  mêmes  points  chacun  des  rap- 
ports (128)  prend  la  forme  ^»  cl  les  équations  elles-mêmes  dis- 
paraissent sous  la  forme  de  Findétermination. 

Supposons  donc  d'abord  seulement  deux  dérivées  premières 
égales  à  zéro,  soit,  par  exemple,  ^  et  ^.  Ayant,  dans  ce  cas,  par 
les  formules  (2)  et  (31) 


\x/  \x    y    zl       \xl  x' 
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(l*où  Ton  conclura  immédiatement 


a;î,(H«  —  4K)  =  (HAÎy)»  —  4A;î)(KA}y) 

on  voit  par  cette  dernière  expression,  |  ou  A|(p  n*étant  pas  nul 
par  hypothèse,  que,  pour  Tégalité  des  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux, et  par  suite  des  courbures  de  toutes  les  sections  normales, 
il  faudra  alors  les  deux  conditions 

auxquelles  devront  satisfaire,  par  conséquent,  les  coordonnées 
des  ombilics  pour  lesquels  le  plan  tangent  serait  parallèle  au 
plan  des  xy. 

Or,  il  est  facile  de  voir  que  ces  deux  dernières  équations  sont 
bien  ce  que  deviennent  les  équations  (128)  quand  on  y  introduit 
les  hypothèses  ?  =  0,  et  ^  =  0,  lesquelles  réduisent  les  deux 
derniers  rapports  (128)  respectivement  à  ^  etp>  et  le  premier 
à  la  forme  ^.  L'une  des  équations  (128)  coïncide  donc  déjà  ma- 
nifestement dans  ce  cas  avec  la  première  (129).  Pour  voir  ce 
que  devient  Tautre,  nous  la  prendrons  dans  le  cas  général  sous 
la  forme  ab' — 6a' =0,  c'est-à-dire  sous  celle-ci 

9  9 

et  nous  y  supposerons  ^  et  ^infiniment  petits  du  premier  ordre. 
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On  voit  alors,  en  développant  et  séparant  les  termes  d*ordre  infi- 
nitésimal différent,  qu'elle  pourra  s'écrire 

équation  dans  laquelle  tous  les  termes  du  premier  membre  sont 
du  second  ordre,  et  ceux  du  second  membre  du  troisième  ou  du 
quatrième  ordre.  Le  premier  membre  est  donc  séparément  nul  ; 
c'est-à-dire  que  Ton  a  rigoureusement,  en  effaçant  les  termes  qui 
se  détruisent  et  divisant  par  (|)  ,  qui  n'est  pas  nul, 

fty(4.!!)-2î^^=o. 

\yl   W     yV  yzyz 

Mais  d'autre  part  l'égalité  des  deux  derniers  rapports  (128) 
donne,  dans  la  même  hypothèse,  d'après  les  principes  mêmes  de  la 
méthode  infinitésimale,  c'est-à-dire,  en  négligeant  les  quantités 
infiniment  petites  devant  les  quantités  finies,  ^  =  ^î  ^^  ^"^ 
sorte  que  l'on  a  aussi  rigoureusement,  en  vertu  de  l'âjuation  qui 
précède, 

_2?^1ZL=0     ou     -?1=0, 
yzyz  yz 

et  l'on  a  bien  ainsi,  dans  cette  hypothèse  de  -  et  j  infiniment 
petits,  les  deux  équations  (129),  lesquelles  subsistent,  par  consé- 
quent, dans  l'hypothèse  des  mêmes  quantités  rigoureusement 
nulles.  Ces  équations  (129)  sont  donc  bien  ce  que  deviennent 
les  équations  (128)  dans  cette  dernière  hypothèse. 

Pour  voir,  en  second  lieu,  quelles  conclusions  nous  devons 

tirer  de  la  formule  (99)  dans  la  troisième  hypothèse,  c'est-à-dire 

celle  où  l'on  suppose  nulle  une  seule  des  trois  dérivées  premières, 

nous  récrirons  cette  formule  dans  le  cas  général  en  la  divisant 

V.  27 
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par  le  carré  de  Tune  de  ces  dérivées,  -  par  exemple,  de  la  façon 
suivante  : 

a'bY  (^  ^)*  4f  iH*  —  4K) 

et  y  iotrodoisant  ensuite  Thypothèse  de  ^=0,  nous  en  dédui- 
rons 

f  («ÔVw.^^VlVfi  HÎ-4K,) 

\x  zJ 

V    r  ♦  V    rx/,  ?       j  X  , 

^      5      /• 


(130). 


Tindice  zéro  indiquant  poar  chaque  quantité  b  substitution  de 
zéro  à  la  place  de  ^ .  Or,  en  nous  reportant  aux  Talenrs  (100) 
et  (toi),  et  ohserrant  que  6  et  6'  ne  contenant  pas  ?  ne  seront 
pas  atteints  par  cette  substitution,  nous  obtiendrons  inunédîa- 
tement  : 

\r  X  X  5 

*  vX  ••  \        •    I  .-  X    ,         J 

I  x         T    3-  X  j- 


•  *-*•  ,=a>-K=  -    -4-4.  -  =-     4^-4 

D'autrr  part.  Q  est  fnle  de  toit  que  respressioo  **7*^  bc^ 

autn(  cbosif  que  le  premier  membre  de  réqvatÎMi  97  ,  car  es 
Ycrra,  es  se  rept^runt  aux  cakuls  qui  la  sax^e&i  liao»  Topoîè  oe 
nctn^  tzvièâèiDe  nietfac^ley  que  TéqïfiitkKi  swante  v^.->  <* 
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ca'  —  ac'=0,  a  été  obtenue  précisément  en  multipliant  cette 
équation  (97)  par  -y  et  ajoutant,  pour  la  symétrie,  des  termes  qui 
se  détruisaient.  Nous  en  conclurons  donc,  en  y  faisant  -  =  0, 

(132).    /f±l^\=2t(lVll-2îfiy:?l=2^'(^i^-îll]; 
l       f        I       z\xl  yz       x\zj  xy       xz\xyz     zxyl 

\    y     1^ 

et,  si  nous  substituons  maintenant  les  mêmes  valeurs  (13i)  et 
(132)  dans  Tégalité  précédente  (130),  nous  obtiendrons 

(ii)V.(ii)-..,H:-*«,,=.(i)-[(t)'(._.i5J 

\    zxi    Y  xz\xyz     zxyl\      \xl    LU/   \    y'        /J 

_  (î  ivrwv  (1)1  (6_  j.  ù\  tt-(îi)'  Il  rL  _  tq, 

\xzl  Lw       \y/ J  \  yl  \xzl   \xyz      zxyl 

doù,  en  ayant  égard  à  la  valeur  de  6'  (101),  et  divisant  par 

formule  à  laquelle  se  réduit  Fidentité  (99)  dans  Thypothèse 
de  -e=3  0,  et  qu*il  est  d'ailleurs  facile  de  vérifier  directement  en 
partant  des  valeurs  de  Hq  et  de  Kq  déduites  des  expressions  (31). 
Cela  posé,  la  formule  que  nous  venons  d'écrire  montre  que, 
pour  obtenir  Tégalité  des  rayons  de  courbure  principaux,  et 
par  suite  de  toutes  les  courbures,  dans  Thypothèse  de  ^  =  0,  il 
faudra  poser  les  deux  conditions 

(133).    .    .    6  — 6'~  =  0,        ^^ ^-?-  =  0, 

y«  xyz      zxy 

lesquelles  devront  être  vérifiées  par  conséquent  par  les  coordon- 
nées de  tout  ombilic,  pour  lequel  le  plan  tangent  serait  parallèle 
à  Taxe  des  y. 
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Or,  ces  dernières  équalions  rentrent  encore  évidemment  dans 
les  équations  (128);  car  la  première  est  manifestement  ce  que 
devient  Tune  ou  lautre  des  deux  équations 

c6'— 6c'  =  0,        ab'^ba'^0 

dans  cette  h}'pothèse,  et  de  même  régalité  (132)  montre  que  b 
seconde  (133)  est  bien  ce  que  devient  en  même  temps  Féquatioo 
ca' — oc' =0, débarrassée  du  facteur  que  nous  y  avions  introdoil 
par  raison  de  symétrie,  et  qui  lui  conmiuniquait  dans  ce  cas  soo 
apparence  d*indélermination. 

Notons  en  passant  que  ce  cas  particulier  se  présentera  poar 
tous  les  ombilics  qui  seront  situés  dans  im  plan  de  symétrie  de 
la  surface,  toutes  les  fois  que  Ton  prendra,  ainsi  qu  on  y  a  loal 
avantage,  ce  plan  de  symétrie  pour  Pun  des  plans  coordonnés, 
car  alors  le  plan  tangent  pour  tous  les  points  situés  dans  ce  pbn 
étant  forcément,  par  suite  de  la  symétrie,  perpendiculaire  au 
même  plan  et  parconséquent  parallèleà  Tun  des  axes  coordonnés, 
l'une  au  moins  des  dérivées  premières  sera  nulle  pour  tous  ees 
points  ;  et  par  conséquent  les  ombilics,  sll  en  existe  dans  ce  plan, 
supposé  pris  pour  plan  des  zx,  vérifieront  les  équations  particu- 
lières (133),  que  nous  venons  d*indiquer.  Ce  cas  particulier  pré- 
sente donc  une  importance  réelle  qui  justifie  lexamen  spécial 
que  nous  avons  été  amenés  à  en  faire  ;  nous  en  verrons  d^ailleurs 
un  peu  plus  loin  une  intéressante  application. 

En  résumé,  nous  sommes  donc  ainsi  assurés  par  la  discussîoo 
qui  précède  que  les  solutions  particulières  que  nous  avions  tout 
d'abord  été  obligés  d'exclure,  satisfont  bien  comme  les  autres 
aux  équations  (128),  en  sorte  qu*il  n*est  pas  nécessaire  de  main- 
tenir celte  exclusion,  et  que  nous  pouvons  conclure  encore  une 
fois  de  cette  méthode  que  tous  les  ombilics  seront  fournis  par  les 
équations  (128)  jointes  à  l'équation  de  la  surface,  ainsi  que  nous 
Favions  conclu  des  méthodes  précédemment  exposées. 

Nous  terminerons  ce  travail  en  appliquant  la  théorie  que  nous 
venons  ainsi  d'établir  par  quatre  procédés  différents  à  deux 
exemples   intéressants,  qui,  bien  qu^inégalement  compliqués. 
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offrent  à  ce  point  de  vue  une  remarquable  analogie ,  à  savoir, 
VElUpsoïde  et  la  Surface  des  ondes  de  Fresnel,  et  les  résultats 
que  nous  obtiendrons  très  simplement  pour  le  premier  exemple, 
en  faisant  pressentir  ceux  relatifs  au  second,  nous  mettront  sur 
la  voie  pour  diriger  et  mener  è  bonne  fin  les  calculs  beaucoup 
plus  complexes  que  réclame  la  même  étude  pour  la  seconde 
surface. 

Prenons  donc  d'abord  Féquation  de  Tellipsoïde  en  posant  : 

x«      v'       «• 

a        p        y 

dans  laquelle  nous  supposerons  suivant  rusagea>  ^  >  7. 
Ayant  tiré  de  là  : 


f           X 

r      y 

y^P*' 

Z      r' 

y*    P'' 

vz 

-=o, 

ZX 

1 — 0, 

XV 

et  substitué  dans  les  deux  équations  (128),  qui  deviennent  alors 

OU,  en  multipliant  les  deux  termes  de  chaque  rapport  respective- 
ment par  P*y*,  y^a*,  à*P*  : 

v'      z*  z*      x'  a:'       v' 


11'  z'  z'  x*  x'  I/' 

nous  prendrons  d'abord  Féquation  ca' — ac'=0,  c'est-à-dire 
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(*clle  qui  résulte  de  Tégalité  des  rapports  extrêmes  ou  la  suivante 

laquelle  en  ordonnant  et  réduisant  peut  s*écrire  : 

^[(P'-r«)^-(r«-.«)^-.(.'-p')^]=0. 

Or,  sous  eette  forme,  on  voit  immédiatement  que  tous  les 
termes  de  la  parenthèse  sont  positifs  diaprés  nos  hypothèses  sur 
la  grandeur  relative  des  trois  axes,  et  ne  peuvent  s^annuler  en 
même  temps,  puisque  Forigine  ne  fait  pas  partie  de  la  surface. 
Cette  équation  équivaut  donc  simplement  à  y==0,  c*est-à-dire 
que  tous  les  ombilics,  s*il  y  en  a,  sont  situés  dans  le  plan  prin- 
cipal perpendiculaire  à  Taxe  moyen. 

Introduisant  cette  solution  y=0,  dans  Tune  des  deux  autres 
équations  que  Ton  peut  prendre  indifféremment,  soit  dans 
ab' —  6a'=sO,qui  résulte  de  Tégalité  des  deux  premiers  rapports, 
elle  deviendra 


z 
y 


ou  bien 


équation  qui  peut  être  satisfaite,  soit  en  annulant  le  facteur  z*, 
soit  en  annulant  la  parenthèse. 

Or,  il  est  facile  de  voir  que  la  solution  donnée  par  le  premier 
facteur  n'est  pas  admissible,  car  le  point  y==0,  z=0,  ou  le 
sommet  situé  sur  Taxe  des  x,  que  Ton  obtiendrait  ainsi,  ne  répond 
évidemment  pas  à  la  question.  Les  deux  sections  principales 
relatives  à  ce  point  (au  point  de  vue  de  la  courbure)  sont,  en 
effet,  par  une  raison  évidente  de  symétrie  les  sections /mnct/iafes 
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de  la  surface  (au  point  de  vue  des  diamètres)  dirigées  suivant 
cet  axe,  c*est-à-dire  les  deux  ellipses 

(i34).    .    .    .     ^-*-^=^         7^-^^='^ 

lesquelles,  ayant  même  grand  axe  et  des  petits  axes  différents,  ne 
peuvent  évidemment  présenter  la  même  courbure  au  sommet  de 
leur  grand  axe.  (La  valeur  exacte  du  rayon  de  courbure,  d'après 
une  formule  connue,  serait  pour  Fune^»  et  pour  Tautre  — ).Le 
point  en  question  ne  saurait  donc  être  un  ombilic,  et  les  seules 
solutions  admissibles  seront  fournies  par  Féquation 


z*         .         ..  x« 


(m).    .    .    .     (««-p«)--(p«-r')-ï  =  0, 

y  a 

laquelle,  étant  jointe  à  Téquation  de  la  surface  dans  laquelle  on 
aura  fait  y =0,  c'est-à-dire  à  la  première  des  deux  équations  (134) 
précédentes,  donne  successivement  pour  déterminer  x  et  z 

a  y 

et,  par  conséquent,  les  coordonnées  des  points  cherchés  seront 


(i36).      x= ^  ,        y  =  0,        z  =  —      ^ 


t 


ainsi  que  nous  Tavons  déjà  obtenu  par  une  autre  méthode. 

Géométriquement,  on  peut  dire  que  les  quatre  points  que 
nous  venons  de  trouver  sont  déterminés  par  Tintersection  dans 
le  plan  des  zx  des  deux  droites  représentées  par  Téquation  (135), 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  par  celle-ci  : 


(i37)  .    .     .     . 


avec  la  première  ellipse  (1 34)  ou  la  section  principale  de  la  sur 
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face  correspondante  à  ce  plan.  Or,  ces  droites  ne  sont  autre  chose 
que  les  directions  conjuguées  des  plans  diamétraux  qui  donnent 
des  sections  circulaires  dans  rellipsoïde,  résultat  qu'il  était  facile 
de  prévoir  en  se  reportant  à  la  théorie  de  Findicatrice,  que  nous 
avons  exposée  dans  le  paragraphe  III ,  et  répétant,  à  ce  sujet,  le  rai- 
sonnement que  nous  avons  déjà  fait  pour  découvrir  la  propriété 
fondamentale  de  la  surface  indicatrice. 

En  efiet,  d*une  part,  d'après  les  propriétés  connues  des  sur- 
faces du  second  ordre,  le  plan  tangent  à  l'extrémité  d'un  diamètre 
est  parallèle  au  plan  diamétral  conjugué,  et  les  sections  faites 
dans  la  surface  par  des  plans  parallèles,  son  t  des  courbes  sem- 
blables; d'autre  part,  d'après  une  propriété  importante  de  l'indi- 
catrice que  nous  avons  démontrée,  cette  courbe  est  semblable  à 
rintersection  de  la  surface  par  son  propre  plan  tangent.  Il  s'en- 
suit donc  immédiatement  qu'à  l'extrémité  des  diamètres  Ggurés 
par  l'équation  (135)  ou  (137),  c'est-à-dire  des  diamètres  conju- 
gués des  plans  qui  donnent  les  sections  circulaires ,  l'indicatrice 
sera  une  courbe  semblable  à  un  cercle,  c'est-à-dire  un  cercle 
elle-même,  et,  par  conséquent,  ces  points  seront  des  ombilics.  Et 
l'on  voit  ainsi  que  la  théorie  de  l'indicatrice  jointe  aux  propriétés 
connues  des  surfaces  du  second  ordre,  aurait  permis  d'obtenir 
sans  calcul  le  résultat  auquel  nous  venons  de  parvenir. 

Passons  maintenant  à  la  Surface  des  ondes.  L'équation  de 
cette  surface,  telle  qu'elle  se  présente  immédiatement  dans  la 
théorie  de  la  lumière,  c'est-à-dire  sous  la  forme  où  elle  naît  des 
conditions  de  propagation  du  mouvement  vibratoire,  est,  comme 
l'on  sait, 

X»              y*              z« 
(138).    .     .    .-- ;  -I-    ,  ■    ^,  -h :=i, 

en  posant 

(139) r«  =  x»-*-y«-*-2', 

et  désignant  par  ^  P»  y  trois  constantes  linéaires  (les  vitesses  de 
propagation  des  ondes  planes  parallèles  aux  trois  plans  coor- 
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donnés),  supposées  rangées  par  ordre  de  grandeur  décroissante, 
c'est-à-dire  telles  que  Ton  ait  a>  P>y. 

Examinons  d  abord  rapidement  quelle  est  la  forme  générale 
de  cette  surface. 

Pour  cela,  ayant  remarqué  que  la  surface  est  symétrique  par 
rapport  aux  trois  plans  coordonnés,  nous  étudierons,  tout  d'abord, 
ses  sections  principales.  Dans  ce  but,  afin  de  ne  pas  risquer  de 
laisser  de  côté  aucune  solution,  nous  commencerons  par  mettre 
le  premier  membre  sous  la  forme  d'un  polynôme  entier,  ainsi 
qu'il  est  d'usage  pour  toutes  les  équations  algébriques,  et  nous 
obtiendrons  ainsi,  en  chassant  les  dénominateurs 

x«(r«-p«){r«— r')-*-y*(r«— r')(r'— a«)^.z»(r»  — a«)(r»-p') 

c=(r«-««)(r«-p«)(r»-r'), 

ou  en  développant,  ayant  égard  à  la  valeur  de  r^  réduisant  et 
ordonnant  : 

/  (x« -4- y* -*- 2*)  (aV  H- ÔV -♦- r V) 

(UO).  J       ,  \        y  n  ï-y       r     , 

^      ^  (--[a«(p«-+-r')a;'^p'(r'-*-aV-*-rV-*-P')^]-^«'?V*==0. 

Sous  cette  forme,  on  voit  qu'en  y  faisant  successivement 
x=rO,2/»0,  ^="0,  cette  équation  donnera  respectivement 
les  trois  courbes  suivantes  : 

(141).  .  .  .  J  («« -4- X*  —  p«)  (r V -4- a«ar  —  r'a*)  =  0, 
•   (a:'  -^  y'  —  r')  (aV  -4-  py  -  olY)  =  0. 

Les  trois  sections  principales  se  composent  donc  chacune  d'un 
cercle  et  d'une  ellipse,  la  constante  correspondant  au  plan  con- 
sidéré étant  le  rayon  du  cercle,  et  les  deux  autres  les  axes  de 
l'ellipse.  D'après  le  classement  par  ordre  de  grandeur  admis 
pour  les  constantes ,  on  voit  immédiatement  que  le  cercle  sera 
extérieur  à  l'ellipse  sur  le  plan  des  j/z,  qu'il  lui  sera  intérieur  sur 
le  plan  des  xy,  enfin  qu'il  la  coupera  en  quatre  points  sur  le  plan 
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des  zXy  e'est-à-dire  dans  celui  qui  correspond  au  paramètre 
moyen  ^. 

On  reconnaît  donc  déjà  Texistence  de  deux  nappes  qui  se 
couperaient  sur  le  plan  des  zx  aux  points  que  nous  venons  de 
dire.  II  s^agit  de  savoir  maintenant  suivant  quelle  ligne  ces  deux 
nappes  se  coupent  sur  la  surface,  ou  bien  si  elles  ne  se  rencon- 
trent que  dans  des  points  isolés,  parmi  lesquels  seraient  ces 
quatre  mêmes  points. 

On  y  arrivera  en  menant  par  Torigine  un  rayon  vecteur  quel- 
conque aux  cosinus  directeurs  X,  fx,  y 

x=ir,       y  =  t^r,      z  =  vr, 

et  cherchant  les  points  de  rencontre  de  cette  droite  avec  la  sur- 
face, qui  seront  donnés  par  Téquation  du  troisième  degré 

aV          aV          v»r> 
(142).     .     .     .     _ ^.J—^^ -=1, 

laquelle  se  réduira  simplement  au  second  degré  en  chassant  les 
dénominateurs,  à  cause  de  la  relation 

(143) >«H-f*«-*-i^  =  l, 

et  fournira  par  conséquent  en  général  deux  points  d'intersection 
pour  chaque  sens  du  rayon,  ou  deux  nappes,  comme  nous  Tavons 
reconnu  déjà  par  les  sections  principales. 

On  devra  dès  lors  évidemment  obtenir  Tensemble  des  points 
communs  aux  deux  nappes  de  la  surface,  en  écrivant  que  cette 
équation  a  deux  racines  égales,  c'est-à-dire  en  égalant  son  discri- 
minant à  zéro  ;  mais  ce  procédé,  employé  par  Lamé  (*),  exige  que 
Ton  transforme  ensuite  ce  discriminant  à  Faide  d'un  calcul  un  peu 
compliqué,  pour  pouvoir  en  déduire  la  conclusion  cherchée,  et 
nous  préférons  arriver  au  même  résultat  sans  calcul,  en  appliquant 
à  réquation  qui  précède  (142)  un  mode  de  discussion  algébrique 

(*)  Voir  Leçons  sur  la  Théorie  mathématique  de  VÊlatticité,  par  Lamé.  19*  leçon . 
2*  édiUon,  pages  254  et  255. 
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emprunté  aux  Vorlesungen  de  Jacobi,  qui  en  fait  sortir  la  notion 
des  coordonnées  ellipliques,  et  examinant  ensuite  quelles  consé- 
quences géométriques  il  en  résulte  pour  la  forme  de  la  surface. 
Pour  cela  nous  écrirons,  en  divisant  tous  les  termes  par  r^, 
réquation  du  troisième  degré  (14S)  de  la  façon  suivante  : 

)«  A*'  î^  1        ^ 

1-3  =  0; 


r*-a*      r*— p«      f^^-r' 

il  sera  facile  de  voir  alors  que  >,  fx,  v  étant  des  constantes  quel- 
conques, cette  équation  admettra  toujours  pour  r^  trois  racines 
réelles,  dont  deux,  que  nous  désignerons  r'*  et  r"^  seront 
séparées  ainsi  qu*il  suit  : 

a*>r'*>p«>r"*>r'. 

En  effet  pour  r^  =  a^  —  e*,  6  étant  infiniment  petit,  le  premier 
membre  de  Téquation  est  négatif,  attendu  que  le  premier  terme 
est  extrêmement  grand  et  donne  son  signe  à  ce  premier  membre; 
il  serait,  au  contraire,  positif,  par  une  raison  semblable  pour 
r*  ==  j3*  ^  £2;  et  par  conséquent,  comme  il  reste  d'ailleurs  une 
fonction  continue  de  r^  entre  ces  deux  limites,  il  y  a  une  racine 
comprise  entre  a*  —  e*  et  (3*  -*-  e*.  On  constaterait  de  même 
Texistence  d'une  autre  racine  entre  P*  —  e*  et  y*  -*-  e*,  et  deux 
racines  étant  réelles,  la  troisième  Test  nécessairement.  D'où,  en 
passant  à  la  limite,  c'est-à-dire  en  supposant  e  rigoureusement 
nul,  on  obtient  la  conclusion  énoncée  quelques  lignes  plus  haut, 
laquelle  subsiste  évidemment  quelles  que  soient  les  constantes 

>,  II,  V. 

Cette  discussion  à  la  vérité  ne  classe  pas  la  troisième  racine, 
c'est-à-dire  n'apprend  pas  si  elle  est  supérieure  à  a*,  ou  inférieure 
à  y'^,  mais  cela  nous  importe  peu,  attendu  que  dans  le  cas  parti- 
culier qui  nous  occupe,  c'est-à-dire  celui  où  l'on  suppose  entre 
l,  (ly  V  la  relation  (143),  cette  racine  devient  infinie  quelle  que 
soit  la  direction  du  rayon  vecteur,  et  par  conséquent  ne 
correspond  à  aucun  point  de  la  surface. 

Gela  posé,  les  deux  valeurs  de  r^  devant  évidemment  se  confon- 


140.  —  430  — 

sant  à  la  fois  à  trois  équations,  è  savoir  ces  deux  équations  (133) 
et  réqualion  de  la  surface  dans  laquelle  on  aurait  fait  y  ==  0. 

Or,  on  voit  sans  peine  en  calculant  les  dérivées  de  tp,  corres- 
pondant à  la  surface  que  nous  étudions,  que  cette  solution  est 
possible  dans  le  cas  actuel,  car  ayant  alors  déduit  sans  difficulté, 
par  le  moyen  du  théorème  des  fonctions  composées  de 

(146).    .2Hx,y,.)  =  ^,^-,-*--^H--jf-,-l, 

les  valeurs  des  dérivées 


I=Ai,         -=By,         ^=C2, 
X  y  z 

(U7)    .     .  * 

—  =  2A'x,     —  =2B'zx,     —  =  2C'xy, 
yz  zx  xy 

où  A,  B,  G,  A',  B',  G'  sont  les  quantités  suivantes 

\  {  \ 

A  ==  ■  —  G,      D  =  ^—^—~~  —  G«     C  ==? ~~  *—  G. 

(148).'  ^  ^ 

en  désignant  de  nouveau  pour  abréger  par  9,  G  et  G'  les  expres- 
sions suivantes 

1  i  \ 


9  = 


.^^^..  (r"-«?      (r--pT      {f^-r')' 

•       ^*  ..  G'=  ^'    ■    y'    .    '' 


(f^-a^     (r*-p»)«     (r^-r")^  (r'-a')»     (r*-f^Y     (r'-^Y 

la  seconde  équation  (133)  deviendra 

(149»^) 2xy2(AA'  — CC')  =  0, 

laquelle  étant  satisfaite  d*elle-méme  lorsque  Ton  suppose  comme 
nous  le  faisons  y  =  Of  on  voit  qu'il  suffira  pour  satisfaire  à  la 
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question  de  trouver  deux  valeurs  à'x  et  de  z  vérifiant  la  première 
équation  (133)  et  Téquation  de  la  surface  dans  laquelle  on  aura 
fait  y=^Of  oUy  ce  qui  est  la  même  chose,  en  gardant  comme 
inconnue  la  variable  auxiliaire  r,  trois  valeurs  d*x,  z  et  Tq  véri- 
fiant les  deux  équations 


X*  z* 


(150).     .     .     x«  +  z«  =  rî, -,+-5 -,  =  1, 

et  la  première  équation  (133),  dans  laquelle  nous  devrons  évi- 
demment supposer  aussi  y  égal  à  zéro. 

Or,  cette  première  équation  (133),  qui  en  vertu  des  valeurs 
(100)  et  (101)  de  6  et  de  6'  est  en  général  la  suivante 

devient  dans  le  cas  actuel,  en  y  substituant  les  valeurs  des  déri- 
vées déjà  calculées  (1 47) 

CV  (0  -f-  AV  (^ j  -  4CAB'j2V  —  (Oz^  h-  AV)  IÇj  =  0, 

et  quand  on  y  aura  fait  y  =  0,  si  Ton  marque  par  Tindice  zéro 
le  résultat  de  la  substitution  pour  chaque  quantité,  elle  pourra  se 
mettre  sous  la  forme  : 

équation  dans  laquelle  il  faudra  remplacer  d*abord  les  quantités 
Ao,  Bj,,  Co,  BJ,  (^]^»  (?^]^»  ^^1^,  par  leurs  valeurs  en  x,  z  et  r©, 
puis  la  joindre  aux  deux  équations  (150),  et  les  résoudre  enfin 
toutes  les  trois  par  rapport  à  ces  trois  inconnues. 

Dans  ce  but,  nous  pouvons  d^abord  tirer  des  deux  équa- 
tions (180)  les  valeurs  de  x^  et  de  z*  en  fonction  de  rj,  qui 
sont 
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et  exprimer  à  Faide  de  ees  valeurs  les  quantités  A^^,  B^,  ..., 
également  en  fonction  de  Tq,  puis  reporter  ces  différentes  valeurs 
dans  réquatîon  (151),  qui  ne  contiendra  plus  ainsi  que  h  seule 
inconnue  Tq;  et  la  valeur  fournie  alors  pour  Tq  par  cette  équation, 
étant  &  son  tour  reportée  dans  les  égalités  précédentes  (1S9), 
nous  donnera  définitivement  les  valeurs  cherchées  de  x  et  de  z. 
Telle  est  la  marche  que  nous  adopterons  pour  faire  ce  calcul. 

Pour  cela  il  nous  reste  d*abord  &  calculer,  à  Taide  des  formules 
(147)  et  (148),  les  expressions  en  x,  y  et  z  des  dérivées  secondes 
^'^'^»  lesquelles  se  déduiront  évidemment  les  unes  des 
autres,  de  même  que  ees  formules,  par  la  permutation  circulaire 
simultanée  des  trois  variables  x,y,z,et  des  trois  paramètres  a,  p,  y. 
Il  suffira  donc  d'en  calculer  une  seule. 

Ayant  déduit  à  cet  effet  des  expressions  (148)  et  (149) 

dk  _^  2x  dG       dG_^       2x 

d'où,  en  substituant  Tune  dans  Pautre, 

dk  2x  /      2x  \  4x 

nous  en  conclurons,  en  différentiant  la  première  (147) 


'  dk 


X*  dx        -   '  "  \      (r*— ««) 


c'est-à-dire,  en  remplaçant  A  par  sa  valeur  (148),  la  première  des 
trois  formules  suivantes  : 

'  ?'  ^  ^  4x« 

x'        r  —  a*  (r*  —  a')'  * 

'  p*            i  4v' 

(152^»-).    .  K  ^« -  G  — _-i_-  ^  4Gy , 

G  —  — -H-  4GV 


z"       r'—r^  (r'-r*) 


î\î       » 
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d'où  nous  tirerons,  immédiatement  : 


y*) 


!l_£=_î î i\-J: £_V4GV-x«). 


Cela  posé,  si  nous  faisons  maintenant  y=0,  à  la  fois  dans  ces 
dernières  valeurs  et  dans  les  expressions  (148),  nous  obtien- 
drons : 


•         • 


(155).    { 

lfl_fl\ î î aAg--—L-\ 

W      *V.      «1  -  P*       ri -y*  \'      (ri-  r'W' 


(154).    i^'^i^"^"     ^^i^=?^~^''     ^^-'^îli^^ï-^- 


et  Ton  voit  que^  pour  avoir  Texpression  de  ces  dernières  quantités 
en  fonction  de  roseul^  il  suffira  d*avoir  obtenu  celles  de  G^  et  Gô  > 
au  moyen  de  la  même  inconnue. 

A  cet  efiet  les  expressions  (1 49)  nous  donnant,  quand  on  y 
fait  y  =  0, 


i  i  i 


9o 


H55).  (  W-O*      (ri-py      (rî-r-)- 


X'  z'  ^.  X*  a* 


Go  —'  — I — m  -4-  ■  ^       ..^»      Go 


{r;-«')'^(rî-r7  (ri!-.')'     (^-T^f 

nous  substituerons  dans  ces  deux  valeurs  de  Gg  et  G^  à  la  place 
V.  «8 
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de  X*  et  de  z^  leurs  valeurs  (152),  ce  qui  nous  donnera  d'abord 
pour  la  première 

i       r  —y*  «*      T        -r*irî  — y»)-t-«'M-a_*) 

') 
(a'  -  r')  rî  —  (a*  -  y*)  r*  -  («»  -4-  y») 


<     r  —  y'         a'    ]  _  —  y*!*"' — y*)  -*-  «'f*»  —  « 

-  a'  -  y»  bï^^*  "^  ÏT^^' J  ~     («'-r*)  {rî  -  «»)  (»1  -  y*] 


(a«  _  y«)  (rî  _  ««)  (rî  -  y«)       (rj  -  «')  (r«  -  y')  ' 

en  sorte  que  Gq  pourra  s'écrire  sous  Tune  ou  Tautre  des  deux 
formes  : 


(rj  — y*)  — a'  i  a- 


■  r  A  — ^  fv    I  —  u.  ■  0* 

Gn  = 


MK«,y  (rî  -  »')  (»1  -  y')       ri-«'      (rj  _  »«)  (r*  _  y») 

/  G  ^    (r!  — a')-y'    _      < y* 

1     '-(.^...^^r..^.)    "rî-y»       (r»  _  «•)  (rî  -  y»/ 

Nous  obtiendrons  de  même  en  opérant  d'une  façon  analogue 
|)our  Gô  : 

i         -  'Arj  -  g')  i         Arl  -  y*) 

°        (»1-a')'*         a» -y*         "^(r^-yY"       .' _  y» 

<      r  —y*  «'      1       -y'(rî-y')'-4-«V.— »•)* 

~«*-y'L(rî-aV'^(rî-y7J~   («' -  y*)  (rj  -  ^'/(rî-y*/  " 

Or,  si  nous  développons  le  numérateur  de  cette  dernière 
expression,  nous  trouverons  qu'il  peut  être  transformé  successi- 
vement de  la  façon  suivante 

-y»(»-î-y*)'-*-a'('-î-«V 
=  -  y'(rî  -  iy*rl  +  y')  +  «»(ri  -  2.VÎ  +  «♦) 

=  (*»  -r*)rt-  2(a*  -  y*)rl  -t-  a»  —  y* 

=  (a*  -  y')  [ri  -  2(a«  +  y»)  rj  +  a*  +  «V  +  y*]. 
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en  sorte  que  la  valeur  immédiatement  précédente  de  Go  de^ 
viendra,  en  supprimant  haut  et  bas  le  facteur  constant  o^  —  y^ 

'^  (rî-aV(rî^rV 

Mais  dans  cette  dernière  expression  le  numérateur  pouvant  lui- 
même  être  écrit  sous  Tune  des  deux  formes  : 

W— Vrî-+-r*)H-a*-+-aV-2a*rî  =  (rî— r7-+-«V-+-r'— 2rî), 
(rî—2aM -+-«*) -+-y*-^aV—2>^  =  (rî-aV  +  yV-*-r'—2rî), 

on  voit  que  cette  dernière  valeur  de  G^  pourra,  elle  aussi,  être 
représentée  par  les  deux  expressions 

iG'=— i—       «V  -^  y'  -  2r;) 

'      {^o-yy  "*■  (rî  -  «?  (rî  -  yY  ' 
d'où  nous  conclurons  immédiatement 

(ii  —  o}f  (rî  —  y*)' 

en  posant 

««  -+.  y»  —  2rî 


(r;-«Y(rî-r*)« 

Si  maintenant  nous  substiluonsi,  ces  deux  dernières  valeurs 
dans  les  expressions  (153),  ainsi  que  dans  celle  de  Bo(154), 
laquelle,  en  tenant  compte  de  la  valeur  (155)  de  </o,  peut  s'écrire 
ainsi 
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on  voit  qu'elles  deviendront 

B;  =  (««-^r')Ao; 

tandis  que  les  deux  expressions  (156)  de  Gq,  étant  reportées 
respectivement  dans  les  valeurs  (154)  de  Ag  et  de  Gq»  nous  don- 
neront de  même  : 


a-  _  y* 


An  =  —1 T Z T  >         Cn  := 


'0  —  T^         iT rs  ^  '      ^0 


{r\  -  ««)  (rî  -  r')  (^0  -  «•)  (rî-  r*) 

Et  enfin,  si  nous  rennettons  en  dernier  lieu  les  valeurs  que  nous 
venons  d'écrire  pour  Aq,  Gq,  Bq,  (|^  — ^)^,et(|î— ^)^  dans 
réquation  (151),  nous  aurons  pour  Téquation  qui  doit  déter- 
nniner  r^ 

[(rJ  _  «•)  {ri  -  r%*  [rV  [-±-^  -  ^.  +  4A^V) 

-  «V  f-r-'-r.  -  -i-'— ;— *A»rV  )  -4rV(a'+r*)A<>2v'|-=  0, 
\n — p      ri— Y  I  j 

c'est-à-dire  simplement,  en  réduisant, 

t«  -  -■)  c^  -  '^]-  H^ir.  -;??)-  ••'•  (^  -  *^)] = »• 

OU,  en  remplaçant  x'  et  z^  par  leurs  valeurs  (152),  et  multipliant 
par  (a*  —  y'), 
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ou  enfin,  en  réduisant  au  ménne  dénominateur, 

^      ^  (rî-a')»(rî-ry(rî-p') 

équation  qui,  ayant  pour  numérateur  une  somme  de  deux  carrés 
qui  ne  peuvent  s'annuler  à  la  fois,  n'admet  aucune  solution 
réelle,  et  par  conséquent  il  semble,  au  premier  abord,  que  Ton 
doive  conclure  de  là  que  la  surface  ne  présente  aucun  ombilic 
dans  le  plan  des  zx. 

Mais  si  Ton  y  regarde  de  plus  près ,  on  s  apercevra  que  la 
forme  d'équation  (138)  de  la  surface^  d'où  nous  sommes  partis, 
ne  peut  rien  nous  apprendre,  en  raison  des  dénominateurs  qu'elle 
renferme,  pour  les  points  dont  les  coordonnées  annulent  l'un  de 
ces  dénominateurs;  car,  pour  ces  points-là,  elle  devient  indéter- 
minée, l'une  des  fractions  du  premier  membre  prenant  alors  la 
forme  § .  Aussi ,  lorsqu'il  s'est  agi  de  déterminer  les  sections 
principales,  avons-nous  eu  soin  de  chasser  les  dénominateurs  et 
de  les  ramener  préalablement  à  la  forme  entière  (140),  sans 
quoi  une  part  importante  de  la  solution  nous  eut  forcément 
échappé  pour  chacune  des  trois  sections.  Ces  dénominateurs  se 
perpétuant,  comme  on  le  sait,  par  la  difiërentiation ,  se  retrou- 
vent nécessairement  dans  les  équations  du  second  ordre  qui 
déterminent  les  ombilics,  et  dès  lors  la  conclusion  à  laquelle 
semble  nous  avoir  conduits  le  calcul  précédent  ne  saurait  être 
définitive,  puisque  les  solutions  qui  donneraient  r=sa,r==^fi, 
ou  r  =  yy  au  cas  où  elles  existeraient  réellement,  seraient  ainsi 
forcément  laissées  dans  l'ombre,  en  partant  de  la  forme  d'équa- 
tion (138). 

Mais  ayant  efiectué  les  calculs  qui  précèdent,  en  partant  de 
cette  forme  d'équation,  il  est  facile  d'obtenir  très  rapidement  le 
résultat  auquel  nous  serions  parvenus,  si  nous  étions  partis  de 
la  forme  entière  (140),  que  nous  n'avons  pas  adoptée  parce 
qu'elle  se  prèle  moins  facilement  à  l'exécution  de  ce  calcul,  mais 
qui  a  l'avantage  de  ne  laisser  de  côté  aucune  solution,  et  à 
laquelle,  par  conséquent,  nous  sommes  obligés  de  revenir  pour 
résoudre  définitivement  la  question  qui  nous  occupe. 
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En  effet  y  ayant  posé  pour  abréger 

et 

♦  (X,  y,  z)  =3  Rf  (x,  y,  «), 

où  9  représente  toujours  la  fonction  définie  par  Téquation  (146) , 
et  ayant  déduit  de  là 


—  ^  R — h  9-T— >      —  =  R  — I-  f -7— »      —  5^  R  — I-  y  "T"* 
X  X         dx      y         y         ay       z  z  dz 

*'         9*         »  dR         rf^       **      ^  ?*         ?  dR         tPR 

—  =R—  -♦-  2- H  9 f     — =R--i-2- —  •♦-  f 

X*         X*         X  dx         dx'       y*         y^         y  rfy         dy* 


^      ^  y'      ^  f  dR         d'R      ^^     ^  f'     f  dR     f  dïi         dTl 


— =Ri--f-2Ï._^»— !1,    z_3«rJL^L_^L 

-•  -'         z  dz         dz*     zx        zx     z  dx      X  dz      ^  dzdx 


on  voit  que»  pour  les  points  de  la  surface  considérée,  on  aura  sim- 
plement 

_=Ri.        -  =  Ri..        _==r1. 

X         X        y         y         z         Z 

x"  X*        X  dx       y'  y*        y  dy       z*        z*        z  dz 

ll  =  R^-+.t^  +  ^^; 
zx  zx      zdx      X  dz 


de  sorte  que,  si  au  lieu  de  calculer  Téquation  6  —  6'5Le=0, 
comme  nous  Tavons  fait  pour  Téquation  9(x,  y,z)^0,  nous 
Teussions  calculée  pour  la  forme  entière  (140),  c'est-è-dire  pour 
réquation  ^(x,  y,  z)  ^  0,  auquel  cas  elle  eût  été 

(ir^(3'S-L-=-[(^(3l^»- 
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nous  aurions  obtenu  en  réalité  de  la  sorte»  par  suite  des  valeurs 
qui  précèdent,  Téquation 

«•Ê)"(>'ë-:-ë)-Q"K--^S 

_2B.!i'-(«£^^'-a-R.r(î)V(t)i(,!;.î!^)-o. 

zx\   zx   z  dx    xdzl         \\zl      \x/J\   y'      y»y/ 

dans  laquelle  il  nous  aurait  fallu  supposer  en  outre  y  «bO»  ou, 
ce  qui  est  la  même  chose,  ?^0,  à  cause  de  la  valeur  (147).  On 
voit  alorS;  en  réduisant,  et  se  rappelant  que  r  ni  par  consé- 
quent R  non  plus  que  ses  dérivées  ne  peuvent  jamais  devenir 
infinies,  que  nous  eussions  obtenu  simplement 

ce  qui  n*est  autre  chose  que  la  même  équation  (133)  calculée 
pour  réquation  9(x,  y,  z)  =  0,  ou  la  forme  (138),  et  multipliée 
simplement  par  R'. 

Faisant  donc  subir  cette  modification  à  Téquation  (157),  que 
nous  avons  obtenue  comme  dernière  transformation  de  Téquation 
b  —  6'  ^  =  0  dans  le  cas  actuel,  on  voit  qu'elle  devient 

(158)  rV[rM«*~P')  .r;-rV-+-«'(p'-r')(rî-«7](r;-p?=0, 

équation  qui  est,  par  conséquent,  celle  à  laquelle  nous  fussions 
arrivés  à  la  suite  d*un  calcul  analogue,  en  partant  de  la  forme 
d'équation  entière  (140).  On  voit  qu'elle  admet  la  seule  solu- 
tion tq  =  (3,  le  facteur  entre  crochets  ne  pouvant  s'annuler, 
comme  nous  l'avons  déjà  remarqué.  Cette  valeur  r^  =3  P,  étant 
d'ailleurs  reportée  dans  les  valeurs  (152)  de  x  et  de  z,  donnera 
pour  ces  deux  inconnues  précisément  les  expressions  (145), 
c'est-à-dire  les  coordonnées  des  quatre  points  doubles  de  la  sur- 
face, résultat  que  la  forme  seule  de  ces  expressions  nous  avait 
déjà  fait  pressentir,  et  que  nous  nous  étions  proposé  justement 
de  vérifier. 
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II  est  donc  incontestable  que  les  quatre  points  doubles  de  la 
surface  vérifient  les  équations  qui  déterminent  les  ombilics»  et 
sont  d'ailleurs  les  seuls  dans  la  section  principale  des  zx.  Aussi 
plusieurs  auteurs,  et  notamment  Lamé  {*)  et  après  lui  Catalan, 
leur  donnent-ils  le  nom  d'ombilics.  Toutefois  ici  se  pose  la 
question  de  savoir  si  nous  devons  les  considérer  comme  de  véri- 
tables ombilics.  Ces  points  doubles,  en  effet,  appartiennent  à  la 
catégorie  des  points  singuliers  dont  nous  avons  déjà  parlé  dans 
la  discussion  présentée  à  Foccasion  de  notre  quatrième  méthode, 
qui  annulent  à  la  fois  les  trois  dérivées  premières  de  9,  et  pour 
lesquels,  par  conséquent,  le  plan  tangent  et  la  normale  perdent 
toute  signification  déterminée.  Or,  nous  avons  eu  soin  de  faire 
remarquer  alors,  on  s'en  souvient,  que  pour  de  pareils  points,  les 
équations  (93)  qui  déterminent  les  ombilics,  disparaissant  alors 
sous  la  forme  de  l'indétermination,  il  était  indispensable  de  pro- 
céder pour  ces  points  à  une  discussion  spéciale,  afin  de  pouvoir 
décider  si  ces  points  satisfaisaient  bien  aux  conditions  géomé- 
triques qui  caractérisent  les  ombilics.  C'est  donc  ce  que  nous 
nous  proposons  de  faire  pour  les  quatre  points  doubles  que  nous 
venons  de  rencontrer;  seulement,  pour  ne  pas  interrompre  nos 
calculs,  nous  reporterons  cette  discussion  après  les  développe- 
ments que  réclame  la  recherche  des  ombilics  pour  les  deux 
autres  sections  principales. 

Pour  effectuer  cette  recherche,  il  ne  sera  pas  nécessaire  à  pré- 
sent de  recommencer  des  calculs  analogues;  de  simples  permu- 
tations circulaires  suffiront.  En  effet,  les  équations  qui  détermi- 
neraient de  pareils  points  dans  la  section  principale  des  xy,  par 
exemple,  à  savoir 

c-c'l-  =  0      et      ll.-lï-=o. 
z^  y  zx      X  yz 

jointes  à  l'équation  de  la  surface  dans  laquelle  on  aurait  fait  z=0. 


♦  *)  Voir  Lamé,  Leçons  sur  la  Théorie  mathématique  de  l'Élasticité,  (Leçon  19  «, 
pp.  âS8  et  suivantes.) 
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se  déduisant  de  celles  que  nous  venons  de  traiter  par  la  permu- 
tation simultanée  de  x,  y^  z  et  »,  (3,  y,  par  suite  des  valeurs  (100) 
et  (101)  de  a,  6,  c,  a',  6',  c',  et  (147)  et  (ISS****)  des  dérivées  de  9 
qui  obéissent  à  la  même  loi,  on  voit  immédiatement  qu*il  suffira 
d^effectuer  les  mêmes  changements  dans  les  équations  (149^^) 
et  (158)  qui  ne  sont  autres  que  les  équations  (133)  transformées 
pour  le  cas  que  nous  venons  de  traiter. 
Or,  des  deux  équations  ainsi  obtenues,  la  première, 

(159)  ....     .     2xyz(BB'  — AA')  =  0, 

étant  encore  satisfaite  d*elle-méme  quand  on  suppose  z==0,tout 
revient  donc  à  déterminer  la  nouvelle  valeur  de  Tq  par  la  seconde 
équatioh  qui  sera  alors 

(160)  a«p»[«V'-r') (rî - «?+  p'(r -«')  W-PY]  (rî-rV  =  0, 

et  à  en  déduire  les  valeurs  correspondantes  de  x  et  de  y  par  les 
équations 

(161).    .    .    x'+y'=rî,        -^.+  -J^,=  d. 

Or,  il  arrive  ici  que  la  solution  n  est  plus  fournie  par  le  fac- 
teur rj  —  y*,  comme  on  pourrait  le  croire  d'après  le  cas  précé- 
dent, car  il  est  facile  de  voir  que  la  valeur  rj  =  y*  reportée  dans 
les  valeurs 

qu*on  obtient  en  résolvant  par  rapport  k  x  et  y  les  deux  équa- 
tions précédentes,  donnerait  pour  y  une  valeur  imaginaire.  Mais 
le  facteur  entre  crochets,  qui  dans  le  cas  présent  n*est  plus  une 
somme  de  carrés  comme  tout  à  Theure,  donnera  étant  égal  à 
zéro 

*'(P'  -  r')  (fi  -  «V  -  P'  («'  -  r')  (rî  -  PT  =  0  ; 
d*où 


I5i.  -  Ui  - 

et,  eo  extnvaDt  la  racine  carrée, 

H  —  .*     —  Si/.*— r* 

^ *  • 

far»  Il  solutîoQ  r^^=y  êunt  écartée  par  ce  que  nous  tcsoi»  de 
dire,  il  résulte  de  la  troisieine  équation  (141)  que  r^  variera 
nécessairemefit  entre  x  et  S.  De  cette  dernière  équation  on  tire 
immédiatement 


rî-.»  -51  V-r* 


I*— ?•    ,i/?z;?^5i/?^ 


««-5*     «i'3«->^^5l   «*— ^ 

•       .^__^  ■  *  •  *        • 


d M* en  »btsdtiBnt  dans  les  Taleors  ^lGi\  noos 

jicdatHMfeS 


,tC   jr^ 


«I  f*— %^^.5i  -s*— *^        , V' 3«- V* -^  5 v'^m 


qvi  dètinùsinai  qsaiie  no^ieaM  coUî»  âonês  <^ft§  le  fbm 
frmeifid  dcsx]^. 

i>i  verrai  esKanwat  de  b  BècK  &ÇM  ^pe  ks  d^hSs  ^  h 
jMKfli  frindfok  des  j:z^  fû  es  ecsaf.  devant  êne  ff: 
ks  é^skras^ 

«  —  «-:  =  *•        =  ♦. 


jràiaH  à  réqweùtt  et  ii  surfoe  dns  ianeSf  :a  a  &i*c  r  =  4L 

le  r»  vtad  lop  les  «nre  «itsann 
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qui  se  déduisent  des  équations  (159),  (161)  et  (160)  par  la  per- 
nnutation  circulaire  que  nous  avons  dite.  Or  la  première  étant 
encore  satisfaite  d*elle-méme  pour  âp  =^  0,  on  verrait  aussi  comme 
tout  à  rheure  que  le  facteur  r J  —  a'  de  la  dernière  équation 
ne  saurait  fournir  de  solution ,  attendu  que  la  valeur  correspon- 
dante de  y  serait  encore  imaginaire  ;  et,  pour  obtenir  immédiate- 
ment les  solutions  fournies  par  Fautre  facteur  de  la  même  équa- 
tion, il  suffira  évidemment  d'efiectuer  les  mêmes  permutations 
dans  les  solutions  obtenues  pour  le  cas  précédent,  c'est-à-dire 
dans  les  formules  (163),  ce  qui  donnera  sans  nouveau  calcul 


y  ==» — ■==: f     iz= ^  , 

ou,  en  multipliant  haut  et  bas  par  \/~IIl  dans  les  deux  expres- 
sions, afin  de  mettre  en  évidence  leur  réalité, 


(164)   y»« — -^— ^  z^=  P > 

valeurs  qui  définissent  encore  quatre  nouveaux  ombilics  dans  la 
section  principale  des  yz. 

Nous  avons  donc  ainsi  reconnu  Texistence  de  quatre  points 
satisfaisant  aux  équations  caractéristiques  des  ombilics  dans  cha- 
cune des  sections  principales  de  la  surface,  soit  dotize  solutions 
réelles  par  conséquent  pour  toute  la  surface.  Il  est  à  remarquer 
que  les  coordonnées  des  deux  derniers  systèmes  (163)  et  (164), 
c'est-à-dire  des  solutions  situées  dans  les  plans  principaux  des  xy 
et  des  yzy  (correspondant  au  plus  grand  et  au  plus  petit  para- 
mètre), peuvent  s'exprimer  très  simplement  en  fonction  des  coor- 
données (145)  des  quatre  points  doubles,  c'est-à-dire  des  solu- 
tions situées  dans  le  plan  principal  des  zx  (correspondant  au 
paramètre  moyen).  En  effet,  si  nous  posons  dans  ce  but  : 


154.  —  444  — 

X  et  Z  étant  ainsi  les  coordonnées  du  point  double  appartenant 
au  trièdre  des  coordonnées  positives,  il  est  facile  de  voir  que 
les  valeurs  (163)  et  (164)  pourront  s'écrire,  en  divisant  les  unes 
et  les  autres  par  \/a«  —  y»  , 


6  -♦-  z     "^       S-*- z 

(166)  .     .     .     .  {  ^  ^ 

V  == »      z'  =  — ■ » 

^      p^x  p-t-x 

et  l'on  peut  remarquer  d'après  ces  valeurs  que  les  deux  systèmes 
de  points  se  permutent  l'un  dans  l'autre  en  permutant  respecti- 
vement à  la  fois  X  ei  ZyCL  et  y^  et  X  et  Z,  sans  toucher  à  y  ni  à  p. 
Ces  deux  systèmes  de  points  se  changeant  ainsi  l'un  dans 
l'autre  par  une  simple  permutation  circulaire,  on  s'étonnera 
peut-être  au  premier  abord  que  la  première  série  de  solutions  que 
nous  avons  trouvée,  c'est-à-dire  celle  située  dans  le  plan  des  zx, 
n'obéisse  pas  à  la  même  loi,  bien  que  toutes  les  équations  que 
l'on  doit  écrire  pour  y  arriver  se  déduisent  bien  les  unes  des 
autres  par  permutation  circulaire,  en  passant  de  l'une  quel- 
conque à  une  autre  des  trois  sections  principales.  Mais  la  raison 
de  cette  anomalie  apparente  est  facile  à  apercevoir;  elle  tient 
uniquement  à  ce  que  dans  la  dernière  équation  du  calcul  (158) 
et  dans  ses  analogues,  la  solution  réelle  n'est  pas  fournie  par  le 
même  facteur  pour  les  trois  sections,  étant  donnée  par  le  facteur 
(rj  —  p')  pour  la  première,  et  par  le  facteur  entre  crochets 
pour  les  deux  autres.  Mîiis  si,  sortant  des  considérations  exclusi- 
vement géométriques  quant  à  leur  interprétation,  on  considère 
les  solutions  analytiques  tant  imaginaires  que  réelles  du  pro- 
blème, on  voit  que  toutes  les  solutions  ainsi  obtenues  se  dédui- 
ront évidemment  en  passant  d'une  section  à  l'autre  par  la  simple 
permutation  des  lettres  x,  y,  z,  et  a,  p,  y,  de  même  que  les 
équations  qui  les  auront  fournies. 

Les  expressions  des  coordonnées  (166)  que  nous  venons 
d'écrire  se  prêtent  frès  aisément  à  la  vérification  d'une  construc- 
tion élégante  qui  a  été  indiquée  pour  ces  deux  derniers  points 
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par  le  Colonel  Mannheimy  dans  son  Cours  de  Géométrie  descrip- 
tive (*),  et  que  nous  allons  établir  à  l'aide  de  ces  formules. 

Ayant  désigné  par  OetO'les  deux  angles  que  forme  dans  le  plan 
des  zx,  respectivement  avec  les  axes  des  x  et  des  z^  le  diamètre  • 
aboutissant  au  point  double  (X,  Z),  et  tels^  par  conséquent,  que 
6  -+-  6'  =  I  ;  ayant  de  plus  remarqué  que  nous  aurons  alors 

XX  7  7 

(167).    coser=«-~ —  =  — »       cose' 


pour  obtenir  la  seconde  série  des  points  précédents  (166),  nous 
considérerons  le  cône  de  révolution 

/        e  6\« 

X*  4-  V*  -*-  «'  =  2  hc  cos  -  -♦-  z  sin  - 1  » 

dont  le  sommet  est  Torigine,  dont  Taxe,  ayant  pour  cosinus  direc- 
teurs (d'après  Téquation  générale  des  surfaces  de  révolution) 

A  A 

cos  1 ,  0,  sin  |,  est  manifestement  la  bissectrice  de  Tangle  9,  et 
dont  enfin  la  section  méridienne  par  le  plan  des  zx,  ayant  pour 
équation 

/  B  6\* 

x'  -♦-  «•  =  2  hr  008  -  -4-  «  sin  -   I 
\  2  2/ 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  en  décomposant  en  facteurs 

[x  cos  0  —  z  (i  —  sin  0)]  [x  cos  o  -4-  z  (i  -4-  sin  e)]  =  0, 

se  compose  par  conséquent  des  deux  droites 

cos  B  —  cos  0 


z=- :— X,     z  = 


i  —  sin  a   *  4  -+-  sin  «   ' 


(*)  Voir  également  une  note  du  même  auteur  dans  les  Comptes-rendus  de  F  Académie 
des  Sciences,  séance  du  5  mai  1879  (tome  88,  p.  90S). 
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dont  langle  u,  ayant  pour  tangente 

coso  — coso  Scosa 


1~sino      l+sinf  I  —  sin'e  2  ces  8 

iane  »  = = ; — ^ =  oo 

ces  e     —ces  «  cos*e  n 

4-1 i 

i  —  sin  e  1  -•-  sin  0  i  —  sin'  9 

est  égal  par  conséquent  à  ^.  Ce  cône  sera  donc  engendré  par  la 
révolution  autour  de  la  bissectrice  de  Tangle  6  d*un  diamètre 
faisant  avec  cette  droite  un  angle  égal  à  ^. 

Gela  posé  y  nous  construirons  les  deux  génératrices  suivant 
lesquelles  ce  cône  est  coupé  par  le  plan  des  ory,  et  qui  sont  les 

deux  droites 

0 
x*  -»-  m'  =  2x'co8'-» 
^  2 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 
à  cause  de  la  formule  connue 


-0 
2cOS'-=  1  H-  ces  9. 

2 

Puis  prenant  en  particulier  les  points  où  ces  deux  droites 
rencontrent  le  cercle  x^  ■+-  y^z=:y\  section  principale  des  xy, 
et  dont  les  coordonnées  seront  par  conséquent  données  par  les 
deux  équations 

e  ,  y*  y* 

y*  s=  2x*  eos*  -,      d'où        x*= = » 

2  ,  e       1  H-  cos  fl 

2  cos'  - 

(I68).{  2 


y*  =  x'  cos  e,      ou        y*  ==^  T 


^       r' cos  9 


cos  6 


9 


nous  mènerons  par  ces  points  deux  plans  parallèles  au  plan  des 
zx,  ou  perpendiculaires  à  l'axe  des  y,  dont  Téquation  sera  préci- 
sément la  dernière  que  nous  venons  d'écrire  ;  et  enfin  les  points 
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OÙ  ces  deux  derniers  plans  reneonlrcronl  Tellipsc,  section  princi- 
pale des  yzy  seront  les  ombilics  de  cette  section  ;  car  en  reportant 
cette  dernière  valeur  de  y^  dans  Téq  nation 

j3yH-rV=^V*,    d'où    rV=p«(r«-y«), 
il  viendra,  en  divisant  par  y^^ 


z^ 


./  cose    \  8' 

\  -H  cos  6/       1  -♦-  ces  e 


et  si  nous  remettons  maintenant  dans  cette  dernière  valeur,  ainsi 
que  dans  la  seconde  valeur  (168)  de  y',  à  la  place  de  cos  6  sa 
valeur  (167),  nous  obtiendrons  définitivement 


^  X       6-4.X  X       8-4.X 

c'est-à-dire,  précisément  les  secondes  valeurs  (166),  ce  qui  établit 
bien  le  résultat  que  nous  venons  d'énoncer. 

On  obtiendrait  exactement  de  la  même  façon  la  première  série 
de  points  (166),  en  construisant  lautre  cône  de  révolution 

or  H-  V  -»-  ^=  2   X  sm 1-  z  cos  —    » 

ayant  encore  pour  sommet  Toriginc,  et  un  angle  au  sommet 
égal  à  ^,  mais  dont  Taxe  sera  cette  fois  la  bissectrice  de  Tangle  6', 
dont  les  cosinus  directeurs  sont  évidemment  sin  |,  0,  cos  ^  ;  car 
ce  cône  rencontrant  le  cercle  de  rayon  a,  section  principale  des 
yZf  aux  points  déterminés  par  les  équations 

y*  •*-  z*=^2  ^*cos'  — »       y'  -i-  z^=a?^ 


15«.  —  4W  — 

et  doDl  les  esDordoDnées  sont  par  eonséquenl  (en  opcnnC  eomzBe 
toal  à  llieure) 

fl  -I-  cosf'  f  -•-  cas*' 


«i  nous  menons  encore  par  ces  quatre  points  deux  pbDS  parallèle» 
aux  jix,  ees  pbns  rencontreront  Fellîpse  section  principale  des 
jry  y  aux  quatre  points  Ibamis  par  les  deux  éqoalioiis 


fl   -4-COSi' 

d'où  nous  tirerons,  comme  tout  à  rhenre,  en  dirisant  par  2* 

j*=5*   I '— 


'    X        flH-ctKiV        fl  +  cas«' 


et  par  conséquent,  en  remettant  à  b  plaee  de  cos  9"  sa  nk«r 
i  167)  dans  ces  deux  dernières  faleors  de  x^  et  de  y^,  nous 
obtiendrons  poor  les  coordonnées  des  points  résultant  de  b 
construction  que  nous  Tenons  de  dire 


.      Z       5  +  Z         '  Z       3-i-Z' 

3  3 

c'est-à-dire  précisément  les  premîèfes  expressioiks  (166),  et  Ton 
retroure  bien  ainsi  b  construction  indiquée  par  le  Colonel 
Mannbeim,  dans  roorrage  déjà  cité. 

Aucune  incertitude  ne  pourant  exister  pour  ces  detix  dernières 
séries  d'ombilics  (166%  qui,  etix,  ne  sont  pas  des  points  sinpt- 
licrs  de  b  surfMe,  reTcnons  maintenant  à  b  première  série 
de  sotutiotts  que  nous  avons  rencontrées  dans  le  plan  des  rx, 
c'esi-à-dire  am  quatre  points  doubles  (145),  dans  le  bol  dcln- 
cider  b  question  de  saxoir  si,  oui  ou  non.  nous  dcroos  les 
dérer  comme  de  véritables  ombilics. 
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Pour  cela  nous  vérifierons  tout  d'abord  que  les  coordon- 
nées (14S)  de  ces  points  satisfont  aux  équations 

X  y  z 

qui  caractérisent  les  points  singuliers ,  <^  étant,  conune  nous 
Pavons  déjà  supposé,  le  premier  membre  de  Féquation  entière 
de  la  surface  (140),  c'est-à-dire  l'expression 

où  P  et  Q  sont  respectivement 
(169).  ^ 

En  effet,  ayant  déduit  de  là,  comme  précédemment, 

♦  4>  4> 

(170)    ...      -  =  Ax,       -==By,       -  =  Cz, 

X  y  z 

A,  B,  C  étant  non  plus  les  expressions  (148),  mais  dorénavant 
les  suivantes 

IA  =  P-*.aV  — a*  (iS'^r*) 
B  =  P-*-pV  — p'(r'-*.a«) 
c  =  p -♦- y»r' —  r*  (a' -H  p'j, 

qui  se  déduisent  les  unes  des  autres  par  permutation  circulaire, 
si  nous  désignons  par  Findice  double  zéro  les  quantités  corres- 
pondantes aux  points  doubles  en  question,  ayant,  par  suite  des' 
valeurs  des  coordonnées  (145)^ 

Poo=«V'.      r5o  =  p', 
on  voit  de  suite  que  Ton  aura,  par  les  valeurs  qui  précèdent, 

(172).     .     Aoo  =  0,      Boo  =  (^*-a«)(p«-r'),       C«  =  0, 
V.  29 
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et  par  conséquent,  ces  points  étant  dans  le  plan  des  zXy 

(475)    .     .     .(î)    =0,      (î)    =0,     (î)    =0, 

égalités  qui  ne  ressortent  pas  avec  la  même  évidence  de  la  forme 
d'équation  (138),  à  cause  de  la  présence  du  dénominateur  r* — P' 
qui  communique  aux  équations  correspondantes  pour  les  mêmes 
points  Tapparence  de  Tindétermination. 

Cela  posé  y  la  notion  du  plan  tangent  et  de  la  normale  perdant 
toute  signification  déterminée  par  ces  points,  il  ne  saurait  être 
question  davantage  pour  eux  de  sections  normales,  ni  de  rayons 
de  courbure  correspondants  ;  et  les  formules  (S)  et  (6),  que  nous 
avons  employées  jusqu'ici  ne  correspondant  plus  à  rien,  ne 
sauraient  rien  nous  donner  dans  le  cas  actuel.  Voyons  donc  par 
quelles  autres  notions  analogues  nous  devrions  les  remplacer,  de 
façon  à  rester  autant  que  possible  dans  le  même  ordre  d'idées. 

Dans  cet  esprit,  le  plan  tangent  étant  défini  dans  le  cas  général 
comme  le  lieu  de  toutes  les  tangentes  menées  par  un  point  de  la 
surface,  nous  chercherons  tout  d'abord  quel  est  ce  lieu  dans  le 
cas  actuel.  A  cet  effet,  appelant  toujours  (X,  0,  Z)  les  coordon- 
nées (16S)  de  Tun  des  quatre  points  doubles,  nous  mènerons  par 
ce  point  une  droite  quelconque  aux  cosinus  directeurs  a,  6,  c 

(,74)  ....   ^.:zl^l=tizl^k, 

abc 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

équations  dans  lesquelles  la  valeur  commune  des  rapports 


l/(x  — X)«H-y«^.(z~Z)«       .  , 

''=  ,y-^-4=^ L  =  l/(x-X)«  +  y«^(z-Z)« 

représente,  comme  l'on  sait,  la  distance  du  point  variable  (x,y,z) 
au  point  fixe  (X,  0,  Z). 
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Cela  posé,  si  nous  cherchons  à  déterminer  par  Télimination 
de  Xf  y,  z  entre  les  équations  (174)  ou  (175)  et  Téquation  de  la 
surface  (140)  les  différentes  valeurs  de  A:  correspondant  aux 
points  d'intersection  de  la  droite  et  de  la  surface,  on  voit  à  priori 
que  réquation  résultante,  qui  sera  du  quatrième  degré,  aura  dans 
tous  les  cas  deux  racines  nulles,  puisque  le  point  (X,  Z)  est  un 
point  double,  c*est-à-dire  que  les  coefficients  de  A:  et  du  terme 
constant  de  celte  équation  seront  nuls,  quels  que  soient  Oy  b^c; 
et  si  Ton  veut  de  plus  que  la  droite  considérée  soit  une  tangente 
de  la  surface,  il  faudra  qu'une  nouvelle  racine  devienne  nulle, 
c'est-à-dire  que  le  coefficient  de  A:'  soit  nul  également.  On  voit 
donc  qu'on  obtiendra  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  la  droite  (174)  soit  une  tangente,  en  égalant  à  zéro  le 
coefficient  de  k*  dans  Téquation 

[(X  -+-  aky  -♦-  6V  -+-  (Z  ^  c/fc)*]  [a*  (X  H-  a*)*  -v  pV**  -♦-  r*  (Z  -♦-  ckf] 
—  [a«(pH^«)(X+aÂ:)«-*-p«(r'-*-a')  6«fc«+r"  («'+?*)  (Z-f.cA)«]H.a*pV=0, 

c est-à-dire,  eu  égard  aux  égalités 

(176).     .     .    X«-i-Z*  =  pS        a'X«^r*Z*  =  aV, 

qui  se  déduisent  immédiatement  des  valeurs  (165),  en  posant 
réquation 

a V  (a*  ^  6«  -♦-  0  -♦.  p«  (a V  -h'  p V  -I-  r'c») 

H-  4  (Xa  -♦-  Zc)  (aTCa  -+-  j^Zc) 

_  [a«(p«  ^.  y»)  o«  ^  p*(r'  -+-«*)  6'-»-  r'(a'-^  P')c»J=0, 

ou,  en  réduisant, 

(177)    4  (Xa  ^  Zc)  (««Xa  -*-  r'Zc)  -i-  [p*—  (r'  h-  O  P'-^  «V^J  6'«  0, 

équation  qu'on  peut  encore  écrire,  en  développant  et  ayant  égard 
à  la  valeur  (172)  de  Boo, 

(  1 78).       4  [a«X V  H-  r*ZV  -♦-  (a«  ^-  r«)  XZac]  h-  Boo6'=  0. 

Cela  posé,  pour  obtenir  le  lieu  de  toutes  les  tangentes  menées 
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par  le  point  (X,  Z),  il  suffira  d'éliminer  les  cosinus  a,  6,  c  qui 
particularisent  la  droite  considérée,  entre  les  équations  (174)  et 
cette  dernière  équation  (178),  qui  est  homogène  par  rapport  à  ces 
cosinus,  ce  qui  se  fera  par  conséquent  en  remplaçant  simple- 
ment a,  6,  c  par  des  quantités  proportionnelles  x  —  X,  y^z — Z, 
et  Ton  obtiendra  ainsi  pour  ce  lieu  Téquation 

(  !  79)  4  [«*X*( J  -X)*-iVP(s  -  Z)«-^a«-+^  XZ  (ar-XXs-Z)]H.B«yM), 

laquelle  déGnit  un  cône  du  second  ordre,  ayant  pour  sommet  le 
point  (X,  Z),  comme  il  était  nécessaire,  et,  en  outre,  admettant 
pour  plan  principal  le  plan  des  zx,  ainsi  qu'on  pouvait  le  prévoir 
également,  puisque  ce  plan  est  un  plan  de  symétrie  de  la  sur- 
face. 

Los  deux  génératrices  suivant  lesquelles  ce  plan  principal 
coupi'  le  cône  sont  évidemment,  d'après  sa  dé&nition  même,  les 
deux  tangentes,  au  point  commun,  du  cercle  et  de  Tellipse,  qui 
forment  la  section  principale  de  la  surface  par  le  plan  des  rx,  et 
qui  sont  représentés  par  la  seconde  équation  (141);  et  il  est  dair 
que  Ton  obtiendra  Taxe  du  cône ,  en  prenant  simplement  dans 
ce  plan  la  bissectrict^  de  Tangle  formé  par  ces  deux  droites. 

Il  est  facile  d*ailleurs  de  le  vériGer,  en  considérant  leurs  équa- 
tions, qui  s'obtiendront  évidemment  en  faisant  j^  =  0  dans  Féqua- 
tion  du  cône  i^l79\  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  6  =  0  dans 
réquaiion  de  condition  des  tangentes  (177)  ou  (178),  dont  la 
première  se  réduit  alors  à 

(Xa  ^  Zf^  (x*Xa  H-  v«Zf)=0, 

et  pr  conséquent  ces  deux  droites  seront  définies  par  les  deux 
équations 

(Ï90\    .     .    .     Xtt^Zr=0,        «»Xtt -H  >*Zr  =  0. 

La  première,  évidemment,  correspond  à  la  ungente  du  cerde 
de  rayon  S.  puisqu>lle  définit  une  droite  perpendicahire  à  b 
droite  dont  les  cosinus  directeurs  sont  f  •  0,  ',  c'est-à-dire  le 
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diamètre  de  la  surface  aboutissant  au  point  (X,  Z),  et  que  nous 
désignerons  par  le  nom  d'axe  optiqtM,  qu'il  porte  dans  la  théorie 
physique.  Quant  à  la  seconde  génératrice  ou  la  tangente  à 
Tellipse,  la  seconde  équation  (180)  permet  également  de  la 
définir  géométriquement  d*une  autre  façon,  en  disant  qu'elle 
est  perpendiculaire  à  la  droite  dont  les  cosinus  directeurs  sont 
a*X,  0,  y*Z.  Or,  si  Ton  considère  l'ellipsoïde 

X*      y*      z* 

dont  les  sections  principales  appartiennent  en  même  temps  à  la 
surface,  et  que  Ton  se  reporte  aux  formules  (136),  on  verra  que 
cette  dernière  droite  est  précisément  le  diamètre  qui  aboutit  à 
Pombilic  de  cet  ellipsoïde  situé  dans  le  même  trièdre  des  coor- 
données que  le  point  (X,Z),ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  d'après 
les  explications  que  nous  avons  données,  l'un  des  deux  diamètres 
conjugués  des  sections  circulaires  de  cet  ellipsoïde. 

Le  plan  tangent  qui  appartient  à  tous  les  autres  points  de  la 
surface  se  trouvant  ainsi  remplacé  pour  les  points  doubles  par 
le  cône  tangent  (179),  il  nous  faut  maintenant  définir  une  direc- 
tion fixe  par  laquelle  nous  ferons  passer  toutes  les  sections  rela- 
tives au  point  double  considéré,  et  qui  jouera  par  conséquent 
pour  ce  point,  dans  les  questions  relatives  à  la  courbure,  le  rôle 
de  la  normale  pour  les  autres  points.  Pour  faire  ce  choix,  nous 
chercherons  à  nous  rapprocher  autant  que  possible  des  condi- 
tions de  symétrie  que  présente  la  normale  dans  le  c^s  général 
par  rapport  à  chaque  direction  de  tangente,  et  dans  cet  esprit 
on  voit  que  nous  devrons  évidemment  prendre  de  préférence  à 
toute  autre  direction  Taxe  du  cône,  qui  jouit  seul  de  cette  pro- 
priété, analogue  à  celle  de  la  normale  dans  le  cas  général,  que 
toutes  les  directions  possibles  de  tangentes  sont  deux  à  deux 
symétriques  par  rapport  à  cette  droite. 

Cela  posé,  toutes  les  sections  planes  passant  ainsi  par  l'axe  du 
cône  tangent  (179),  chacune  se  trouvera  naturellement  définie 
par  les  génératrices  du  cône  situées  dans  cette  section,  qui  sont 


IG4.  —  454  — 

eo  même  temps  les  tangentes  aux  deux  courbes  d*intersectioD 
de  b  surface  par  le  plan  considéré.  Pour  étudier  la  loi  de  varia- 
tion du  ravon  de  courbure  de  ces  sections,  il  suffira  donc  d'ima- 
çîner  deux  génératrices  mobiles  sur  le  cône,  appartenant  au 
même  plan  diamétral  qu'elles  entraînent  avec  elles  dans  leur 
révolution  autour  de  Taxe,  et  de  connaître,  pour  chaque  position 
de  ces  génératrices,  les  rayons  de  courbure  des  sections  dont 
elles  sont  les  tangentes.  Si  dans  cette  révolution  des  génératrices 
mobiles,  et  par  conséquent  du  plan  de  la  Si-ction,  les  rayons  de 
courbure  des  sections  correspondantes  demeurent  invariables,  il 
est  clair  que  le  point  double,  sommet  du  cône,  répondra  bien, 
malgré  labsence  du  plan  tangent  et  de  la  normale,  à  Fidée  qoe 
nous  nous  sommes  faite  d'un  ombilic,  et  notis  devrions,  à  ootrv 
avis  du  moins,  lui  conserver  ce  nom.  Si,  au  contraire,  ces  rayons 
de  courbure  varient  avec  la  position  des  génératrices,  ou,  ce  qui 
est  !a  même  ch^se,  avec  les  tangentes  des  courbes  aoxqueiSes 
ils  appartiennent,  nous  ne  pou\ons  plus  évidemment  considérer 
ce  point  comme  un  ombilic,  et  nous  devrons,  sans  aocim  doute 
possible,  lui  refuser  cii'tte  qualification. 

En  se  plaçant  à  ce  point  de  vue,  on  reconnaît  facilement  que  ce 
dernier  cas  est  bien  celui  qui  correspond  au  point  double  consi- 
déré. En  effet,  prenons  comme  position  initiale  du  plan  mobile 
le  plan  des  zx^ei  cimme  point  de  départ  de  Tune  des  génératrices 
mobiles  la  première  droite  1^180),  c'est-à-dire  la  tangente  au 
cercle,  section  prini*ipale  des  rjr,  dont  le  rayon  est  i  daprés  la 
seconde  équation  (^14!  ):  on  voit  que  lorsque  le  plan  aura  lociroé 
d*nn  angle  égal  à  r,  la  ^nératriee  considérée  coïncidant  alors 
avec  la  tangente  à  lellipse ,  autre  section  prindple  du  ménie 
plan  rx,  le  rayon  de  courbure  correspondant  aura  pour  valeur 
dans  cette  nouvelle  position  le  rayon  de  courbure  de  l'ellipse 

au  point  X.ZT*.  c'est-à-dire,  en  appliquant  les  formules  connues/V 


'^  Ea  tên  si  î  «^s  ituwikj  -zsrt  nr^àkAt  **^-  -»^^  «:  ^  jermKSt  àt  àefsur  là 
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qu'il  aura  pour  expression  ^(a*  -H  7*  —  P')^;  et  eomnie  il  aura 
d'ailleurs  varié  d'une  manière  continue  depuis  la  valeur  p  jus- 
qu'à cette  dernière  valeur,  il  s'ensuit  nécessairement  que  sa  valeur 
n'est  pas  restée  constante  pendant  la  révolution  du  plan  de  la 
section.  Pendant  le  même  temps  d'ailleurs,  la  seconde  génératrice 
mobile,  qui  coïncidait  dans  sa  position  initiale  avec  la  seconde 
droite  (180),  ou  la  tangente  h  l'ellipse,  se  confondra  dans  sa 
position  finale  avec  la  première  droite  (180),  ou  la  tangente  au 
cercle,  et  par  conséquent  le  rayon  de  courbure  correspondant 
aura  passé  de  même,  en  variant  d'une  façon  continue,  de  la 
valeur  ^. (**"•"  7* —  P^)*  ^  '^  valeur  p.  Les  deux  rayons  de 
courbure  variant  ainsi  nécessairement  avec  la  position  de  la  sec- 
tion, il  est  clair  que  le  point  double  en  question  ne  peut  être 
considéré  comme  un  ombilic,  ce  qu^il  s'agissait  précisément  de 
décider. 

On  arrive  à  la  même  conclusion  par  une  voie  plus  longue  et 
plus  compliquée,  mais  non  dénuée  d'intérêt  cependant,  en  cher- 
chant à  établir,  à  l'aide  des  méthodes  développées  dans  le  para- 
graphe premier,  l'expression  du  rayon  de  courbure  d'une  section 
quelconque  dont  le  plan  passe  par  l'axe  du  cône  tangent  (179) 
et  est  défini  par  la  génératrice  du  cône  qui  forme  la  tangente  de 
cette  courbe  au  point  double  considéré.  Mais  pour  ne  pas  allonger 


parles  deux  équations  jp=rsins  «  =  acos«,  la  formule  symétrique  i:  R  =  4^_j,<ny 
donnera  immédiatement,  pour  un  point  quelconque. 


=fR 


(v»cos*»-f-a*8in'»)«        M  «*     .       y^    .1; 
ay( cos"« -*- si»"(i>)        «rLy*  «*      J  ' 


et  pour  le  point  (X,  Z)  en  particulier,  la  valeur  de  R  sera,  en  substituant  à  la  place  de 
X  et  z  les  expressions  (i45), 

ou  simplement,  en  supprimant  haut  et  bas  le  facteur  {a*  —y*) , 

zn  R  =  —(«»-*- r'-i3«)î. 

«r 
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outre  mesure  les  développements  de  ce  travail  déjà  trop  étendus, 
nous  examinerons  ce  point  spécial  dans  un  court  Appendice  que 
Ton  trouvera  à  la  suite  de  ce  Mémoire. 

En  résumé»  nous  avons  donc  ainsi  reconnu  Texistence,  dans 
les  trois  sections  principales  de  I  a  Surface  de  l'onde,  de  huii  om- 
bilks  situés  quatre  par  quatre»  dans  les  plans  principaux  desyz 
et  des  xy»  la  section  principale  des  zx»  correspondant  au  para- 
mètre moyen»  étant  la  seule  qui  nen  renferme  pas,  conclusions 
parfaitement  conformes  à  celles  obtenues  à  Taide  d  el^pntes  mé- 
thodes géométriques  par  le  Colonel  Mannheim  dans  rouYr^e 
cité  plus  haut 

Quant  aux  quatre  points  doubles  (1 45)»  auxquels  Lamé  D*a 
pas  craint  d  attribuer  la  dénomination  d'ombilics»  pressentant  sans 
doute  ce  dit  important  (bien  qu'il  ne  Ténonce  pas  ni  oe  le  dé- 
montre), que  les  coordonnées  de  ces  points  ¥érifiaient  les  équa- 
tions caractéristiques  des  ombilics»  nous  proposerons»  pour  rap- 
peler ce  dit,  de  leur  attribuer  la  dénomination  de  faux  omMSeg^ 
qui  r^umera  ainsi  en  im  mot  les  résultats  que  nous  avons  coosMés 
à  leur  sujet 

LVxplication  de  Fantinomie  que  semblent  préseuter  ces  résul- 
tats est  d'ailleurs  facile  à  aperceroir  ;  elle  tient  uniquement  à  ee 
qtH\  pour  procéder  à  h  rerlieivfae  des  ombilics  de  la  surfrce  de 
Tonde^  au  lieu  de  pr^ndn^  les  équations  qui  les  déterminent  aTcc  la 
forme  ^1:28"  ou  v95\qiii  est  la  forme  prioMrdiale  et  essentielle,  oott» 
les  avons  prises  sous  h  forme  ^liT^X  c'esi-à-dire  que  nous  avnais 
diassé  les  dénominateurs,  et  mis  ainsi  partout  en  facteur  Fooe 
des  trois  dérivées  pranières  -*  z*  --  Or.  «s  dérivées  étant 
nulles  dans  le  cas  actuel,  il  arrive  que  les  équatioas^  que 
awtts  ainsi  obtenues  sont  vérifiées,  quelles  que  soient  les  dérivées 
secwdes^  or  qui  lats»  par  eonséqiKtti  complétemoit  en  dehars 
k^  etrvonsianci»  relatives  à  la  coorbure  des  «fifeienl» 
meoèes  par  le  piràt  double  considéré. 


IVur  Cure  une  étude  tMit  à  bk  coaiplète  de  la  5 
"andf .  il  faudrait  à  présent  montrer  que  cr^  buîi  oahSicSs  doui 
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nous  venons  de  constater  l'existence  dans  les  sections  principales 
de  la  surface,  sont  bien  les  seuls  qu'elle  possède.  Mais,  sans  nous 
lancer  dans  les  nouveaux  calculs  qu'exigerait  cette  recherche, 
nous  pensons  qu'il  n'est  pas  nécessaire  d'avoir  épuisé  ainsi  les 
questions  qui  se  rapportent  à  cet  exemple  si  fécond  et  si  inté- 
ressant, pour  avoir  réalisé  le  but  que  nous  nous  proposions,  et 
qui  était  simplement  de  montrer,  par  une  nouvelle  et  dernière 
application,  l'utilité  et  la  commodité  de  la  méthode  que  nous 
avons  préconisée  dans  ce  travail. 

Cet  exemple  d'ailleurs,  outre  l'intérêt  qui  résulte  de  son  impor- 
tance dans  la  physique  mathématique,  met  bien  en  relief  l'avan- 
tage propre  de  notre  méthode,  car  l'équation  de  la  surface  ne 
pouvant  être  résolue  dans  ce  cas  par  rapport  à  l'une  quelconque 
des  variables  qu'à  l'aide  de  radicaux  superposés,  qui  se  perpétue- 
ront et  se  multiplieront  en  nombre  par  la  difféi*entiation,  on  voit 
que,  sous  peine  d'entamer  le  calcul  avec  des  équations  d'une 
complication  inextricable,  on  ne  pourra  faire  autre  chose,  si  l'on 
veut  appliquer  les  formules  classiques^  que  de  commencer  par 
calculer  les  dérivées  p,  f ,  r,  «,  f,  à  Taide  du  théorème  des  fonc- 
tions implicites,  pour  les  substituer  dans  les  équations  connues; 
c'est-à-dire  que  l'on  commencera  forcément  par  refaire  pour  ce 
cas  particulier  précisément  les  équations  (93)  que  nous  avons 
établies  pour  toutes  les  surfaces,  et  l'on  aura  ainsi  ajouté  au  calcul 
spécial  déduit  de  celte  dernière  forme  d'équations^  que  nous 
venons  d'accomplir,  et  qui  est,  comme  on  l'a  vu,  déjà  suffisam- 
ment long  par  lui-même,  toute  la  peine  et  les  développements 
qu'exigent  le  calcul  et  la  substitution  des  dérivées/?^ g,  ...dans  les 
équations  classiques,  pour  arriver  à  notre  forme  d'équations  (93), 
que  notre  théorie  donne  très  simplement  une  fois  pour  toutes  et 
d'une  façon  générale. 

Quant  au  résultat  que  nous  avons  obtenu  comme  application 
de  notre  méthode  dans  ce  dernier  exemple,  il  était  assurément 
connu  depuis  longtemps,  notamment  depuis  un  travail  célèbre 
de  Plûcker,  qui  renferme  une  étude  complète  très  remarquable 
des  propriétés  géométriques  de  cette  Surface  des  ondes.  Mais  les 
beaux  résultats  qu'il  a  signalés  et  le  premier  mis  en  lumière,  ont 
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été  obtenus,  eroyons-nous,  au  moyen  de  considérations  spéciales 
à  cette  surface  (*),  et  basées  sur  les  notions  mêmes  qui  lui  donnent 
naissance  dans  la  théorie  de  la  propagation  des  ondes.  Les  calculs 
que  nous  venons  de  présenter,  conservent  donc,  même  encore  après 
cette  célèbre  étude,  leur  intérêt  et  leur  originalité,  en  ce  qu*ils 
sont  simplement  l'application  à  ce  cas  spécial  d'une  méthode 
générale  propre  à  toutes  les  surfaces. 

Nous  arrêterons  là  les  développements  déjà  un  peu  longs  de 
cette  thèse,  auxquels  nous  nous  sommes  laissé  entraîner,  croyant 
avoir  faitsuflisamment  ressortir  les  avantages  d'une  méthode  qui 
fournit  seule  des  formules  immédiatement  applicables  dans  tous 
les  cas,  et  qui  permettent  à  chaque  instant  dans  les  recherches  de 
tout  genre,  une  interprétation  géométrique  des  calculs.  Avan- 
tage précieux,  surtout  dans  les  questions  de  mécanique  et  de 
physique  mathématique,  où  la  considération  des  surfaces  s'impose 
pour  ainsi  dire  à  chaque  pas,  et  joue  un  rôle  capital  dans  toutes 
les  théories  véritablement  importantes. 


(')  N'ayant  malheureusement  pas  ce  travail  à  notre  disposition,  nous  formulons  cette 
conjecture  d'après  la  théorie  fort  complète  que  Lamé  présente  de  cette  surface,  (d'après 
PlQcker,  croyons-nous, )  dans  ses  iH*  et  i9«  Leçons  sur  la  Théorie  mathématique  de 
rBlasiicité,  laquelle  repose  tout  entière  sur  la  considération  des  points  conjugués, 
notion  fort  ingénieuse,  mais  absolument  spéciale  à  cette  surface,  et  basée  sur  la  considé- 
ration de  l'équation  aux  vitesses  des  ondes  planes,  dont  la  surface  de  l'onde  est,  comme 
on  sait,  l'enveloppe. 


APPENDICE 


NOTE 

SUR   L*EXPRESS10N    DU    RAYON    DE   COURBURE    DES    SECTIONS   PLANES 
AUX   POINTS    DOUBLES    DE    LA    SURFACE    DES   ONDES. 

Nous  avons  montre,  en  terminant  le  mémoire  qui  précède, 
que,  pour  les  quatre  points  doubles  de  la  Surface  des  ondes,  le  plan 
tangent  était  remplacé  par  un  cône  tangent  du  second  ordre,  et 
nous  avons  fait  observer  que  la  normale  disparaissant  alors,  les 
formules  habituellement  employées  pour  l'étude  des  courbures 
des  sections  planes,  qui  toutes  reposent  sur  la  considération  de 
la  normale,  ne  pouvaient  plus  être  dans  ce  cas  d'aucune  utilité. 
Pour  jouer  le  rôle  essentiel  de  la  normale  dans  ces  questions, 
nous  avons  proposé  de  prendre  à  sa  place  Taxe  du  cône  tangent, 
qui  de  toutes  les  directions  s'en  rapproche  le  plus  par  ses  pro- 
priétés de  symétrie  à  l'égard  des  différentes  tangentes,  ainsi  que 
nous  l'avons  expliqué,  et  cette  simple  notion  nous  a  suffi  pour 
reconnaître  que  les  points  doubles  en  question  ne  satisfaisaient 
pas  aux  conditions  caractéristiques  des  ombilics,  c'est-à-dire  à 
l'égalité  des  courbures  de  toutes  les  sections  planes  menées  ainsi 
par  cet  axe.  Mais  nous  voulons  dans  cette  note  pousser  plus  loin 
la  question,  et  pour  compléter  l'analogie  au  sujet  de  toutes  les 
considérations  envisagées  pour  les  autres  points,  rechercher  pour 
ces  points,  à  l'aide  des  théories  développées  dans  le  paragraphe  I*% 
l'expression  du  rayon  de  courbure  des  sections  planes  ainsi 
obtenues,  chacune  étant  définie  par  la  tangente  ou  génératrice 
du  cône  à  laquelle  elle  correspond  ;  et  nous  obtiendrons  ainsi 
une  formule  qui  jouera  par  conséquent  pour  ces  points  le  rôle 
des  formules  (5)  ou  (6)  pour  les  autres  points,  lesquelles  renfer- 
ment implicitement,  comme  nous  l'avons  vu,  toutes  les  lois  rela- 
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tives  aux  courbures  des  différentes  sections  planes  menées  par 
un  même  point. 

A  cet  effet,  V^xe  du  cône  tangent  devant  jouer  un  rôle  essentiel 
dans  cette  théorie,  bien  que  nous  layons  déjà  suSisanimeDt 
défini  au  point  de  vue  géométrique  en  disant  qu'il  est  la  bissec- 
trice des  deux  droites  (180),  nous  croyons  néanmoins  utile  tout 
d'abord  de  définir  aussi  analytiquement  sa  position ,  en  donnant 
l'expression  de  ses  trois  cosinus  directeurs. 

Pour  cela,  ayant  résolu  séparément  les  deux  équations  (180), 
ce  qui  donne,  en  ayant  égard  aux  égalités  (176)  et  aux  valeurs 
(165),  et  se  rappelant  que  pour  ces  droites  6  =  0, 


a          c          zfcl/o^-Hc* 

zb  1 

» 

''            *         KX'-t-Z» 

P 

e            ±l/o»-t-c' 

d=l 

on  verra  facilement,  en  faisant  la  figure,  que,  si  Ion  considère 
sur  chacune  de  ces  droites  le  sens*  dirigé  vers  l'extérieur  de  la 
surface,  il  faudra  prendre  dans  le  dernier  rapport  le  signe  •+• 
pour  la  première  droite,  et  le  signe  —  pour  la  seconde  ;  en  sorte 
que,  si  nous  convenons  d'appeler  (a',  0,  (f)  et  (a",  0,  c")  les  deux 
directions  ainsi  complètement  définies,  nous  aurons  en  vertu  des 
équations  qui  précèdent  : 


(181). 


,    z 

o  =  -» 

c' 

—  X 

«»x 

c"  — 

ayl/a*-Hr'  — ?' 

«yl/a*-t-y«  — p* 

Si  maintenant  nous  convenons  d'appeler  Ub  Tangle  que  forme 
chacune  de  ces  droites  avec  l'axe  du  cône  également  dirigé  vers 
l'extérieur  de  la  surface,  et  par  conséquent  2û\,  l'angle  formé  au 
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sommet  du  cône  par  ces  deux  droites,  nous  aurons,  par  suite  des 
valeurs  que  nous  venons  d'écrire  et  des  égalités  (176), 

ces  2«b  ==  aV'  -*-  e'c"  =- 


d'où  nous  conclurons  immédiatement 


/1— cos2c^_^  /!/ 


pi/a«  ^  r*  —  PV 


m    /i  -+-  ces  2w*  /  W  ay  \ 

D'autre  part,  ayant  déjà  appelé  6  l'angle  de  l'axe  optique  avec 
l'axe  des  x,  il  est  clair  que  6  — ~  sera  l'angle  formé  par  la  tan- 
gente au  cercle  dirigée  vers  l'extérieur  de  la  surface ,  avec 
le  même  axe  des  x,  et  par  conséquent  l'axe  du  cône  fera 
avec  les  axes  des  x  et  des  z  des  angles  respectivement  égaux  à 
6  —  f  H-  Wo,  et  ^  —  (e — ^  -+-  «0^  =  71  —  ^6-1-  Wo);  et,  par  con- 
séquent, si  nous  désignons  par  p,  o,  q  les  cosinus  directeurs  de 
cet  axe  du  cône  tangent,  nous  obtiendrons  pour  ces  quantités^ 
eu  égard  aux  valeurs  précédentes,  ainsi  qu'aux  valeurs  (167),  où 
cos  G'  =  sin  6,  les  expressions  suivantes 

p  =  cos  Ja  — ^  +  a^J  =cos^-  (ô-*-*^)j 
=  sin  (6  +  ci>o)  =  cos  6  sin  fi)^  +  sin  o  cos  Mq 


(i82).( 


ç  =  COS  [ir  —  (e  -t-  «j)]  =  —  cos  (0  H-  <i%) 
=  —  cos  i  cos  &)),  +  sin  s  sin  «o 


1-H  "'' 
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lesquelles  donnent  bien,  eomme  cela  devait  être,  p^  -f-  9^  =3 1, 
ainsi  qu'il  est  facile  de  le  vérifier  à  Taide  des  valeurs  (165)  et 
des  égalités  (176). 

La  direction  par  laquelle  nous  devons  faire  passer  toutes  les 
sections  planes  étant  ainsi  définie  analytiquement,  on  peut  espé- 
rer d  abord  obtenir  Texpression  du  rayon  de  courbure  cherché  à 
laide  de  la  formule  (1),  dans  laquelle  les  cosinus  a^b,  c  de  la 
tangente  seraient  censés  vérifier  Téquation  de  condition  (178), 
c'est-à-dire  par  la  formule 


R  = 


r*  *  *      "1 

-COS  A  -H  -  COS  /t*  -+-  -  008  V     , 

[x y z        J 

F  (a,  6,  c) 


les  trois  cosinus  du  numérateur  étant  toujours  ceux  du  rayon  de 
courbure  lui-même,  et  le  dénominateur  F  (a,  6,  c)  étant  dans  le 
cas  actuel,  en  vertu  de  la  formule  (2),  l'expression 


*»  ♦*  ♦*  ♦*  &'  A* 

(185).  F(a,6,  c)^a^ _  ^  6* ~  -*-  c* -;  -+-  26c  —  -^  2ca  —  -*-  2ci6— 

x'  y'  z'  yz  zx  xy 


Or,  le  numérateur  étant  constamment  nul  pour  les  points  en 
question  en  vertu  des  équations  (173),  on  voit  qu'il  faut  de 
toute  nécessité  que  le  dénominateur  le  soit  également,  sans  quoi 
le  rayon  de  courbure  ne  pourrait  pas  prendre  en  chaque  point 
une  valeur  finie  et  déterminée,  ainsi  que  nous  l'avons  reconnu 
dans  la  discussion  par  laquelle  nous  avons  terminé  le  mémoire 
qui  précède.  L'expression  ci-dessus  du  rayon  de  courbure  se 
présentera  donc  constamment  sous  la  forme  §,  et  par  conséquent 
il  nous  faudra,  pour  le  déterminer,  chercher  quelque  autre 
méthode. 

Mais  auparavant  il  n'est  pas  inutile  de  voir  par  une  vérification 
directe  comment  il  se  fait  que  le  dénominateur  de  l'expression 
précédente  soit  constamment  nul,  bien  qu'il  ne  renferme  pas  en 
facteurs,  comme  le  numérateur,  les  dérivées  ^»  -'  7* 
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Pour  cela  ayant  déduit  des  expressions  (170),  (171)  et  (169) 

—  =  A-4-x-T-=»A4-xl-7-H-  2a'x    =  A  -*-  4aV, 
ar  dx  \dx  I 

nous  en  conclurons  immédiatement,  à  Taide  de  simples  permu- 
tations circulaires, 

1  =  A  -H  4aV,      î-,  =  B  +  4py,       ^  =  C  -H  V^\ 

(^^^)-  \  *t  '\  *t 

—  =  2(p»-HrV»    —  =2(r*-^a*)zx,     —  =  2(a«^pVy; 
yz  ^x  xy 

et  nous  aurons  par  conséquent  pour  le  point  double  (X,  0,  Z), 
en  raison  des  valeurs  (172), 

[fl]    =0,     [-)    =2(r«-*-«')ZX,     (-)    =0, 
\yz/oô  ux/oo  \a:i//oo 

ce  qui  donnera,  en  vertu  de  l'expression  (183),  pour  la  valeur 
de  F  (a,  by  c)  relative  au  point  en  question 

F(a,  6,  c)oo  =  4  [a'XV  h-  r*ZV  ^.  (a«  ^  r*)XZ]  h-  Booft», 

c'est-à-dire  précisément  zéro,  en  vertu  de  l'équation  de  condi- 
tion (178),  à  laquelle  satisfait  par  hypothèse  la  direction  (a,  b,  c). 
Et  l'on  peut  remarquer,  à  ce  sujet,  que  le  cône  tangent  (179) 
n'est  autre  chose  que  le  cône  asymptote  de  la  surface  indicatrice 
correspondant  au  point  considéré,  obtenue  d'après  la  règle  du 
§  111,  laquelle  à  la  vérité  perd  dans  le  cas  actuel  ses  propriétés 
représentatives  des  rayons  de  courbure,  en  raison  de  la  dispari- 
tion du  plan  tangent,  mais  qui  pourra  être  facilement  remplacée 
pour  cet  objet  de  la  façon  que  nous  indiquerons  tout  à  l'heure. 

La  formule  (1)  ne  pouvant  donc  nous  donner  l'expression 
cherchée  du  rayon  de  courbure,  pas  plus  que  les  formules  (5) 
et  (6),  nous  remonterons  à  la  formule  (0),  qui  a  été  le  point  de 


174.  —  464  — 

départ  de  toute  notre  théorie,  et  nous  appliquerons  une  fois  de 
plus  à  cette  équation  les  procédés  qui  nous  ont  servi  à  en  déduire 
la  formule  (1).  Différentiant  donc  de  nouveau  cette  équation ,  il 
est  facile  de  voir  que  nous  obtiendrons 

s  /  o  o  ?  \ 

-  iPx  H-  5  I  — ;  rfx   H du  H dz  IcPx 

X  \x'  xy  xz      I 

-f.-(Py-^-  3  1  — dx  ^l-dy-^-^dz\d^u 

y  \yx        y         »«    / 

z  \zx  zy  V      I 

en  employant,  pour  abréger  récriture,  une  notation  symbo- 
lique, qui  consiste  à  écrire  entre  deux  doubles  parenthèses  les 
termes  qui,  après  avoir  été  calculés  et  développés  d'après  les 
règles  habituelles,  comme  si  chaque  symbole  représentait  une 
quantité,  devront  être  pris  ensuite  avec  Tacception  différentielle 
dont  nous  sommes  convenus  en  commençant  notre  travail.  Si 
nous  divisons  de  même  maintenant  tous  les  termes  de  cette 
équation  par  ds^^  afln  d'avoir  une  équation  en  termes  finis,  et 
que  nous  remplacions  encore  dans  le  résultat   respectivement 

dx    du    dz  L  A  d*x    dht    d:*z  1-^1  i 

H'in'di'P^^  "'  *'  c»et^»^»^,par^cos  A,^cosfx,^cos  V, 
nous  obtiendrons  semblablement 

f  d'x       f  d^y       f  d^z 
xck*       yds^       zds* 


— a-i — -  6  H c   cos/t* 

\yx        V  tiz   I 


If"          ?*  ?M  1 

I  — a  H 6  -♦-  — r  c  J  ces  V 

\zx         zy  z^   I  J 

(( 


ta-»-  -b-^  t  c^V  =  0. 
X         y  z 
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Ety  si  nous  appliquons  maintenant  ec  résultat  à  Téquation 
î>  (x,  y,  z\  =  0,  et  au  point  double  (X,  0,  Z),  pour  lequel  les 
dérivées  ->  -'  *  sont  nulles,  d'après  les  équations  (173),  on 
voit  que  nous  tirerons  simplement  de  Téquation  précédente 

—  5  r/**  4>*  ,        ♦*    \ 

R  =  - —     -a-*-  —  6  -^— c 

(186)  \V    X         y         2//00 


ces  > 


-♦-  — a  H — -h  •\ cicosa-t-  —  a-*-  — 6-*---clcosy     =-  1 

\y^      y       y^  '        ^^^     ^y      ^  '      Joo   d 

en  désignant,  pour  faciliter  les  transformations,  par  N  et  D  les 
deux  termes  du  rapport  qui  exprime  la  valeur  de  R  que  nous 
venons  d'écrire,  et  qu'il  s'agit  maintenant  de  calculer. 

A  cet  effet,  pour  obtenir  d'abord  le  dénominateur  D,  il  suffira 
de  remplacer  dans  l'expression 

a-  ^6-  -t-c-      =a'  — H-6*—  -^c*—  H-6a6c 

X        y        z  I  x^        y*        sT  xyz 

(487)  '  ^  :f  ^ 

*  <|)8  ^'  4)8  <î)5  ^5  ^3 

-♦-36*c-r--+-36c* — i-^-Sc'a-- — h3co* — r-*-3a*6----i-3a6* — » 
y^z  yz*  vx  zx^  x  y  xy 

les  dérivées  troisièmes  de  $  par  leurs  valeurs  relatives  au  point 
(X,  Z,)  lesquelles  s'obtiendront  sans  difficulté  en  partant  des 
expressions  (184)  des  dérivées  secondes,  qui  donnent,  en  ayant 
égard  aux  valeurs  (171)  et  (169), 

<ï>'       c/A  rfP 

—  =  —  -♦-  Sa'x  =—  -♦-  2a»x  -*-  8a'x  =  12a'x, 

X*        rtx  dx 

et  de  même  pour  les  autres  ;  de  sorte  que  nous  formerons  sans 
peine  le  tableau  suivant 

'Î[=i2a«x,    4-=2(p«-4-r>,    — ,  =  2(^'-Hr%, 

x'  y^z  yz^ 


«» 


=  0; 
xyz 
V.  30 
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d'où  nous  conclurons,  en  prenant  ces  valeurs  pour  le  point 
(X,  0,  Zy)  et  les  substituant  dans  Tégalité  (187)^ 

\\  X         y        zlU 
^  36'c  .  2  (p'  -4-  r*)Z  4-  3c«c  .2  (r*  -*-  a')X 
-*-  3ac*.  2  (r'  -+-  a*)  Z  -*-  Do6« .  2  (a*  -♦-  p*)  X 
(i88).(  =  6aX  f 2«V  +  (r*  -*-  O  c*  -*-  (a'  +  p«)  6«] 

-*-  6cZ  [2rV*  -*-  (P'  -4-  y^  6*  4-  (y*  -+-  a»)  a«] 
=  6oX  [a*  (a*  4-  6»  4-  c*)  4-  aV  4-  pV  4-  yV] 
4-  6cZ  [y'  (o'  4-  6»  4-  c')  4-  aV  4-  pV  4-  y*  c«] 
=  6  [(a*Xa4-y«Zc)(a*4-6*  +  c*)4-(Xo4-Zc)(aV4-pV4-y*c*)]. 

Nous  obtiendrons  de  même  la  valeur  de  N,  en  substituant 
dans  le  numérateur  de  l'expression  (186)  de  R,  à  la  place  des 
dérivées  secondes  de  $,  leurs  valeurs  pour  le  point  (X,  Z,)  que 
nous  avons  déjà  calculées  (185),  ce  qui  nous  donnera  semblable- 
ment 

/  N  =  — 3[j4a*X*,04-2(y*4-  a*)ZX,c(cosA 

^       ^       4-  Boo.6co8/u4-i2(y*4-a*)ZX.tt  4-4y«Z*.  cjcosv], 

expression  dans  laquelle  il  ne  reste  plus  qu'à  remplacer  les  trois 
cosinus  du  rayon  de  courbure  par  leurs  valeurs  en  fonction 
de  a,  6,  c. 

Pour  obtenir  immédiatement  ces  dernières  valeurs,  il  suffira 
de  connaître  les  cosinus  de  la  normale  au  plan  de  la  section 
considérée,  c'est-à-dire  du  plan  qui  contient  Taxe  du  cône  et  la 
tangente  (a,  6,  c).  En  désignant  donc  pour  un  instant  par 
l,  m,  n  ces  trois  cosinus,  ils  vérifieront  les  deux  relations 

o/  4-  6m  4-  en  =:  0 ,        p/  4-  qfn  ■—  0 , 

d'où,  par  conséquent. 


/ 


m 


n 


qh      pc  —  qa       —  ph 
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et  d'autre  part  le  rayon  de  courbure  cherché,  étant  perpendicu- 
laire à  la  fois  à  la  tangente  (a,  b,  c)  et  à  la  normale  à  son  plan 
{l,  m,  n),  donnera  lieu  de  même  aux  deux  relations 

a  ces  A  -H  6  ces  fA  -♦-  c  ces  V  =  0 , 

qh  cos  A  -4-  (pc  —  qa)  ces  f*  —  pb  ces  v  =  0, 

d*oii  nous  tirerons  semblablement 

cos  A  cos  [L  cos  V 


—  p6*  —  c(pc  —  qa)       qbc  -+■  pba        a  (pc  —  qa)  —  qb* 
équations  que  Ton  peut  encore  écrire 


cos  X  cos  fi  cos  y 


a(pa-*-qfc)— p(a*-*-6*-*-c')     6(pa-*-7c)      c(pa-*-qfc)— qf(a*-#- />*-♦- c') 

Sous  cette  dernière  forme,  on  voit  qu*on  simplifiera  notablement 
les  écritures  en  introduisant,  seulement  pour  faire  le  calcul, 
Tangle  <ù  formé  au  sommet  du  cône  par  la  tangente  (a ,  6 ,  c) 
avec  Taxe  du  cône,  et  dont  le  cosinus  a  pour  expression 

(190) ces  w  =  pa -t- qrc. 

Au  moyen  de  cette  dernière  relation  ainsi  que  de  légalité 
p3  4.  g9s=s  1,  les  équations  précédentes  deviendront 

cos  X  cos  fi  cos  V 


a  cos  «  —  p        6  cos  a      c  cos  «  —  q 


±  l^cos*>  -♦-  cosV  -*-  cosV 
V^{a  cos  w  —  p)*  -*-  6*  cos*«  h-  (c  cos  «  —  qf 

[/{a*  -+-  6*  -♦-  c*)  cos*«  —  2  (pa  h-  qfc)  cos  «  •♦-  p*  -t-  qf^ 

±1  dbi  ±\ 


l^cos*«  —  2  cos*«  -♦-  1       1/4  —  cos'm      sin  « 


17K  ^  i«  _ 

«  «:OS  Si:  —  pi  i  OW  fr  f  CM  £ f 


Z 


te^-i^rt  (îiDplaDeDt,  en  Unaot  tf^iapu;  de  réquaikn  de  coodi- 
tiori  ^178;  et  fnetiarit  etj  é%  Jdeoee  ie§  tMiears  d^jà  reneoDirês  au 
dénofDifMiieur  D, 

MO  î*    ^ 

Si  ualnUffizDt  nou«  voulons  élîmiiier  I  angle  'ii,  introduit  seule> 
ment  pour  faeilîter  le  calcul,  nous  aurons  en  vertu  de  TéquatioD 
de  définition  (190; 


=  V^//  -*-  (p*  -♦.  7*)  fa'^  -•-  c'y  —  (pa  -^  7c/  =  1^6*  -♦-  (7a  —  pr)% 

et  si  nous  remetton«  à  présent  celle  dernière  valeur  dans  l'ex- 
pression précédente  de  N  (191),  puis  c|ue  nous  reportions  la 
valeur  de  >  qui  en  résuhe,  ain«i  que  la  valeur  (iSS)  de  D,  dans 
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Fexprcssion  (186)  de  R,  nous  aurons  définitivement  pour  Tex- 
pression  du  rayon  de  courbure  cherchée  : 

\  I  îl2}  lt=- 


[(a*Xa4-r*Zc)(o*-«-6*-*-c«)H-(Xo-»-Zc)  (aV+ôV-^rV)]  l/6*-*-(9a-pc)* 

formule  tout  à  fait  analogue  aux  formules  (5)  ou  (6)  du  §  I 
et  qui  donne  l'expression  du  rayon  de  courbure  d*une  section 
plane  quelconque  passant  par  Taxe  du  cône  tangent,  et  déflnie 
par  la  direction  de  la  tangente  correspondante,  c'est-à-dire  par  la 
droite  intersection  de  ce  plan  avec  le  cône  tangent,  de  même  que 
dans  la  formule  (5)  ou  (6)  la  section  normale  était  définie  par  la 
tangente  ou  Tintersection  du  plan  considéré  avec  le  plan  tangent 

La  formule  précédente,  de  même  que  la  formule  (6),  se  prête 
très  aisément  à  une  représentation  géomélrique  fort  simple  des 
rayons  de  courbure  des  différentes  sections  planes  ;  car,  si  nous 
convenons  de  porter  sur  chaque  tangente  ou  génératrice  du  cône 
tangent,  à  partir  du  point  considéré,  une  longueur  précisément 
égale  à  celle  du  rayon  de  courbure  correspondant  à  cette 
tangente,  les  coordonnées  de  Textrémité,  rapportées  au  point 
double  comme  origine,  étant  alors  données  par  les  valeurs 

X'  y'      .         z' 

—  =  a,        —  =  6,        —  =  c, 

R  R  R 

toutes  ces  extrémités  seront  situées  sur  la  surface  dont  on  obtien- 
dra réquation  en  éliminant  Oy  b,  c  entre  ces  dernières  équations 
et  réquation  précédente  (192),  et  qui  sera  la  suivante,  R  dispa- 
raissant par  suite  de  la  loi  d'homogénéité, 

_  dz  [(Xp  -♦-  Zq)  (oc^Xx'  -+.  r «Z5')  -*-  {(x*\p  -♦- y*lq)  (Xaf  -h  Zs')] 


ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  en  désignant  pour  simplifier  par  H 
et  K  les  deux  constantes 

(i93)  .     .     .   H  =  Xp  ^  Zç,        K  =  oL^Xp  -*-  r'Zqr, 
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où  p  et  9  sont  les  valeurs  (182),  et  de  plus,  faisant  disparaître  le 
dénominateur  et  le  radical  de  Féquation  précédente, 

[{a^af  -+-r  «Zs')  (af*  -I- î/'«  -+-  s'»)  -+.  (Xa;'-+.  Zs')  (u  V  -*-  iSy •  -^  r V*)]»  [y^  -♦-  {qaf  —  p«')«] 

—  [h  (a«Xa?'-t-r*Z5')  -*-  K  (Xo^-*-  Z2')]«  =  0; 

et  par  conséquent  cette  surface  du  huitième  ordre  jouera  par 
rapport  au  cône  tangent  (179)  le  même  rôle  que  la  surface  indi- 
catrice (38)  par  rapport  au  plan  tangent  pour  les  autres  points, 
c*est-à-dire  que  le  rayon  vecteur  de  la  courbe  d'intersection  de 
ces  deux  surfaces  issu  du  sommet,  sera  pour  chaque  direction  de 
tangente,  précisément  égal  au  rayon  de  courbure  correspondant 
à  cette  tangente. 

Une  fois  en  possession  de  la  formule  (192),  on  pourrait, 
comme  nous  Favons  fait  pour  les  autres  points,  en  déduire  par 
la  méthode  des  maximum  et  des  minimum,  les  directions  corres- 
pondantes aux  sections  principales  dans  le  cas  général,  et  con- 
clure de  là  la  loi  de  distribution  des  courbures  des  sections 
planes  autour  de  Taxe  du  cône  tangent.  Mais  cette  recherche 
nous  entraînerait  beaucoup  trop  loin,  et  nous  nous  contenterons 
en  terminant  cette  note,  de  nous  assurer  de  nouveau  de  l'exacti- 
tude des  résultats  qui  précèdent,  en  vérifiant  directement  que  la 
formule  (192)  donne  bien  pour  les  deux  directions  (180),  situées 
dans  le  plan  principal  commun  au  cône  et  à  la  surface,  les 
deux  valeurs  que  nous   connaissons  à  priori,  à  savoir  |3  et 

Pour  cela,  ayant  pose  par  analogie  avec  les  notations  (193) 
A  =  Xa  -*-  Zc ,       k  =  a*Xa  ■*-  y  *Zc , 
nous  écrirons  lexpression  (192)  sous  la  forme 

dz  m  -4-  Kh) 


R  = 


[k-^h  (aV  H-  ôV  -+-  r V)]  l/6«  ^  (ça  — pc)' 
et  notant  toujours  d'un  accent  les  quantités  relatives  à  la  pre- 
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mière  droiie,  et  de  deux  celles  relatives  à  la  seconde,  nous 
aurons  par  définition  et  en  vertu  des  équations  (180) 

A'  =  Xo'  -*-  Zc'  =  0,      k"  =  a*Xa"  -+-  r*Zc"  «  0, 

ce  qui  nous  donnera  respectivement  pour  les  deux  rayons  de 
courbure,  en  nous  servant  de  Texpression  précédente  de  R,  et 
nous  souvenant  que  b  est  nul  pour  ces  deux  droites, 

d=  H/fc'  db  H 


R'  = 


Or,  si  Ton  se  reporte  aux  valeurs  (181)  et  que  Pon  ait  égard 
aux  égalités  (176),  on  voit  de  suite  que  Ton  a 

qa  —  pc  ^=  — 


qa"  —  pc"  = 


—  qlr^  —  p\ai}  —  K 


olyVol^  -+-r*  — P*       oLyVa^  ^  y»  _  p^ 


,  m      s  ...      «VZ«  -f.  yVX'        ««X»  +  r'Z«  aV 


et,  en  reportant  ces  dernières  valeurs  dans  les  deux  valeurs 
immédiatement  précédentes  de  R'  et  de  R",  on  obtient 

R'  =  db  p ,      R"  =  d=  —  (««  +  r*  -  p*)*> 
ce  qui  est  bien  le  résultat  auquel  nous  devions  arriver. 


FIN    DE    LA    SECONDE    PARTIE. 
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